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Vorwort

Die elektromagnetische Wechselwirkung ist wohl die wichtigste aller fundamen-
taler Wechselwirkungen, die — neben der Gravitation und Tréagheit — den Aufbau
aller Makromaterie bestimmt. Entsprechend vielfiltig sind die Anwendungsbereiche
ihrer klassischen Theorie, der Elektrodynamik.

Damit ist klar daBl sich die Vorlesung auf die wesentliche Struktur der Theorie
beschrinken mufl. Um diese moéglichst klar herauszuarbeiten, wird in Kapitel 1 nur
kurz auf die mikroskopische Elektrostatik eingegangen, d.h. (hypothetisch) exakte
Kenntnis der Ladungsverteilung vorausgesetzt. Als Materialien werden zunéchst nur
ideale Leiter betrachtet. Die Behandlung allgemeinerer Materialien wird allerdings
durch Abhandlung der allgemeinen Multipolentwicklung vorbereitet. In Kapitel 2
wird dann sofort die mikroskopische Maxwellsche Theorie der Strom-Ladungs-
Verteilungen und ihrer Felder im Vakuum vorgestellt, die die eigentliche Grundlage
der gesamten klassischen wie auch der quantisierten Elektrodynamik bildet. Wie
sich die mikroskopische Theorie der Magnetostatik in diesen Rahmen einfiigt, wird
in Kapitel 3 gezeigt. In Kapitel 4 wird dann untersucht, wie sich die makroskopischen
Mazwellschen Gleichungen elektrisierbarer und magnetisierbarer Materie aus den
mikroskopischen Gleichungen mithilfe geeigneter Materialgrofien als Naherungsglei-
chungen ergeben. Kapitel 5 schliellich befafit sich ganz kurz mit elektromagnetischen
Wellen. Die Ubungsaufgaben sind als ergéinzender Teil dieser Vorlesung anzusehen.

Um den Vergleich mit Darstellungen in verschiedenen Bereichen zu erleichtern,
wird die gesamte Theorie im Skript! mithilfe von drei nicht spezifizierten Maflsystem-
konstanten €, p, ¢’ dargestellt. Die Formeln fiir das jeweils gewiinschte Maflsystem
folgen dann einfach durch Einsetzen der systemspezifischen Werte dieser Parameter,
wie im Anhang angegeben.

Die Vorlesung setzt u.a. Resultate der Vektoranalysis voraus, die im Anhang
zusammengestellt sind. Eine ausfiihrliche Abhandlung dazu ist z.B. in (Liicke, cin)
gegeben.

Warnung: Das vorliegende Skript ist nicht zum Selbststudium gedacht.

Literaturempfehlungen: (Becker und Sauter, 1969; Jackson, 2001; Landau und Lifschitz, 1966;
Schwartz, 1972)
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Tn der Vorlesung und den Ubungen wird jedoch durchweg das MKSA-System benutzt, d.h. es

. ;A - _12 (Ampere-Sekunden)? r_ o~ def 1 ;o ~
wird €, = € = € ~ 8,85 - 10 Nowton Meter® > Mo = Ho = [0 = o und ¢ = ¢ =~

3- 108% gesetzt. Ich danke Herrn G. GERLICH fiir die Anregung dazu.
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Kapitel 1

Elektrostatik

1.1 Grundlagen

1.1.1 Grundgleichungen

Gegenstand der Elektrostatik ist die Berechnung der Kriifte, die ruhende! Ladungs-
verteilungen aufeinander ausiiben. Wesentlich ist dabei die Additivitéat der Krifte.
Danach 148t sich die elektrostatische Kraft, die von einer vorgegebenen, ruhenden
Ladungsverteilung p auf andere Ladungen ausgeiibt wird, auf das zugehorige elek-
trostatische Feld

det Kraft auf Probeladung bei r

E,(r) (L.1)

Probeladung

zuriickfiihren.? Die felderzeugenden Ladungen sind auch im mathematischen Sinne
Quellen (bzw. Senken) der Feldlinien:

divE,(r) = %p(r), (1.2)

wobei ¢, eine Mafisystemkonstante ist. Nach dem GAusSschen Satz und dem Mit-
telwertsatz fiir Volumenintegrale ist das dquivalent zum GAUssschen Gesetz

/ E,(r)-dS, = — [ p(r)dV (1.3)
og

€0 Jg
fiir hinreichend gutartige Raumgebiete G .3

Version vom 26. Mirz 2009

!Streng genommen existieren natiirlich keine ruhenden Ladungsverteilungen.

2(1.1) macht natiirlich nur Sinn, wenn die Probeladung durch ihre Kraftwirkung die Ladungs-
verteilung p nicht merklich verdndert.

3Es sei daran erinnert, daf die Normale der Oberfliche dG von G konventionsgemif aus G
heraus zeigt.
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Die experimentelle Erfahrung zeigt, dafl elektrostatische Felder stets konserva-
tiv sind:

rot E,(r) =0. (1.4)

Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis sind sie daher — sofern sie im Un-
endlichen hinreichend schnell verschwinden — durch die Ladungsverteilung bereits
eindeutig bestimmt:

1 1 r—r
E,(r) = —grad ®,(r) /3 p(r')——= dVy, (1.5)
R

- 4rre) Amel, v — /|

wobei

o [ (16)

Al Jgs v — 1|

das sog. CouLOoMB-Potential der Ladungsverteilung p(r) bezeichnet. Entspre-
chend bezeichnet man das durch (1.5) gegebene elektrostatische Feld E,(r) als das
von der Ladungsverteilung p(r) erzeugte CouLoMB-Feld.

Hieraus folgt insbesondere®

p(r) = p(|r]) _ L : )
p(r) = 0 fiir [r| > R } — By(r) = mw/ﬂ(r)d‘/ﬂ fiir [ >R (1.7)

und somit das sog. COuLOMBsche Gesetz:’

Kraft, die eine Punktladung ¢; bei r; } _ q1q2 T2 — T

auf eine Punktladung ¢, bei ry ausiibt |~ 47e) [ry — 1|3

Umgekehrt folgt aus dem experimentell gesichterten COULOMBschen Gesetz die
Gleichung (1.5) und somit aufgrund der PoissoNschen Gleichung die Grund-
beziehung

A, () = —p(r). (18)

€0

die geméB (1.5) wiederum (1.2) impliziert.’

Der wesentliche Unterschied zur NEwWTONschen Gravitationstheorie ruhender
Massenverteilungen besteht — abgesehen davon, dafl sich gleichartige Ladungen ab-
stoflen anstatt sich anzuziehen — nur darin, daf§ die elektrischen Ladungen auch
negatives Vorzeichen haben konnen.

Version vom 26. Marz 2009

*Aus (1.5) und (1.6) folgt im Falle p(r) = p(|r|) die Kugelsymmetrie von E,(r) und daraus mit
dem Gaussschen Gesetz (1.3) die rechte Seite von (1.7). In Kugelkoordinaten 148t sich das Integral
n (1.6) aber auch leicht direkt berechnen.

5Wenn man sich bei einer ruhenden, kugelsymmetrischen Ladungsverteilung nur fiir Ihre Kraft-
wirkung interessiert, so kann man sie sich modellméflig als Punktladung am Ort des Ladungs-
schwerpunktes vorstellen.

5Es sei daran erinnert, dafl der LAPLACE-Operator durch A 4f div grad definiert ist.
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1.1.2 Idealisierte Ladungsverteilungen

Ladungsverteilungen sind grundsétzlich idealisiert zu beschreiben; schon allein des-
halb, weil sie mikroskopisch diskret und stets bewegt sind (von quantenmechani-
schen Gesichtspunkten ganz abgesehen.) Die genaue Art der Idealisierung ist eine
Frage der ZweckméBigkeit.

Formale Definition: Eine Ladungsverteilung p(r) ist eine (hinreichend gutar-
tige) Abbildung

f—alh), =, [ poswav (19)

formal

von stiickweise stetigen Funktionen f auf Ladungswerte ¢(f), die fiir hinreichend
gutartige Gebiete G der Bedingung

/ p(r)xg(r) dV; =~ Gesamtladung innerhalb G
R3
geniigen sollte.” Dabei ist das Integral auf der rechten Seite von (1.9) vielfach nur

als suggestive Schreibweise anzusehen. Z.B. fiir eine Punktladung ¢ am Ort ry gilt

p(f) = / qo(r —rg) f(r)dV; o q f(rg), falls f stetig bei r = ry,
R3

oder fiir eine Flachenladung auf 0G

o(f) = / o)) Jas,

mit einer hinreichend gutartigen Fldchenladungsdichte o(r). In diesen Fillen ist
also p(r) keine gewohnliche Raumladungsdichte, sondern eine verallgemeinerte
Funktion . In Gebieten, in denen die rechte Seite von (1.6) definiert ist und stetig
differenzierbar von r abhéngt, gilt aber auch dann noch (1.5)/(1.6).

1.2 Grundproblem der Elektrostatik idealer Lei-
ter

1.2.1 Mathematisches Modell fiir ideale Leiter

Beschreibung: Ein idealer Leiter 1483t sich in Bezug auf die Elektrostatik durch
folgende Bedingungen charakterisieren:

Version vom 26. Marz 2009
"Wie allgemein iiblich, bezeichnen wir mit yg die charakteristische Funktion des Gebietes

g:
1 firreg,
Xg(r) = {O sonst.
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(i) Er nimmt ein (verniinftiges) Gebiet G’ ein.

(ii) Die Ladungsverteilung stellt sich (bei verniinftigen duleren elektrostatischen
Bedingungen) so ein, daf:®

1.) das Innere von G’ feld- und damit auch ladungsfrei wird,

2.) die Grenzwerte des Feldes von auBlerhalb G" auf 0G’ parallel (oder anti-
parallel) der Flachennormalen gerichtet sind.

(iii) Die Gesamtladung des Leiters kann im Prinzip jeden beliebigen Wert anneh-
men.

Unmittelbare Folgerungen:
e Das elektrostische Potential ist iiber G’ konstant.
e Die Normalkomponente von E hat i.a. bei r € G’ einen Sprung.

e Die Tangentialkomponente von E um r € 9G’ bleibt stetig.

Kritik am Modell: Es handelt sich um eine starke Idealisierung; denn fiir reale
Leiter gilt u.a.:

e Die Austrittsarbeit ist endlich.
e Die mogliche Gesamtladung ist somit begrenzt.

e Die Zahl der (positiven und negativen) Elementarladungen bei vorgegebener
Gesamtladung ist stets endlich.

Flichenladungsdichte: Die idealisierte Ladungsverteilung ist nach dem GAusSschen
Gesetz durch die influenzierte Fldichenladungsdichte

o(r) = € hIJl}O n(r)-E(r+en(r)) firredd (1.10)

im Sinne von Abschn. 1.1.2 gegeben:

Version vom 26. Marz 2009
8Die zweite der folgenden Bedingungen lift sich — fiir hinreichend gutartige Flichenladungs-
dichte — mithilfe von (1.4) aus der ersten ableiten.
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1.2.2 Das Grundproblem
Gegeben:
(i) G : von idealen Leitern eingenommene Gebiete,
VE R\ UG
(ii) p(r): innerhalb V bekannte, rdumlich begrenzte Ladungsverteilung.

(iii) Fiir jedes i ist entweder das Potential ®; oder die Gesamtladung ¢; in G
bekannt.

Gesucht: Das CourLomB-Feld (1.5), das von der gesamten Ladungsverteilung p(r)
(einschliefllich der auf die Leiteroberflichen influenzierten Ladungen) erzeugt
wird.

Existenz der Losung: Physikalisch ist offensichtlich, daf} eine Lésung existiert und
ein Potential der Form

vorgegeben gesucht
1 (r') 1 (r')
plr o;(r
) = dVey + — d|Sy 1.11
0= o | e W g Z/g r—r 15! (L1)

besitzt.

Eindeutigkeit der Losungen: Wir wollen zeigen, dafl ®,(r) durch folgende Be-
dingungen eindeutig festgelegt ist:

e ®,(r) ist innerhalb V 2-mal stetig differenzierbar und erfiillt dort (1.8), d.h.

Ad,(r) = —25)

!
€

e Falls ®; vorgegeben:

e Falls ¢; vorgegeben:”

4;
Vo, (r)-dS, = -
g oAr) (1.5),(1.10) €

e Auf jeden Fall:
®,(r) konstant auf g; .
Version vom 26. Marz 2009

9Fiir die Integranden der Oberflichenintegrale sind hier stets die Grenzwerte von auflerhalb des
jeweiligen Leiters einzusetzen.
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e Fiir r — oo konvergieren ®,(r) und grad ®,(r) (gleichméBig) hinreichend
schnell gegen Null.

Zum Beweis beachten wir zunéchst, dafl aus dem GAUSSschen Satz unter Beachtung
der Produktregel der Differentiation die sog. 1. GREENsche Identitdt

[ 10999x)- a5 = [ (098000 + VS Vo) dle (112
folgt. Setzt man f = g und G =V in (1.12) ein, so erhélt man
/ (grad g)* dV = —Z/ gVg-dS — / gAgdV . (1.13)
% — Joag! v

Seien nun ®, &’ zwei mit den Vorgaben vertrigliche Potentiale. Mit

g(r) € o(r) — ¥'(r)

gilt
g = & - !
= 0, falls ®; vorgegeben , } auf 0G;
sowie
Jog: VoS = g (B~ E) s
I auf 9G! .
(1.10) €

= 0, falls ¢; vorgegeben,

Da die Potentiale auf den Leiterflichen konstant sein miissen, gilt also in jedem Falle
/ gVg-dS ~ Vg-dS=0.
og! ag,

Da auBerdem g nach (1.8) der LAPLACE-Gleichung

Ag =0 innerhalb V

geniigt, folgt somit nach (1.13)

/ (grad¢g)* dV =0.
%

Der Gradient von g muf also innerhalb ¥V Null sein, d.h. ¢ = ® — &’ konstant. Mit
g(00) = 0 folgt also aufgrund der Konstanz der Potentiale innerhalb der Leiter:

Obwohl p(r) nicht vollstdndig explizit gegeben ist, ist ®,(r) und damit
auch p(r) vollstindig festgelegt. Das im Sinne von (1.11) zugeordnete
Feld E,(r) ist also eindeutig.
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+d

+l

Abb. 1.1: Spiegelladung in der leitenden Halbebene

1.2.3 Methode der Scheinladungen

Punktladung auflerhalb eines ideal leitenden Halbraumes:'" Es sei nur ein
Leiter im Gebiet
Q’:{rGRS: xSO}
vorhanden. Dann gilt insbesondere:
p(r) = ¢i(r—1le,) firreV={reR’: z>0},
P (0) = 0,
P,(r) = 0firred.
Aus Abb. 1.1 erkennt man dann sofort als Losung des Grundproblems:

0 fir z <0,

®,(r) = d ! - ! firz > 0.
de, \|r —ley| |r+le,]

Note Folgerungen:

1.) Das Feld der auf der Leiteroberfliche influenzierten Ladungsverteilung stimmt
im Gebiet > mit dem (CoULOMB-) Feld einer bei —le, gedachten Punktla-
dung —¢ (Spiegelladung) iiberein.

2.) Die Probeladung ¢ bei le, erfihrt durch die Influenzladung die Anziehungs-
kraft (Bildkraft)

‘J_/2
16meql

Punktladung gegeniiber einer ideal leitenden Kugel: Es sei nur ein Leiter im
Gebiet

G ={reR’: r| > R}
Version vom 26. Miarz 2009

10Streng genommen miifite man den Ubergang von einer glatten Ladungsverteilung zu einer
punktférmigen betrachten. Wie das geht, ist aber offensichtlich.
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fur |r| = R:
la] = %r—ﬁrl‘
= [b] = |r—r

Abb. 1.2: Scheinladung in der leitenden Kugel

vorhanden. Sein Potential sei 0. Dann lauten die Randbedingungen:

p(r) = ¢é(r—rp) firr¢ g,
q)p(OO) = )
P,(r) = 0 firred.

o

Aus Abb. 1.2 erkennt man dann sofort als Losung des Grundproblems:

0 fir r| < R,
y(r) = {4 ( L B/ |r] ) fiir || > R.

drey \[r =i v = (R/[ri])?r]

Folgerung:

Das Feld der auf der Leiteroberfliche influenzierten Ladungsvertei-
lung stimmt im Gebiet * > R mit dem (COULOMB-) Feld einer bei
(R/ |r1])*r; gedachten Punktladung Scheinladung qR/|ri| < q iibe-
rein.!!

Um einen beliebigen Potentialwert auf der Kugel einzustellen, braucht man nur
das CouLoMB-Potential einer entsprechenden Scheinladung im Kugelmittelpunkt
hinzuzufiigen.

1.2.4 Allgemeine Theorie der Kapazitit

Superpositionsprinzip: Es sei wieder das in 1.2.2 formulierte Grundproblem be-
trachtet, wobei jetzt speziell

p=0 innerhalb V, &,(c0)=0 (1.14)

Version vom 26. Marz 2009

"Die Losung fiir allgemeinere Ladungsverteilungen ergibt sich durch einfache Uberlagerung; vgl.
Abschn. 1.3.3.
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angenommen sei. Dann gilt offensichtlich:

D 4(r) Losung zu @4 (r) = $ 4, auf G fiir alle 7,
®p(r) Losung zu $p(r) = ®p,; auf G/ fiir alle

Do(r) o D 4(r) + ®p(r) Losung zu:

—
Oo(r) = Pa; + Pp,; auf G fiir alle i.

Entsprechend gilt fiir die Uberlagerung mehrerer Losungen zu unterschiedlichen Lei-
terpotentialen.

Kapazititen und Influenzkoeffizienten eines Leitersystems: Sei n die Zahl
der Gebiete G/: i = 1,...,n. Dann seien — immer unter der Voraussetzung (1.14) —
entsprechend n Félle betrachtet:

- @ auf g,
Fall j: @,(r)= { 0  auf allen iibrigen G; .

Mit den Definitionen

<I)(j)(r) def Losung von Fall j ,
i & Gesamtladung auf G im Fall j

folgt dann
qij = Cij(Dj s (115)

wobei die C;; von ®; unabhingige Konstanten sind.
Mehrfache Anwendung des Superpositionsprinzips zeigt, daf3

O(r) = Z ) (r)

Losung von

Fall0: @,(r)=®;auf G firi=1,....n

ist. Mit
7 2 Gesamtladung auf dG; im Fall 0

folgt dann aus (1.10)
4 = Z ij
j=1

und daraus mit (1.15):

g =Y Ciy®;. (1.16)
j=1
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Die sog. Kapazititen C;; und Influenzkoeffizienten C;; (i # j) hdngen nur von
der Geometrie des Leitersystems ab! Ihre Berechnung ist i.a. schwer, ihre Messung
dagegen leicht. Die Influenzkoeffizienten lassen sich z.B. folgendermafien bestim-
men:

1. Schritt: Potentiale ®d,; auf G, (v = 1,...,n) einstellen, ballistisches Galvano-
meter zwischen G/ und Erde.

2. Schritt: G} erden und am Galvanometerausschlag g;; ablesen.

3. Schritt:  Cy; aus (1.15) entnehmen.

Wie wir sehen werden, sind diese Koeffizienten jedoch nicht unabhéngig voneinander,
miissen also nicht alle gemessen werden.

GREENsches Reziprozititstheorem:
Es sei wieder der o.a. Fall 0 betrachtet. Zusétzlich sei ®'(r) eine Losung von

Fall 0': @'(r) =@, auf G firi=1,...,n
Mit der entsprechenden Definition
¢, % Gesamtladung auf 0G! im Fall 0’

folgt dann

und somit nach (1.11):

S = Z Joc o1(x') dS, z] it Joo, B 20 S, V€]
)U]
471'50 Zz_y faG’ f@G’ Ir/ dS dS

Damit ergibt sich unmittelbar das GREENsche Reziprozititstheorem:

Z C_I,/‘(I)i = Z Qiq); .

Symmetrie der Influenzkoeffizienten: Sei jetzt ein Indexpaar ¢, j fest ausgewéhlt.

Mit
Podi firv=1,...,n
(Doéj,j

def
o, =

@/

v

def



1.2. GRUNDPROBLEM DER ELEKTROSTATIK IDEALER LEITER 19

folgt dann
(I%Cij = Zy# C'I,#(ID,,CI)L
/
_ o,
176 >
J— /
Re;pr. ZV qu)y
= Cyu®,P,
(116) sz,u B
= 0y
und somit:

Spezialfall zweier Leiter: Im Falle n = 2 folgt aus (1.16)

@ = Ci (P — Do) +(Chy + Ch2)Ps,
—————

Ag

@ = Co1 (D1 — Pg) +(Co + Cog) Py .
—_——

dngth

Im Falle vollstindiger Influenz
Cih=—Cxn
bei festem @, folgt dann mit (1.17)

Aql = —AQQ = C (q)l — (I)g) s
—_——
def
= Uj2 Spannung

wobei:
oY Cyp = —Cy Kapazitdit
= —Cho #+Cy

> 0.

Beispiel fiir vollstandige Influenz (Kondensator):

Wenn G] ganz von G umschlossen ist, dann stimmt nach dem GAusSschen Ge-
setz die Ladung Age auf dem inneren Teil von 0G) mit dem —1-fachen der Ladung
Agq auf 0G! tiberein.

Ein Beispiel ohne vollsténdige Induktion (eigentlich die Regel) ist die in Ab-
schn. 1.15 behandelte leitende Kugel gegeniiber einem geladenen punktformigen
‘Leiter’.
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1.3 Allgemeinere Randwertprobleme!'”

1.3.1 DiricHLETsche und NEUMANNsche Randbedingungen

Gegeben:

(i) ‘verniinftiges’, endliches, abgeschlossenes Gebiet G ,

(ii) disjunkte Oberflaichen O, Oy mit O; U Oy = 9G ,

)
)

(iii) @(r) auf Oy (DIRICHLETSche Bedingung),

(iv) n(r) - grad ®(r) auf'®* Oy (NEUMANNsche Bedingung),
)

(v

Gesucht: Fortsetzung von ®(r) auf ganz G als Lésung von

p(r), hinreichend gutartig, innerhalb G .

Ad(r) = —@

(vgl. (1.8)).
Das so formulierte Randwertproblem bezeichnet man als

DIRICHLETsches Problem, falls Oy =10,
NEUMANNSsches Problem, falls O, =0,
Gemischtes Problem, falls Oy # 0 # Oy .

Version vom 26. Marz 2009

12Die Abschnitte 1.3 und 1.4 werden erst im AnschluB an Kapitel 2 besprochen.
13Mit n(r) bezeichnent wir immer die Flichennormale am Punkt r
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Beispiel:
Gegeben:

(i) Diinne, ideal leitende Scheibe mit Radius R um den Ursprung in der z-y-Ebene
innerhalb einer ideal leitenden, geerdeten Hohlkugel um den Ursprung mit Innen-
radius I,

(ii) p(r) =0 im Inneren des Hohlraums auflerhalb der Scheibe,
(i) @(r) = Py auf der Scheibe,

Gesucht:  Das auf dem Mantel verschwindende elektrostatische Potential ®(r) innerhalb

G={reR®: z>0,[r|<I}.

Erlduterung: Geméf (ii) muf
A®(r)=0 Vreg

gelten. (iii) und

®(r) =0, falls |r| =1,
stellen DIRICHLETsche Bedingungen auf einem Teil von 0G dar, wihrend auf dem rest-
lichen Teil von 0G aus Symmetriegriinden die spezielle NEUMANNschen Bedingung

z=0

22 +y? € [R,]] } = n(r) - grad ®(r) =0

erfiillt sein mufl. So betrachtet, liegt also ein gemischtes Problem vor.'*

Die Eindeutigkeit der Losung — zumindest bis auf eine additive Konstante — folgt
wie in Abschn. 1.2.2. Die Existenz der Losung (vgl. (Morse und Feshbach, 1953))
kann i.a. gezeigt werden, sofern die Vorgaben konsistent sind.'®

Man beachte, daf} in der allgemeinen Formulierung des Randwertproblems Kon-
stanz von ® auf O; nicht vorausgesetzt wurde!

1.3.2 Formale Losung der Randwertprobleme mithilfe von
GREENschen Funktionen

Indem man von der 1. GREENschen Identitét (1.12) die Gleichung subtrahiert, die
sich daraus durch Vertauschung von f und ¢ ergibt, erhdlt man die sog.
2. GREENsche Identitdt

[ (1012900 — 912 @) Ve = [ (F0)V90x) ~ 9(6) V1) a8 (118)
g oG
Version vom 26. Marz 2009
Die Losung fiir I — oo ist z.B. in (Landau und Lifschitz, 1967, Aufg. 1 zu §4) gegeben.
157 B. diirfen im Falle Oy = G die NEUMANNschen Bedingungen nicht dem GAaussschen Gesetz
widersprechen.
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Man 16st daher das in 1.3.1 formulierte Randwertproblem i.a. mithilfe der entspre-
chenden GREENschen Funktion G(r,r’), die durch folgende Bedingungen charak-
terisiert ist:'0

(i) G(r,x') = e r,‘—i—H(r r'),
H beliebig differenzierbar firr € G, r' € G,

(ii

(iii

) ApH(r,v)=0firreg,r eg,
) G(r,v')=0firreg,r € Oy,
(iv) n(r') - Vo G(r,r') = const. firr € G, v’ € O,.

Da namlich mit

1 def
v —r'|

—A4md(r — 1) (1.19)

r

die GREENschen Identitdten (fiir hinreichend gutartiges f) auch auf

g(r') = G(r,r')
fiir r € G anwendbar sind,'” folgt zusammen mit f = ® aus (1.18) und (1.8):
—47r<1>( + 7 Jg Gr,x)p(x) Vi
= fag r/G(I‘ I' dSr/ fag r/(I)( ) dSr/

und daraus als allgemeine Losung des Randwertproblems — falls iiberhaupt eine
Losung existiert:

1
vr) = iy [ G+ o [ G Vea() s,
1 : const.
L seywvoGe ) -ds, — O(r') |dSy| .
=/ (r'YVuG(r,r) - dS, . /02 (r') |dSy|

(1.20)
Die fiir Oy # () zunéchst unbekannte Konstante f02 O(r') |dSy| ist entsprechend
anzupassern.
Im Falle 0G = O, sieht man leicht, dal mit (1.20) durch die Greensche Funktion
— die iibrigens von der genaueren Spezifizierung der Randwerte unabhéngig ist —
tatsdchlich eine Losung des Randwertproblems gegeben ist.

Version vom 26. Miarz 2009

6Wie allgemein iiblich, bezeichnen wir mit G das Imnere von G :

def

G =G\0g.

Fiir 2-dimensionale Probleme (Translationsinvarianz in orthogonaler Richtung) ist ﬁ durch
In |r — 1| zu ersetzen (Ubungsaufgabe 21).

1"Mithilfe von (1.8)/(1.5) sieht man das leicht, indem man zun#chst =7 durch f |r r,,‘ ) AV,
mit glattem J. ersetzt und den Grenziibergang d. — § betrachtet.

'
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1.3.3 Beispiel: Auleres DIRICHLET-Problem der Kugel

Speziell fiir den Fall
G = {reR®:|r| >R},
02 — @7 dh Ol ag

lauten die Bedingungen an die GREENsche Funktion:'®

G(r,r') = — 1P,M—H(r r’)

= 0 fir |r| > R=|r],
AyH(r,r') = 0 fir |r] >R <] .

Nach (1.2.3) — mit r statt r; und r’ statt r — sind diese Bedingungen fiir

1 R/t

Cr) = T T W R/

erfiillt."? )
Auswertung von (1.20): Ubungsvorschlag; vgl. (Jackson, 1975, Sect. 2.7).

1.4 Reihenentwicklungen

1.4.1 Entwicklung in Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten 7, ¢, ¢ — deren (normierte, dimensionslose) Tangenten wie
iiblich mit e, , ey, e, bezeichnet seien, erkennt man aus der Idendifizierung von
e - grad @ als Ableitung von ® in Richtung e (siche Anhang) leicht:*

0 170 1 0
gradq)—(ECI)) e + — <819<I)> +rsinz9 (%q))ew.

Version vom 26. Miarz 2009
180bwohl G hier nicht endlich ist, lassen sich alle vorhergehenden Uberlegungen ohne weiteres
auf den vorliegenden Fall iibertragen.
9Man beachte die aus

R/ |r|
v’ — (R/ [r])?r ‘ \/|r| |r’| —9R2y .1+ R%

folgende Symmetrie G(r,r') = G(r', r) der GREENschen Funktion, die fiir das DIRICHLETsche
Problem generell gegeben ist (vgl. (Gerlich, 1993, Seite 34 unten)).

20Die Kugelkoordinaten sind naturhch nicht global anwendbar. Das spiegelt sich in Scheinsingu-
laritéiten wieder, die in den nachfolgenden Formeln auftreten.
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def
r=I|x|=R, n=e,.

Mithilfe der koordinatenunabhéngigen Definition der Divergenz und mithilfe des
Mittelwertsatzes fiir Oberflachenintegrale sowie des Mittelwertsatzes der Differenti-
alrechnung erkennt man auflerdem fiir hinreichend gutartige Vektorfelder

1=7"e. + ey + )%e,

leicht:
1 0 1 0

7 sin v 09 <Sml9‘7 ) a5

rsind dyp
Daraus folgt fiir denLAPLACE-Operator A = div grad in Kugelkoordinaten

10 (,0 10 0 1 0\’
Aq}zﬁar( arq))+r2$in19% (Smﬁ&? >+r2sin219<%) %

was sich auch in der Form

9, (9 0 0 1 0 def
2 _ g2 =
rA = ar 8{’(1 ¢ )8§ 1—820p2" § = cosV (121)

schreiben 148t.%!

Kugel- und Kugelflichenfunktionen (vgl. (Magnus und Oberhettinger, 1919))
Die sog. zugeordneten LEGENDRE-Polynome (Kugelfunktionen 2.Art)*

P%)ﬁ(_”mu—é)m/?d+ (21, 1=010  me—l—+1,... +]
O = T aetn =01 sm=~l~l+1,..,

[N
-

Version vom 26. Marz 2009
HWegen 2 = —sinﬁa% , sin?9=1-¢2.

2D p P bezeichnet man als LEGENDRE-Polynome (Kugelfunktionen 1. Art).




1.4. REIHENENTWICKLUNGEN 25

erfiillen die sog. verallgemeinerte LEGENDREsche Differentialgleichung?
d dP™(€) m?
— (1 -¢)—L=>=2 I(1+1) — P& =0.
e (- 1 (v n - 75 ) e

Nach (1.21) erfiillen daher die Kugelflachenfunktionen

def 2l+1(l—m)! m im
Yim(9, ) = \/ ym (l+m)!Pl (cos¥)e™?

die Differentialgleichung
r2AY (9, @) + 1+ 1)Yim (0, ) = 0. (1.22)

AuBlerdem gelten
Yiem(9,9) = (=1)"Y, (0, 0)
die Orthonormalititsrelation

27 T
[ o [ sind a0 (0,009, 9) =
0 0

und das Additionstheorem

+1

> Y@ ) Yim (9, ).

m=—

A7
20+ 1

By (cos Z(0', ¢'), (0, ¢)) =

Entwicklungssatz: Sei g(1J, ¢) eine hinsichtlich dQ2 = sin ¥ dd dp quadratintegrable
Funktion. Dann gilt fiir geeignete Koeffizienten ay,, :

N
>y Qi Yim(9,9) — (0, ) im L*-Mittel (bzgl. d€2).

=0 m=-I

Konvergenz im L*-Mittel meint hier:

Zu jedem C' > 0 existiert eine Nullfolge e , die der Bedingung

N
|/th19<p ( (¥, ) — ZZalmzmﬁso>

=0 m=—1

< €N

fiir alle stetigen h mit
/ dQ |h)* < C

geniigt.?*

Version vom 26. Miarz 2009
%Die Legendresche Differentialgleichung ergibt sich im Spezialfall m = 0.
24Djes ist zwar nicht die {ibliche, aber eine zweckméBige diquivalente Definition fiir Konvergenz
im L?-Mittel.
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Losungen der LAPLACE-Gleichung: Falls ®(r, ¢, ) fiir festes r > 0 hinsichtlich
dQ2 quadratintegrabel ist, dann existieren aj,,(r) mit

D @ (r)Yim(0, ) — B(r,9, ) im Mittel.

Im

Aus der Orthonormalitétsrelation folgt dafiir

() = / AQ Y} (9, 0)B(r, 0, ).

Falls & der LAPLACE—GleiChung AP = 0 geniigt folgt daraus wegen

+1 ) +1
[ HOg - e ds= [ e 50 - s
mit (1.21)
0 = [dQYi(0,9)2r? (L@(r,d,¢)) + [dQO(r, 9, 0)r? AY;: (9, ¢)
130, oo~ D) am(r
und somit

U (1) = Ayt 4 Bppr ™1

Resultat:?°

o0

AP =0 = D(r,v,p) ZZ AzmT + Binr™ _)Yim(ﬁa@

=0 m=—I
(Konvergenz im L2-Mittel fiir festes r > 0),

wobei: Ayt + Bpr 1 = /dQ Y (9, 0)®(r, 9, ) .

(1.23)
Vorteil:

Die Ay, By, lassen sich oft relativ leicht aus Randbedingungen bestimmen. Da-
bei geniigt z.B. die Kenntnis von ®(r, 1, ¢) fiir einen festen r-Wert, wenn ¢ im
Unendlichen gleichméBig (hins. 9, ¢) gegen Null konvergiert, weil dann alle Ay, Null
sein miissen. Entsprechend miissen alle By, Null sein, wenn ®(e, 9, ¢) fiir € — 0 im
Mittel gegen eine (hins. dQ2) quadratintegrable Funktion konvergiert.?®

Oft sind die stetig von ¥ und ¢ abhéngigen Entwicklungkoeffizienten der Ent-
wicklung (1.23) von ®(r, 9, ) nach Potenzen von r an der Stelle ¥ = 0 bekannt.
Dann ergeben sich daraus alle A;,, und By, durch Koeffizientenvergleich. Ein wich-
tiges Beispiel dafiir behandelt der nichste Abschnitt.

Abschlieflende Bemerkung: Falls ® nur in bestimmten r-Intervallen der LAPLACE-
Gleichung geniigt, gilt (1.23) natiirlich immer noch fiir diese Bereiche.

Version vom 26. Marz 2009
%Bzgl. einer Anwendung in der Magnetostatik magnetisierbarer Materie siche Abschnitt 4.2.3.
26Damit ist noch einmal gezeigt, daf eine Losung der LAPLACE-Gleichung nur dann im Unend-

lichen gleichférmig gegen Null konvergieren kann, wenn sie konstant Null ist.




1.4. REIHENENTWICKLUNGEN 27

1.4.2 Multipolentwicklung einer beliebig differenzierbaren
endlich ausgedehnten Ladungsverteilung

Entwicklung von 1/ |r — ro| : Fiir festes ry verhilt sich das Skalarfeld 1/ |r — rg|
in den disjunkten Bereichen r > ry und 0 < r < 7y ‘verniinftig’ und erfiillt dort
die LAPLACE-Gleichung. Somit gilt (1.23) fiir 0 < r # ro. Wenn wir die Polarachse
in Richtung von r( legen, folgt also aufgrund der Rotationssymmetrie bzgl. dieser
Achse:

o

1
lr — 1ol

(Alrl + Blr’lfl) Py(cos).
1=0
Mit
P(1)=1 (n. Additivitétsth. u. Orthonormalitétsrel.)
folgt daraus offensichtlich

[e.9]

=> (Art+Bpr 1) fir 9 =0.
=0

1
|r — 1o

Andererseits gilt fiir ¥ = 0 und r # rg :

11 11 1 oa (e
|I' — I‘0| N |’l“ — T'Ol rs 1-— i geom. Relhe rs —o rs '
Durch Koeffizientenvergleich folgt somit schliefSlich:

_ |
gi;gl }fiirr>7’0, gi;6> }fi’lrr<r0.
<

Aufgrund des Additionstheorems haben wir somit das Resultat:*”

1 T<
= () Aee

">
00 l
= YE (@, ) Yim(9, 1.24
7">12222l+1< > l,m( 750)1 ( 90) ( )
gilt (Konvergenz im L2-Mittel als Funktion von v, gp’ ) fiir r # r'mit :

re L hin {r,r'} | r L hax {r,7'} , 9 def Zr,

Multipolentwicklung: Sei nun p(r) eine beliebig differenzierbare Ladungsvertei-
lung mit
p(r)=0 firr>R.

Version vom 26. Marz 2009
2TEs 1Bt sich sogar zeigen, dafl die Konvergenz in (1.24) punktweise, absolut und gleichmiflig
in jedem Gebiet mit :—i <1 — e gilt.
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Dann gilt fiir das zugehérige CouLOMB-Potential ®,(r) die Multipol- Entwicklung
O, (r)=> P(r) firr>R
1=0

(punktweise Konvergenz) mit den 2!'-Pol-Termen

or) ¥

yr r = [ Py (cos Zr,v') p(r') AV
roflfl l
% 2011 :_n:—l QmYim (0, )

und den Multipol-Momenten

G & / Vi (0,0 r" p(r') dVi .

Speziell fiir [ = 0 ergibt sich mit Fy = 1 der Monopol-Term

Do(r) = — / o) dVis

Ameqr

Gesamtladung

Speziell fiir [ = 1 ergibt sich mit P;(§) = £ der Dipol-Term

1
- ——
dmeyr

(1) / r’cos(Lr, ") p(r') AV

und damit das Dipol-Potential
r-P

Ameprs

Dy (r)

mit dem Dipol-Moment
pY /r'p(r/) dVpr .

Beispiel: Fiir die spezielle Ladungsverteilung®®p(r) = ¢d(r — 1/2) — ¢d(r +1/2) gilt

(q) -r

Qo(r) =0, ®u(r) =773,
0

sowie

O,(r) — &(r) furl—0.

gl=const.
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Speziell fiir [ = 2 ergibt sich mit P(§) = 3522_1 der Quadrupol-Term

1 3cos*(Zr,r') —1
®lr) = / 2 o) v
1
= ——Q(r,r
8meg, |r’|5Q< )

mit dem Quadrupoltensor

Q(ry,rs) € / (3(ry - ¥')(ra - ') — (¢ ') (ry - 12)) plr') dVir .

Beispiel: Fiir die spezielle Ladungsverteilung p(r) = ¢d(r —1/2) + ¢d(r +1/2) — 2¢6(r)
(gestreckter Quadrupol) gilt

~ql* 3cos?(/r1) -1
- 8mehrd 2

@O(I‘) = <I>1(r) = 0 ; @2(1‘)

)

sowie

O,(r) — Po(r) firl—0.
gll=const.

1.4.3 Abschlielende Bemerkungenx

Andere Reihenentwicklungen: 7Z.B. Entwicklung mit Zylinderfunktionen in Zy-
linderkoordinaten.

Hinlinglichkeit der Konvergenz im L2-Mittel: Punktweise Konvergenz 148t
sich notfalls durch makroskopische Glattung erreichen (vgl. Abschn. 2.2.2).

Version vom 26. Marz 2009
28Gtreng genommen miilte man die 5-Funktion durch geeignete Glockenfunktionen approxi-

mieren.
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Kapitel 2

MAXWELLsche Gleichungen fiir das
Vakuum

2.1 Die magnetische Kraftflu3dichte

2.1.1 Festlegung von B

In der Regel geht es in der klassischen Elektrodynamik darum, das elektrische
Feld' E(r,t) und die magnetische Kraftfluf3dichte B(r,t) zu vorgegebenen
p(r,t),7(r, t) zu bestimmen.? Die Bedeutung der Felder E(r,t), B(r,t) liegt dabei in
der als exakt angesehenen Gleichung

f(r,t) = p(r,t)E(r,t) + <3(r,t) x B(r,t) (2.1)

fiir die sog. LORENTZ-Kraftdichte:

Gesamtkraft auf die felderzeugenden | £(r,t) dV,
Ladungen innerhalb G zur Zeit ¢ N G ’ T

Die willkiirliche Konstante ¢ in (2.1) hingt vom MaBsystem ab.? In der Praxis testet
man die elektromagnetischen Felder aus durch die Kraft F(r, ), die sie auf eine mit
der Geschwindigkeit v bewegten Probeladung gp,ope ausiiben. Sie ist geméf (2.1)
niherungsweise durch

F(I’, t) ~ QProbeE(ra t) + QProbe%’V X B(I‘, t) (22)

gegeben.?

Version vom 26. Marz 2009
'Der elektrostatische Fall E(r,t) = E(r) wurde bereits in Kapitel 1.1 behandelt.
2Mitunter ist allerdings nur ein Teil der Strom-Ladungs-Verteilung explizit gegeben, der Rest
nur implizit durch Material-‘Konstanten’ und Randbedingungen; vgl. Kap. 4.

37.B. wihlt man ¢ = ¢ & Vakuumlichtgeschw. im praktischen Maflsystem, dagegen ¢’ = 1 im
Gaussschen Mafisystem.

4Nur im (unrealisierbaren) Limes gprope — 0 liefert (2.2) den Quotienten F(r,t)/qprobe €x-
akt. Fiir endliches gprone 148t (2.2) die davon ausgehenden Zusatzfelder mit ihrer — bei starker

31
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2.1.2 Unverstandlichkeit der LORENTZ-Kraft vom nichtrela-
tivistischen Standpunkt aus

Allgemein gilt:

(i) Kraft einer (fiir alle Zeiten) ruhenden Punktladung ¢ am Ort ry auf eine
Punktladung ¢; am Ort r; in gleichférmigem Bewegungszustand:

L e
drefy [ry — 1|3
Vom nichtrelativistischen Standpunkt aus gesehen miifite auch gelten:

11 1e Kraft aus (1) gilt auch fir den Fall, dab sich die felderzeugende Ladung
ii) Die Kraf i) gil h fiir den Fall, dafl sich die feld de Lad
(fiir alle Zeiten) im Zustand gleichférmiger Bewegung befindet.

Aufgrund der Additivitat von Kréften also:

Nach (i) und (ii) konnte ein elektrostatisch neutraler Strom keine Kraft
auf eine bewegte Probeladung ausiiben.

(ii) steht somit im Widerspruch zur experimentellen Erfahrung (LORENTZ-Kraft)!

2.1.3 Relativistischer Ursprung von B
Hypothese:®

Stationidre Ladungs-Strom-Verteilungen iiben auf eine ruhende Pro-
beladung Kréfte aus, die sich nach den Gesetzen der Elektrostatik be-
rechnen.

Problem: Gegeben seien

(i) eine stationire Ladungs-Strom-Verteilung der Form

firreR
— 0 s — { jew )
P 3(r) 0 sonst

wobei R & {r e R3: 42+ 22 < R?} , und

(ii) eine Probeladung ¢ am Ort r mit der Geschwindigkeit v = ve, .

Version vom 26. Miarz 2009
Beschleunigung durchaus erheblichen — sog. Strahlungsreaktion unberiicksichtigt.
5Fiir die MAXWELLsche Theorie ist diese Hypothese giiltig.
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Abb. 2.1: E-Feld eines ‘neutralen’ Stromes im bewegten Bezugssystem.

Man bestimme relativistisch die Kraft F , die die im Mittel als neutral angenom-
mene Ladung der stromfiihrenden Rohre R auf die Probeladung ausiibt.

Anwendung der Hypothese: Die Vierer-Stromdichte (cp,j) transformiert
sich gem. Relativitdtstheorie wie (ct, r) (siehe Anhang A.2). Durch spezielle LORENTZ-
Transformation ergibt sich also nach Gleichung (A.2) fiir (¢p, ) = (0,2) :

/- _uv
o= =2
B { Ladungsdichte innerhalb R | gesehen

im Ruhesystem der Probeladung,

wobei ot
30 1)/ T= (]
Da nach dem GAUssschen Gesetz geméfl Abbildung 2.1
1 1
2m v’ 1| [E' ()| AL = —qar = S p'mR*AL
€0 €0

gilt, folgt somit"
1 v 2J
drel v/ | |

[E'(x)] =

9l
wobei:
J = 7R%
B Strom durch beliebigen Querschnitt von R
N im urspriinglichen Koordinatensystem .

Die Richtung von E’ stimmt mit derjenigen von v x (7 x r’) iiberein. Die Kraft F'(r’)
auf die Probeladung ¢p,ope in ihrem Ruhesystem ist also

1 2T xr

Amehed |/ |

F'(r') = F (r') = 7,¢%v X

Version vom 26. Miarz 2009

SWir folgen der iiblichen Gewohnheit, L-Vektoren mitunter als L’-Vektoren aufzufassen, indem
wir die Komponenten des betr. L-Vektors auf die Basis von L’ bezichen. Entsprechendes gilt
fiir die Interpretation von L’-vektoren als L-Vektoren. Das geht natiirlich nur gut, solange die
Koordinatensysteme von L und L’ entsprechend korreliert sind.
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Aufgrund des Transformationsverhaltens der Kraft haben wir somit

F(r) = ¢2v x B(r)|

mit .
1 2Jxr 1 2Jxr
! il 2 !l 2

dregec v | drepec v/ |

B(r) £

fiir den Spezialfall v ~ 3 bewiesen — im Einklang mit (2.2) und der MAXWELLschen

Gleichung
. o~ odef 1
rotB=jiog, f[o= 57, (2.3)
€yce
der Magnetostatik im Vakuum (siehe Kapitel 3; insbes. Definition der Stromeinheit
Ampere) .

Anschaulich ist dieser Effekt so zu verstehen, dafl aufgrund der geschwindigkeits-
abhéngigen LORENTZ-Kontraktion ein im Labor neutraler Strom im Ruhesystem
der Probeladung nicht mehr neutral erscheint und daher eine elektrostatische Kraft
ausiibt.

2.2 Aufstellung der Gleichungen

2.2.1 Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes in
LORENTZ-invarianter Form

Fafit man die elektromagnetischen Felder zum sog. Feldstdrke-Tensor

po .. gy [ O B 3B, iR,
(Fr) = : : def | +5E: 0 —-B. +B, 2.4
F30 . F33 cll y P .
zusammen, dann 148t sich (2.1) zusammen mit der Gleichung

fOr,t) = %](r, t)-E(r,t).

fiir die durch

Gesamtleistung an den felderzeugenden | 0
Ladungen innerhalb G zur Zeit ¢ } o / c [ (r,t)dV;

charakterisierte — von B unabhiingige — Leistungsdichte ¢ f°(r,t) in der Form’

frr,t) = S B, (x, )" (x, 1) (2.5)

Version vom 26. Marz 2009
"Das Herauf- und Herunterziehen von Indizes ist stets im Sinne der Regel

0 Sy —
AV:{+A falls v = 0

—AY fallsv=1,2,3

zu verstehen.
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schreiben, wobei

def

folrt), fi(r,t) = fu(r,t) usw. (2.6)
die sog. Vierer-Kraftdichte und
P, ) L epr,t), e, t) € ja(r,t) usw. (2.7)

die Vierer-Stromdichte bezeichnet. Hieraus erkennt man, dafi (2.4) ein (antisymme-
trischer) kontravarianter LORENTZ-Tensor 2. Stufe sein muf}; d.h. dafl bei Bezugs-
systemwechsel

ct ct/ A0 LAY ct
x x 0 ’ x
P Rl IV Bl O : y (2.8)
z 2! AF e A z
gilt:®
Fre (e t) — FrY (e 1) = AW A FP(r,t) . (2.9)

Dann ist aber auch?

0 +B, +B, +B.
-B, 0 +iE. -1E,
-B, —iE, 0 +iE,
-B., +iB, -iE, 0

v def 1

G = 26“”aﬂFaﬂ = (2.10)

ein solcher Tensor. Wenn nun — wie wir im folgenden annehmen — die Gleichungen
1
divE,(r) = —p(r); divB(r) =0
€o

in jedem Inertialsystem gelten, dann ist das dquivalent zur Giltigkeit der sog.
MaxweLLschen Gleichungen

0. " (x,1) = fio 1 (T ) (2.11)
und
0,G (x,) = 0, (2.12)
wobei 189 8 8 8
def
(80a s 783) - (E&) %7 a_ya a_y) .

Version vom 26. Marz 2009
8Wir benutzen die EINSTEINsche Summenkonvention.
9Wie allgemein {iblich, bezeichnen wir mit e den total antisymmetrischen Tensor

—1 falls (u, v, @, 8) ungerade Permutation von (0,1,2,3),

ot { +1  falls (p,v, «, 8) gerade Permutation von (0,1,2,3),
Cuvap =
0 sonst.

Man beachte die ‘Dualitit’ (F*Y = G*) = (%E = —B) .
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2.2.2 Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes in
iiblicher Form

Direkte Auswertung von (2.11) zeigt die Aquivalenz zu den beiden Gleichungen:

rot B = fig (GB%E —l—g) : (2.13)
) 1

divE = —p. (2.14)
€0

Entsprechend ist (2.12) dquivalent zu den beiden Gleichungen:

B, (2.15)

0

ot
(2.16)

(2.13)—(2.16) sind die MAXWELLschen Gleichungen ‘in iiblicher Form’.

Da die MAXWELLschen Gleichungen linear sind, kann man aus makroskopischer
Sicht alle Felder als beliebig differenzierbar voraussetzen. Denn wenn E,, B, Losung
ZU py, I ist, dann ergibt sich — bei hinreichend gutartiger A-Abhéngigkeit — durch
Wichtung mit einer reellwerigen Funktion g()\) wieder eine Losung [ g(A\)E, d\,
JgN)BydA zu [ g(A)padA, [ g(A)grdX. Durch geeignete, makroskopisch unmerk-
liche, Mittelung!'® 18t sich also stets beliebige Differenzierbarkeit einrichten.'® Mit-

telung iiber die Zeit begriindet iibrigens die physikalische Relevanz der Untersuchung
zeitunabhéangiger Strom-Ladungs-Verteilungen.

rotE = —<

Transformationsverhalten der Felder: Der Ubergang zu einem Bezugssystem,
daB sich mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt, wird durch eine spezielle
LORENTZ-Transformation, d.h. durch (2.8) mit der speziellen Matrix

Ag' Ag' Yo _%’Yv 00
. . . _gfy'u f}/y O 0
- o 0 0 10
Ag A 0 0 01

beschrieben. Der geméafl (2.9) transformierte Feldstirke-Tensor wird analog (2.4)

Version vom 26. Marz 2009

10Es scheint wohl grundsitzlich so zu sein, da sich makroskopische Gesetze nur auf solche
‘mikroskopisch giiltigen” Gesetze in naheliegender Weise zuriickfiihren lassen, die stabil bzgl. Mit-
telwertbildung und in diesem Sinne linear sind. Das mag wohl auch der Grund dafiir sein, dal man
fiir die Elementarteilchen bislang nur die lineare Quantenmechanik zur Verfiigung hat.

1Die Maxwellschen Gleichungen machen aber auch fiir verallgemeinerte Funktionen (Distribu-
tionen) Sinn.
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interpretiert, wobei:

EL(x' 1) = E,(r,1), B!, (r',t') = B,(r,t),
, v
E;J,(r/,t/) =Y (Ey(r, t) — SvB,(r, t)) , B;,(r’,t/) =" (By(r, t) — ;Ez(r,t)> ,

/ v
EL( ) = 7 (Ba(r,t) — 20B,(r,1)) , BL(,t) =7, (Bz(r,t) - —B,r, t)) .

Vom rédumlichen Koordinatensystem unabhéngig ausgedriickt, transformiert sich al-
so das elektromagnetische Feld gemaf:

E/H(I‘/, tl) = EH(I',t) s B/H(I'/,t/) = B”(I',t) s

E () = (El(r,t) + %V X BJ_(I‘,t)) , (2.17)
A%

B/L(I'/, t/) = T (Bl(r, t) — E X El(r, t)) .

Anmerkung: Hier bezeichnet | die Komponente des jeweiligen Vektors parallel zur
Bewegungsrichtung und | entsprechend die Komponente senkrecht dazu; vgl. Abschn.
2.1.2 von (Liicke, ein).

Daraus ergibt sich in nichtrelativistischer Ndherung:

E (¢, 1) E,(r,t) + v x B, (r,1),

B (v, 1) Bi(r,t) — 5 xEL(r,1).
(2.17) zeigt, daB E und B nur verschiedene Aspekte einunddesselben Phénomens
sind, das man als elektromagnetisches Feld bezeichnet.

~
~
~
~

Einschrinkungen an die Vierer-Stromdichte: j*(r,¢) sei von nun ab in der
Regel beliebig differenzierbar vorausgesetzt. Auflerdem wird j*(r, ) in realistischen
Fillen stets endliche rdumliche Ausdehnung haben. Weiterhin mufl gemif3'?

0=cddivrotB = %div E + 1divy
(2.13) ‘o
_ 1 (0 :
(2—14) o (ap + le])
die Kontinuitdtsgleichung
0
ap(r, t)+divy(r,t) =0 (2.18)

gelten. Es sei daran erinnert (vgl. Abschn. 4.4.4 von (Liicke, ein)), dafi (2.18) nach
dem GAUSSschen Satz dquivalent zur Ladungserhaltung®®

d
— [ p(r,t)dV; + / g(r,t)-dS, =0

~~ N ~~ g
Gesamtladung in G Ladungsstrom durch 0G

ist.

Version vom 26. Miarz 2009
12Tn relativistischer Schreibweise lautet (2.18) 9,7” = 0 und folgt aufgrund der Antisymmetrie
von F* direkt aus (2.11).
13Mit Paarerzeugung und -vernichtung ist (2.18) aber durchaus vereinbar.
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2.3 Anwendung des Satzes von STOKES auf die
MAXWELLschen Gleichungen

2.3.1 FARADAYsches Induktionsgesetz

Bereits in Abschnitt 4.3.4 von (Liicke, cin) wurde gezeigt, dafl die (vektorielle) M AX-
WELLsche Gleichung (2.15) aufgrund des Satzes von STOKES &dquivalent zu dem
Induktionsgesetz

. d
/ E(I‘,t) -dr = —%& B(I‘,t) dSr
oS S
—_— ~ s
induzierte Spannung magn. KraftfluB durch S

fiir eine Leiterschleife lings des Randes S eines jeden festen (orientierten) Fléchen-
stiicks S ist. Allgemeiner lautet das FARADAY sche Induktionsgesetz'*

, o d
/8& (E(r,t) + <v(r,t) x B(r,t)) - dr = KT /St B(r,t)-dS, (2.19)

[\ J/ J/
g

induzierte Spannung magn. Kraftflufl durch S;

wobei jetzt das Flachenstiick S; zeitlich verénderlich sein darf und v(r,t) jeweils
die Geschwindigkeit desjenigen Leiterpunktes bezeichnet, der sich zur Zeit ¢ am
Ort r befindet. Es 148t sich ableiten, indem man zusétzlich zu (2.15) noch (2.16)
verwendet:

Offensichtlich ist nur noch'®

<% /StB(r,to)-dSr) :—/&Sto (v(r,t0) x B(r, 1)) - dr

lt=t¢

zu zeigen. Dazu wéhlen wir eine glatte, der Orientierung von 08, entsprechende,
Parametrisierung

0S8, = {r(s): s €[0,1)}
und bezeichnen jeweils mit r(s,t) die Bahnkurve des zum Parameter s gehori-

gen Leiterpunktes. Dann iiberstreicht die Leiterschleife wiahrend des Zeitintervalls
[to, to + At] das orientierte Fléchenstiick

AS ={r(s,t): s €[0,1), t € [to, to + At]}

(siche Abb. 2.2). Da B(r,t;) nach Voraussetzung quellfrei ist, verschwindet das

Version vom 26. Marz 2009
14Eine Anderung der Tangentialkomponente von v(r,t) (z.B. zur Angleichung an die Gewindig-
keit der Leitungselektronen) hétte hier keinen Einfluf.
5Wegen

d d d
& s, B(I‘,t) . dsr = (dt s, B(I‘7t) . dSr) + (dt s, B(r,to) . dsr)

t=tq |t=t0
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Abb. 2.2: Zeitlich versinderliche Leiterschleife'® lings 98,

Integral dieses Vektorfeldes iiber die geschlossene (orientierte) Oberfléche, die von
AS, S iar und —S8;, gebildet wird. Somit gilt tatsdchlich:

limacso 2 ([, . B(r, = Js, Blr.to) - S, )
= _hmAt—>+0 ALt fAS ) dS
to+AtL
- _hmAHO L ( B (x(s, t) to) - (2r(s,1) x 2x(s,1)) ds) dt
= —fo r(s, to tg) (&r(s,to) x fr(s,t),_,,) dt

-5 2 (r(s, tO) 0) X B(r(s),t0)) dt
fas ( ( )XB( 0)) -dr. [

2.3.2 Elektromagnetische Potentiale

Sei E(r,t),B(r,t) ein stetig differenzierbares elektromagnetisches Feld. Dann ist
B(r,t) gemiB (2.16) divergenzfrei und somit'”

1
A(r,t) = —/ sr x B(sr,t)ds
0

geméB Gl. (4.98) von (Liicke, ein) ein Vektorpotential von B(r,?) :

rot A(r,t) = B(r,1).

Version vom 26. Marz 2009
16Bei Bewegung in entgegengesetzter Richtung zeigen alle Flichennormalen ins Innere des Ge-
bietes.
1"Bzgl. der Vierer-Version

1
Au(x):/o sx"F,,(sx)ds

dieser sog. POINCARE-Konstruktion, die durch die Bedingung z# A, (z) = 0 (vollstindig kova-
riante Eichung) eindeutig charakterisiert ist, siehe (Okabayashi, 1984).
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Nach (2.15) ist somit
def

F(r,t) = E(r,t) + i%A(r,t)

rotationsfrei und folglich (vgl. Abschn. 4.2.3 u. Gl. (4.35) von (Liicke, ein))

O(r,t) = — /rF(r’,t) -dr’

ro

(fiir bel. festes rp) nach dem Satz von STOKES ein wohldefiniertes Skalarpotential
von F(r,t) :
F(r,t) = —grad ®(r,1).

Damit gilt also:

B(r,t) =rot A(r,t) | E(r,t) = —grad ®(r,t) — ‘i%A(r, t) (2.20)

Ganz allgemein bezeichnet man Felder &, A | fiir die (2.20) gilt, als elektromagne-
tische Potentiale.

Die elektromagnetischen Potentiale zu vorgegebenen E(r,t), B(r,t) sind durch
(2.20) nicht eindeutig festgelegt, da eine Eichtransformation

. .0
}_> P(et) £ @rt) <o f(rh) (2.21)
Al(r,t) o A(r,t) + grad f(r,t)

mit einem beliebigen (hinr. gutart.) Skalarfeld f(r,t) stets wieder auf Losungen von
(2.20) zu gleichen E(r,t),B(r,t) fithrt. Umgekehrt siecht man leicht, dafl je zwei
Losungen von (2.20) durch eine Eichtransformation (2.21) ineinander iibergefiihrt
werden konnen.

Diese Vielfalt der elektromagnetischen Potentiale wird gewohnlich durch ge-
eignete Eichkonventionen eingeschrankt. Beliebte Eichbedingungen sind z.B. die
CouLoMB-FEichung

divA(r,t) =0 (2.22)
oder die LORENTZ-FEichung
L9 get) + div A(r, 1) = 0 (2.23)
e ot varnh s =1 '

Durchfiihrbarkeit der Eichungen: Von einer beliebigen Losung @, A von (2.20)
gelangt man genau dann zur COULOMB-Eichung durch eine Eichtransformation
(2.21), wenn man fiir f eine Losung der inhomogenen LAPLACE-Gleichung

Af(r,t) = —div A(r,t)

Inhomogenitét
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withlt.'® Die Bezeichnung CoULOMB-Eichung hat ihren Grund darin, dafi aus
(2.22) und (2.20) mit der MAXWELLschen Gleichung (2.14)

AD(r,t) = —p(r. 1)

€0

folgt. Falls also die Normierung ®(co) = 0 moglich ist,' stimmt ®(r,¢) (fiir rium-
lich begrenzte Ladungsverteilungen) mit dem zugehorigen CouLoMB-Potential (1.6)
tiberein. Falls B(r,t) im Unendlichen hinreichend schnell abfillt, dann wissen wir
bereits (siehe Lemma 4.5.1 von (Liicke, ein)), dafl

Ar. 1) 1 / rotB(r,t)dVr/
R3

Y lr — /|

ein Vektorpotential ist, das der COULOMB-Bedingung geniigt, und zwar das einzige,
das im Unendlichen verschwindet.

Ausgehend von beliebigen ®, A erfiillen die geméf (2.21) transformierten Poten-

tiale ', A’ die LORENTZ-Bedingung, wenn f die inhomogene Wellengleichung
20

1 of 1 07
Of(r,t) = E%@(r,t) +divA(r,t), O o Lo A  Wellenoperator

~
Inhomogenitét

erfiillt. Mithilfe der retardierten (und der entsprechenden avancierten) Potentiale,
die in Abschnitt 4.1.1 eingefiihrt werden, 148t sich leicht zeigen, dafl ein solches f
immer existiert.

Wihrend die CouLoMB-Eichung mit der Zusatzbedingung des Verschwindens im
Unendlichen die elektromagenetischen Potentiale eindeutig festlegt, a3t die LORENTZ-
Eichung noch relativ viel Freiheit:

Die Eichtransformation (2.21) zerstort nicht die LORENTZ-Bedingung
(2.23), falls f die homogene Wellengleichung erfiillt. Wenn also bereits
die Potentiale ®, A die LORENTZ-Bedingung erfiillen, so auch die mit
solchem f eichtransformierten.?!

Version vom 26. Marz 2009

¥Eine solche Losung existiert immer, wie in (Liicke, 1995) gezeigt wurde.

9Tm Falle p = 0 spricht man dann von Strahlungseichung.

20Bzgl. der Konstruktion von Losungen der inhomogenen Wellengleichung mit hinreichend gut-
artiger rechter Seite (Inhomogenitdt) siche Abschn. 4.1.1.

21Eine einfache Losung der homogenen Wellengleichung [ f = 0 ist z.B.

f(r,t) _ /e—r@e_i(r/ct—r.r/)dVr/ .
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MaxweELLsche Gleichungen in Potentialform: Wegen
V(VxA)=0, Vx(VP)=0

(siehe Anhang) folgt umgekehrt unmittelbar, daf§ die Existenz elektromagnetischer
Potentiale (2.20) bereits die Giiltigkeit der homogenen® MAXWELLschen Glei-
chungen (2.15) und (2.16) garantiert. Also:*

MAXWELLsche Gleichungen <= (2.20) + (2.13) + (2.14) .

Andererseits folgt mit

def 1 A(r?) def
Al(r,t) = =d(r,t), A%(r,t) | = A(r, ) (2.24)
¢ A3(r, t)

(2.20) <= FM = rA” — 9V A
Mit

(213) + (2.14) <= B,F™ = figj”
(siehe Anfang von Abschn. 2.2.2) ergibt sich damit insgesamt:

D" A — 00, A = i j

+(2.20) (2.25)

MAXWELLsche Gleichungen <= {

Vorteile der LORENTZ-Konvention: In LORENTZ-Eichung vereinfacht sich die
rechte Seite von (2.25) zu den inhomogenen Wellengleichungen

O A (r,t) = fio " (r,1). (2.26)

Ein weiterer Vorteil der LORENTZ-Eichung besteht in ihrer LORENTZ-Kovarianz;
d.h. wenn man bei Bezugssystemwechsel

R A’,j,x”
A* wie einen kontravarianten Vierer-Vektor, also geméaf3
AP(r,t) — AF (x' 1)) = AW A¥(r, 1),
transformiert, dann bleibt dabei die LORENTZ-Bedingung erhalten.

Version vom 26. Miarz 2009
22Die Vierer-Stromdichte (cp, 7) wird als vorgegebene Inhomogenitiit des MAXWELLschen Diffe-
rentialgleichungssystems fiir E, B aufgefafit.
23Streng genommen, haben wir die Existenz der elektromagnetischen Potentiale aus den MAX-
WELLschen Gleichungen nur fiir hinreichend schnell im Unendlichen abfallende Felder gezeigt.
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2.4 Zusammenfassung

LorRENTZ-Kraftdichte:

f(r,t) = p(r,t)E(r,t) + <g(r,t) x B(r, 1)

c

LORENTZ-Boost zur Geschwindigkeit v :

IJH = Y (I‘H - %Ct) E/”(I‘/,t/) = EH(I‘, t) y B,H(I‘,,t,) = B”(I‘,t)
v, = r E (' t) = 7 (Ei(r,t)+<v x B(r,t))
o = q(et—¥r) | BL) = q(Bilrd) - xE@0)

MaxweLLsche Gleichungen:

divE(r,t) = %p(r,t) rot B(r,t) = [ip (eé%E(r,t}+g(r,t})
rot E(r,t) = —i%B(r,t) divB(r,t) = 0

Kontinuitatsgleichung:

0 .
ap(r,t} +divy(r,t) =0

Induktionsgesetz:

4 B(r,t) - dS,

Uind(t) - - dt s

oo

Elektromagnetische Potentiale:

’

B(r,t) =rot A(r,t) | E(r,t) = —grad ®(r,t) — < —A(r,?)

9
ot

CouroMB-Eichung hinreichend schnell abfallender Felder:

1 It 1 [1otB(r,t
O(r,t) = P Gy A /wdvr,

dwely ) |r—1/| e lr — /|

LORENTZ-Eichung
0, A" (r,t) =0

impliziert

MAaXWwWELLsche Gleichungen <= O A*(r,t) = jio j*(r, 1),
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wobei:

+0y furv=20 ’ Ddﬁfﬁual’,
—0, sonst




Kapitel 3

Magnetostatik

3.1 Grundlagen

Wie bereits erwiahnt, sind die MAXWELLschen Gleichungen linear. Wenn man also
eine partikuldre Losung Epat, Bpart von (2.13)—(2.16) bereits kennt, dann 148t sich
jede andere Losung E, B in der Form

E(I‘, t) - Epart(r7 t) + Efrei(r7 t) B(I‘, t) - Bpart(ra t) + Bfrei(ru t)

schreiben, wobei Eg.i, Brei €ine Losung der freien MAXWELLschen Gleichun-
gen, d.h. eine Losung von (2.13)—(2.16) zu p = 0, g3 = 0, ist. Im Falle zeitu-
nabhéngiger p,J (statische Ladungs- und stationére Strom-Verteilung) a8t sich
Epart, Bpart stets t-unabhéngig (statisches elektromagnetische Feld) wihlen:

Epart(rv t) = E(I‘) ) Bpart<r7 t) = B(I‘) )

wobei:

Die Gleichungen fiir das elektrische und das magnetische Feld entkoppeln auf diese
Weise also vollsténdig.

Wiéhrend sich die Elektrostatik mit (3.2) beschéftigt (vgl. Kap. 1), beschéftigt
sich die Magnetostatik mit (3.1). Dabei ist die erste der Gleichungen (3.1) natiirlich
nur im Falle divy = 0 losbar, was aber durch die Kontinuitédtsgleichung garantiert
ist.

3.1.1 BI1oT-SAVARTsches Gesetz

B-Feld zu vorgegenem j : Fiir realistische Stromdichten, also glatte Stromdichten
endlicherAusdehnung, kann man verlangen, da§ B(r) im Unendlichen (gleichméBig

45
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in allen Richtungen) verschwindet. Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis
(sieche Anhang) ist damit die physikalische Losung von (3.1) eindeutig festgelegt zu:!

B(r) = rot A(r), A(r)% L [TUBE) G ho [0 4 g

dn ] r—v] T @14r ) jr—r]

Gemal

rot [ |£(_r2| dVy = [V,x ‘{(‘;Z‘dv

= _fJ I'|r r’|d‘/r/
- fj [r— 1r"|3 /) Vi

ergibt sich daraus das BiIoT-SAVARTsche Gesetz:

B@):@/J(r’““;f’)dw

dm lr — 1|

LApLACEsches Gesetz: Gegeben sei ein diinner ‘Draht’ ldngs eines geschlossenen
Weges C, der von dem stationdren Strom [ durchflossen werde (Vorzeichen von [
entsprechend der Orientierung von C). Da dann (bei Fehlen weiterer Stromvertei-

lungen)
/ o o
/g(r)x(rgr)dvr/%_] ! rgxdr’
v —r/| clr—1/|

gilt, folgt aus dem B10T-SAVARTschen Gesetz das LAPLACEsche Gesetz

- T
B(r)z/@] ! r3><dr’,

c4dm v —r|

~
~dB(r),

das umso genauer gilt, je groBer |r — r'| gegeniiber dem Drahtdurchmesser ist.

B-Feld eines Ringstromes auf der Symmetrieachse: Sei nun speziell C ein
Kreis vom Radius R > Drahtdurchmesser in der z-y-Ebene mit Mittelpunkt im
Koordinatenursprung, der vom stationdren Strom / (im Rechtsschraubensinn relativ
zur gerichteten z-Achse) durchflossen wird. Wir wollen das zugehorige B-Feld auf
der z-Achse mithilfe des LAPLACEschen Gesetzes bestimmen (vgl. Abb. 3.1): Aus
Symmetriegriinden gilt

B, = B, =0 auf der z-Achse.

Version vom 26. Marz 2009
!Man beachte, dal das Vektorpotential hier wegen divy = 0 der CouLOoMB-Eichbedingung
div A = 0 geniigt.
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Abb. 3.1: Stromdurchflossener Ring

Es geniigt also, B, zu berechnen. Nach dem LAPLACEschen Gesetz gilt dafiir auf
der x-Achse, d.h. fiir r = (0,0, 2) :

é—Zde(r)r’ LA;ACE _—|r—II"\3 e, ((I’ — I‘/) X dI'/)
— _; — . /
7ykl. Spatpr. [t (e: x (r—r'))-dr
I (e )
- rilj‘?’ |dI‘/|

= (R% + 2%)732IR |dr|

und somit:
B.(0,0,2) =[x dB:(0,0,2)y
B IR (R? + 22)7%/2.

B-Feld im Zentrum eines Solenoids: Wir betrachten nun entsprechend eine
gleichméBig dicht gewickelte, zylindrische Spule (Solenoid) mit der Linge [, dem
Radius R und N Windungen (siehe Abb. 3.2). Wir wollen uns dabei mit einer
Niaherungsrechnung fiir das B-Feld im Spulenmittelpunkt zufrieden geben:

Wir legen die Koordinaten so, dafl die z-Achse mit der Symmetrieachse der
Spule und der Koordinatenursprung mit dem Spulenmittelpunkt zusammenfallt.
Dann rechnen wir so, als befinde sich zwischen z und z 4 dz jeweils ein Ringstrom
um die z-Achse mit Umlaufradius R und Umlaufstrom %dz. Damit gilt dann nach
obigem Ergebnis:

2 IN R? +1/2
—B.(0) = 4 / (R? + 24732 dz.
fo [
Mit R
R=+VR?+ 2%sin¥, z= Rcotd, dz=— dd

sin? ¢
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Abb. 3.2: Querschnitt eines Solenoids

folgt daraus®

arcctg % : 3 9 R
o B=(0) ! / ~ R? sin?9
arcctg R S

L
R

!
2R + 2
Vir(ge)" V1(GR)’
2IN
4R2 4127

IN
l
IN
l

und somit das Resultat:

fuo [ I| N

B(Zentrum)| = ——.
IB( ) 4R? 4 [2

3.1.2 Das Magnetische Feld H

dv

(cos (arcctg ;Té) — COoS (arcctg %))

(3.4)

Fiir den (unrealistischen!) Fall, da8 alle Strome genau bekannt sind, wird das ma-
gnetische Feld H(r,t) als konstantes Vielfaches der Kraftfluf$dichte B(r,t) ein-

gefiihrt:

H(r,t) < 2 B(r,1).

Dabei ist 1, eine weitere Mafisystemkonstante.

Version vom 26. Marz 2009

2 oy — ctg o . : .
Man beachte, dafl cosa = und somit arcctg x = arccos
’ v/ 1+ctg2a &

X

Vi1+z2

gilt.

(3.5)
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Motivation
Im praktischen Maj$system mochte man (3.4) naheliegenderweise in der Form

[I| N

NZTEEE (3.6)

[H(r)[ =

schreiben, bzw. (3.1) zu
rot H(r) = 5(r), divB(r)=0

vereinfachen, was beides der Wahl

so daf sich H(r,¢) in diesem Falle noch nicht von B(r, ¢) unterscheidet.

Wirklich wesentlich wird die Unterscheidung zwischen H(r,¢) und B(r,¢) bei
(genéherter) Beschreibung mikroskopischer Stromverteilungen mithilfe von Ma-
terial-‘Konstanten’, wobei dann rot H(r, t) proportional zur Stromdichte 3., der sog.
Uberschufladungen gesetzt wird, die z.B. die inneratomaren Strome unberiick-
sichtigt 148t (vgl. Kap. 4). Im giinstigsten Falle ist dann k' durch ein Skalarfeld
p(r) o zu ersetzen, das von der konkreten Materieverteilung abhéngt.

3.1.3 AMPEREsches Gesetz

Nach dem STOKESschen Satz ist die (3.1)/(3.5) entsprechende Gleichung
rot H(r) = £ 9(r) (3.7)

Aquivalent ist zum sog. AMPEREschen Gesetz*

Jos H(r) - dr = fj?/sj(r) -dS, (3.8)

Strom durch &

fiir beliebige (jedoch hinreichend gutartige) Fliachenstiicke S .
Damit ergibt sich fiir das Magnetfeld au3erhalb eines unendlich langen, zylin-
drischen Stromfadens mit dem Gesamtstrom I

. Ixr
o 2r|r|2

=

H(r) = firr LI (3.9)
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09[%

Ay
Abb. 3.3: Magnetfeld eines zylindrischen Stromfadens

g

1 S B ;

B/ D L= =1
: ]

I,

Abb. 3.4: Stromdurchflossene, parallele Dréhte

(wenn die Symmetrieachse des Stromfadens durch r = 0 geht).

Definition der Stromeinheit Ampere

Zwei diinne, lange, gerade Drahte seien parallel zueinander im Abstand D von-
einander aufgespannt und in entgegengesetzter Richtung von dem stationéren Strom
I durchflossen (vgl. Abb. 3.4). Dann gilt fiir abstoflende die Kraft F,, die die Kraft-
fluBdichte By des zweiten Drahtes auf ein Teilstiick des ersten Drahtes der Lénge [
ausiibt:

F = 2| x By|!
Bl 5, MmxB
Symmetrie
— dioI?y
(3‘9) c 2 D

Diese Kraftwirkung erlaubt folgende Definition:

1 Ampere der Strom I, der bei | = D = 1Meter
pere = |F;| = 210" "Newton liefert .

Mit (2.3) ergibt sich daraus fiir die in (1.2) eingefithrte Mafisystemkonstante

Coulomb?

Newton - Meter?

€ =€~ 8,85-10"

Version vom 26. Marz 2009

3Mit den im praktischen MaBsystem iiblichen Konventionen jq def o, €o def e, ¢ = c folgt
dann eypy = c 2.
“Im allgemeinen Fall ist, wie gesagt, 7 durch die Stromdichte 3., der Uberschuiladungen zu

ersetzen.
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Dies sind die Konventionen im praktischen Majf$system mit der Ladungseinheit

Coulomb & Ampere - Sekunde .

Im GAussschen Maf$system wird dagegen die Stromeinheit iiber die Ladungs-
einheit und letztere iiber das COULOMBsche Gesetz mit k£ = 1 festgelegt.

3.2 Eng begrenzte stationire Stromverteilungen

3.2.1 Die Dipol-Niherung

Im Hinblick auf (3.3) wollen wir jetzt fiir ein beliebiges (hinr. gutart.) Vektorfeld
F(r) die Dipolniherung®

(/ = d‘/r/>Dipol-Néh. = ]r\_l/F(r’) AV o+ el /(r-r’)F(r’) e (310

v — |

von [ %d‘frz (fiir [r| > |r’|) untersuchen. Zunéchst sieht man leicht:

[(x-)F(r')dV
_ [l ) (F() - Vo) v Vi
_ [PV (- P)F () Ve

par:Int.
= — ['(r-r)divF(r)dVy — [ (F(r’) -Vu(r- r’))dVr/ .
—_——

=r

Nach dem Entwicklungssatz Gl. (2.23) von (Liicke, cin), angewandt auf rx (r’ x F(r’)),
gilt andererseits

/(r () AV, = /(r F(r')r' dVy — 1 x /r’ x F(r') dVy .

Durch Addition beider Gleichungen und Division durch 2 ergibt sich damit

/(r-r’)F(r’) vy — —%r < /r’ < F(r') Ve — %/r’(r-r')divF(r') Ve . (3.11)

Mit

[E@)dVe = [(Fx)- Vo)1 dVy
=  — [PdivF(r)dV, (3.12)
part. Int.
Version vom 26. Miarz 2009
®Nach (1.24) ist
1 1 id , 1 r-r
~r — 4+ —= /r, = — 4+ —.
o — /[ el r] e costenr) =gy rf?
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ergibt sich daraus gemaf3 (3.10)

F(r
&) dV
Ir — /| R
Dipol-Néh. (313)
I r , , , A, (1 r-r
=——Xx ['xXF)dVy — [ divF()r' | — + dVp .

2 |rf” el 2

Wir wollen dieses Ergebnis nun auf den Fall®
F(r') = 3(r' + o)

anwenden, wobei 7 eine rdumlich beschriankte, divergenzfreie, stationédre Stromver-
teilung ist:
divy=0 und y(r'+re) =0 fiir [v'| > R. (3.14)

Fiir die dadurch erzeugte stationdre KraftfluBdichte gilt dann

TB(r +rp)

f10 ,
= rot fjﬁi_tff)d Vi
3.3)

~ —1 r ' / /
(3.13) 2 Ve X (ma x [’ x g(r' + o) dm)
div 7=0
. r i
Batw. Sata %dlv r[3 fI'/ x g(r' + o) dVer — % (f r’ X 3(r' 4+ rp) dVr,) V. e

=0

Indem man den Entwicklungssatz auf

([ i) « (0 )

—_———
=0

anwendet, erhilt man also
4 1
A—WB(r+r0) =-V, <— (/ r' x 7(r' + 1) dVr/> ' L3> ;
Ho 2 r]

woraus sich mit (3.5)

1 r-M
3.14) = H(r+r R — o rad , obei:
( ) ( 0) >R ¢ g, 47TM6g |I'|3 W
M = magnetisches Dipolmoment von ) (3.15)
/!
def %% /(r’ —1g) X (") dVy

Version vom 26. Marz 2009

SDer Fall div F # 0 tritt im Beweis von Gleichung (4.5) auf.
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Abb. 3.5: Magnetfeld einer ebenen Stromschleife

ergibt. Man beachte, dal M geméf (3.12) wegen div g = 0 von ry unabhéngig ist.

Magnetisches Dipolmoment einer ebenen Stromschleife:

Sei S ein ebenes einfaches Flachenstiick mit der Flachennormalen n, dessen
Rand 08§ von einem diinnen Draht gebildet sei, durch den (im Sinne der Orien-
tierung von 9S) der stationére Strom [ fliefle (sieche Abb. 3.5). Fiir die zugehorige
(verallgemeinerte) Stromdichte 7 gilt dann fir ro € S

/(r—ro) xy(r)dVr/:[/ (r—rg) xdr =12|S|n,
oS

d.h. das geméf (3.15) zugeordnete magnetische Dipolmoment ist

MSchleife ~ %/%)I ’S’ n. (316)

3.2.2 Kraft und Drehmoment auf einen idealen magneti-
schen Dipol im dufleren B-Feld

Gegeben:
(i) rpeR®, C>0,

(i) eine Schar quellfreier, stationérer (hinreichend gutartiger) Stromverteilungen

Jc(r) mit
gu(x+10) = 0 fir e > efral | max 5, (6)| < €'C
re
und
def /,LLIO . .
= %7 (r —rp) x 3.(r)dV; unabhéngig von e

(z.B. 3.(r + r9) = e Y(r/e), 3(r) = 0 fiir |r| > |rg|) und
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(iii) ein festes dufleres, stationdres magnetisches Kraftfluifeld B(r) mit

rot B(rg) =0.

Gesucht: Die Kraft F, und das Drehmoment M, (bezogen auf ry) als Wirkung des
dufleren B-Feldes auf die Stromverteilung 7, im Limes € — 0.
Bestimmung von F, im Limes ¢ — 0 : Wegen

C/

/
F. (22) C/Je( )XB<I')dVr:%/]€(I‘+rO) XB(I‘—f—I‘O)dVr

geniigt es, im Limes € — +0 fiir B die Ndherung

B(r+ry) ~ B(rg) +(r-V,,) B(ry)

Taylor

zu verwenden. Damit ergibt sich

F. g —%B(ro) X /]E(I' +19)dV; —i—% fge(r +19) X (r-Vy,)B(rg) dV;

[ J/
g

312
_ —%//ge(r—l—ro ) % (Vro x B(r0)>>dV

Entw.-Satz

0

(iii)
/JE( + 1) X Vi (r-B(rg)) dV;

/

)
C
—( 1P/>< B(r)) 3.(r + o) dVr)
¢ e/
1
<V, B /r Xg(r+r dVr)
311 2 < () x [ xxaletr e
(ii)
1
< (( r' x g(r' + 1) dVr/) -Vro) B(ry).
Entw Satz ¢ 2

Mit (3.5) und (3.15) folgt daraus:

Kraft des Aufleren Magnetfeldes H auf den

idealen” magnetischen Dipol M am Ort r } = (M- Vy,) H(ro). (3.17)

Man beachte, daff nach dem Enwicklungssatz, angewandt auf M x (V,, x H(rg)),
auch

rotH(rg) =0 = (M- V,,)H(ry) = V,, (M - H(r)) (3.18)

Version vom 26. Marz 2009

"Damit ist der Limes ¢ — 0 von 7. gemeint.
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s
’F
A\
_/ H
/| |
Abb. 3.6: Wechselwirkung zweier magnetischer Dipole

gilt.
Mit (3.18) erkennt man, daf8 die Kraft, die M durch H(r) erfihrt, in Richtung

des grofiten Anstiegs der %—Komponente von H zeigt. Zwei magnetische Dipole

M, M; stolen sich also ab, wenn M; - My < 0 ist, und ziehen sich an, wenn
M, - M, > 0 ist (vgl. Abb. 3.6).

Bestimmung von M, im Limes ¢ — 0 : Wegen

Mo o) < (0. < BO) A,

— %fr X (7.(r +19) x B(r+1p))dV;
geniigt hier sogar die grobe Naherung
B(r +rp) =~ B(rg) .
Damit gilt

M, = [rx (J—e(ﬁj‘”f’) x B(r0)> av.
— 2 [(r-B(rg)) 2.(r +10) AV — €B(ro) [ 1 - 7.(r +10) dVj .

Entw.-Satz

Wegen
Ve (I3 +10)) = 20 g (r +10) + [r[* Vs - 5. + 19)
_;6_/
verschwindet das 2. Integral. Auswertung des 1. Integrals nach (3.11) liefert aufgrund
der Divergenzfreiheit von 3, :

€E—> ’ 1
M. :O—%B(ro) X 5/1‘ X 7.(r —ro)dV;.
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Aufgrund der Definition des magnetischen Dipolmomentes M folgt daraus mit
(3.5):®

Mechanisches Drehmoment des dufleren Magnetfeldes H auf

den idealen magnetischen Dipol M am Ort ry } = M H(ro) .

(3.19)
(3.17)/(3.18) und (3.19) lassen sich zusammenfassen zu der einfachen Merkregel:

In Gebieten, in denen die Rotation des &uBeren (wirbelfreien) Magnetfel-
des H verschwindet, ist die potentielle Energie des idealen magnetischen
Dipols M (die der Wechselwirkung von M mit H(r) enspricht), durch
—M - H(r) gegeben.

Man beachte die Analogie zu den entsprechenden Formeln fiir den idealen elek-
trischen Dipol (Aufg. 26).

AbschlieBende Bemerkung: Aus dem BioT-SAVARTschen Gesetzes folgt (Ubungs-
aufgabe 29), daff Gesamtkraft und Gesamtdrehmoment, die vom selbsterzeugten B-
Feld auf j, ausgeiibt werden, Null sind. Man kénnte also in (3.17) und (3.19) zum
aufleren Magnetfeld das von j, selbst erzeugte hinzufiigen.

Version vom 26. Marz 2009

8Bei der Ableitung von (3.19) wurde die Bedingung rot H(rg) = 0 nicht benutzt.




Kapitel 4

MAXWELLsche Gleichungen fiir
Materie

4.1 Makroskopische Nidherungen
4.1.1 Gesteuerte Feldinderungen und retardierte Potentia-

le

Ohne genaue Spezifizierung der physikalischen Situation 148t sich nicht sagen, welche
der mathematisch méglichen Losungen des idealisierten Problems (2.13)—(2.16) die
physikalisch relevante ist.! Wenn man jedoch eine kontrollierte Anderung

p—p+op, J—3+0]

der Ladungs- und Stromverteilung herbeifiithrt, dann ist dies als Ursache einer ent-
sprechenden Feldédnderung

E—E+/E, B—B+/B
zu verstehen, die dementsprechend der Kausalitdtsforderung

OE(r,t) =0
0B(r,t) =0

0p(r,t) =0 } firt <ty, reR® —

. 3
d(r,t) =0 }furt<t0,reR

geniigen sollte. In — natiirlich nur makroskopisch realisierbaren — Situationen, in de-
nen die gesamte Ladungs- und Stromdichte als kontrolliert angesehen werden kann,
bedeutet das

p(r’t) =0 EE 3 E(I‘,t) =0
J(r.t) =0 firt<ty, reR° — B(r,t) = 0

Version vom 26. Marz 2009
17.B. konnen Einstrahlungsprobleme (Idealisierung realer Strahlungsquellen) von besonderem
Interesse sein.

}fﬁrt<to,r€R3.

o7
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Dadurch sind E(r,¢) und B(r,t) eindeutig p(r,¢) und j(r,t) zugeordnet, wenn ein
endlicher Zeitpukt ¢y existiert mit

p(r’t>:8 } fiir £ < fo:

denn die Differenz zweier Losungen E(r,t), B(r,t) der MAXWELLschen Gleichun-
gen zu gleichen p(r,t), g(r,t) dieses Typs ist eine Losung der freien MAXWELLschen
Gleichungen, die aufgrund der Erhaltung ihrer (hier endlich anzunehmenden) Ge-
samtenergie (siche Abschn. 5.1.2) fiir alle Zeiten Null sein muB. Diese physikalische
Losung entspricht — im Sinne von (2.20) — den sog. retardierten Potentialen?

p(r';t —[r—r'l/c
(I)ret(r,t) = 47:66/ ( |r|_r/| ‘/ )d‘/;/,
o [0~/ (4.1)
Ave(1, ) = s r — 1| AV

Beweis: Da die (4.1) zugeordneten Felder offensichtlich o.a. Kausalitétsbedingung
erfiillen, ist nur noch zu zeigen, daf sie tatsédchlich den MAXWELLschen Gleichungen
genligen:

Aus der Kontinuitéatsgleichung (2.18) erkennt man (nach Variablensubstitution
r’ — r—r’), daf} die retardierten Potentiale (4.1) der LORENTZ-Eichbedingung (2.23)
geniigen. Geméfl Anmerkung zu (2.25) geniigt somit der Nachweis der inhomogenen
Wellengleichungen .

00 =—p, DA=ji;
0

d.h. der Nachweis von

/f 2=l =) Gy~ am e (42)

v —r'|

fiir beliebige (hinreichend gutartige) Funktionen f. Fiir faktorisierte Funktionen
f(r,t) = g(r)h(t) wird besonders deutlich, daB das Integral in (4.2) eine Uberla-
gerung von (verschobenen) Kugelwellen h(t — |r|/c)/|r| darstellt, die stets der
homogenen Wellengleichung

Bt = el fe)

] =0 firr#0 (4.3)

Version vom 26. Mirz 2009

2Man vergleiche mit (1.6) und (3.3). Retardiert (verzogert) nennt man diese Potentiale, weil
fiir ihre Werte am Ort r zum Zeitpunkt ¢ die Werte von Ladungs- und Stromdichte am Ort r’ jeweils
nur zum friitheren Zeitpunkt ¢ — [r — 1’| /¢ von Belang sind. Man kann sich also das zugehorige
elektromagnetische Feld als Wirkung — die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet — der Ladungs-
und Stromverteilung vorstellen.
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geniigen.® Daf} die linke Seite von (4.2) dennoch von Null verschieden ist, liegt an der
Singularitdt bei r = 0, die dhnlich wie bei der Po1ssoNschen Gleichung sorgfiltig
behandelt werden muf:* Mit

A [ Ry, = v, ([ 0 L qy, )

[r—r’| [r+r”
_ (f Vr” (r—r’ t” "’ |—r’|/c) dVVr’)
r - Ir”:O
= V.- (fvr/—f‘“ rirs dV)
s

|r”:o

|r’]
_ (.. a1l 317
= (Vo J VoLt dvr)lr”_r/
= 4 (Vo [ Vol ay, )
lprr—p

[x’

. v (L[Vr,wdv > o
e

']

folgt
fx' ¢ e
O, [ Lehiexl/e) |r""r,|r /9 qv,,
IRT fr—r"t—|r'|/c) fr—r"t—|r'|/c)
a 61—1>r-Ii-10 f‘r/|>€ ((Dr’,t T) [ +V (V T) |17 ) d‘/r/
(4:3>

— lim fBUE (V Jr=r"t=rl/c) Ir/c)>| -dSy

GAUSS e—+0 [’
Vo fe—r"t=x'|fe), ,
= lim (faU f( |I‘ f@U =l o=y dsr,> . I

e——+40
—Amf(r,t) —0

Anmerkung: Mithilfe der Formel®

/ ( 400 f(r B I‘,7t . t’)@(t’)é ((Ct/)2 . |r/|2> dt/> AV = f(I‘ — I'/,t _ |I‘/| /C) aw
R3 -

. 2r|

(Beweis als Ubungsvorschlag), die iiblicherweise formal durch

6§ —|A])
2 2
()0 (&~ 4) = 25
Version vom 26. Mirz 2009
3Letzteres erkennt man leicht aus
19,0 190 0 1 1 07 def
ot e teimaae e )

(131) 7257“ or
_ 1[92
=7 (5) r

4Fiir zeitunabhingiges f ist damit natiirlich noch einmal die PoissoNsche Gleichung bewiesen.
SGemeint ist hier, daB fiir § zunichst eine 6-Folge &, (z.B. entsprechend Aufgabe 9) einzusetzen
und der Grenziibergang 6. — 0 durchzufiihren ist.
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Abb. 4.1: Retardierte Wirkung mit Lichtgeschwindigkeit

mitgeteilt wird, erkennt man leicht, dafl sich das retardierte Vierer-Potential (%@ret,
A ) relativistisch wie die zugehdorige Vierer-Stromdichte (cp, 7) transformiert. Somit
gilt

FrY = ot AY

_ v AR
ret — ret_aA

ret

(entspreched (2.20) und (2.4)) in jedem Bezugssystem.

4.1.2 Retardierte Dipol-Nédherung

Sel Pmikro s Imikro €€ Ladungs- und Stromverteilung, die zum Zeitpunkt ¢ jeweils eng
um ro(t) herum lokalisiert sei. Die Geschwindigkeit sdmtlicher Ladungsanteile dieser
Verteilung sei klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit.

Dann existiert zu jedem Raum-Zeit-Punkt (ct,r) genau ein Zeitpunkt ¢ = #(r, ),
fiir den (cf, ro(f)) mit (ct,r) durch ein Lichtsignal verbindbar ist (siche Abb. 4.1).
Falls sich p(r,t) zeitlich nicht zu schnell &ndert, gilt also nach (4.1)

h
Dol t) e L /p(r,t(r,ﬂ) av..

"~ dré) lr — /|

mit der Dipolndherung®

_ - N - r—ro(t)) - (v —ro(t
e —1'| 7 = |(r —ro(f) — (' — ro() ~ |r—ro(t) 1—1-( o) - - o)
~—— ~—— 2| Tavior |r — r()(t)‘
‘grofy’ ‘klein’
folglich

qmikfo N (r -1y (f(r, t))) P riko (f(r, t))
‘r — 1o (I(r, t))‘ ’r —ry (f(r, t)) ¥ 7
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6Vgl. auch (1.24) und Aufgabe 26.

4rreg et (1, t) & (4.4)
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wobei
def A . )
Gmikro = / pmikro(r/7 t) dV, (unabhéingig von t)

die Gesamtladung und
Puiao®) 2 [ (1= 100)) il ) i

das Dipolmoment bzgl. ro(f) der vorgegebenen Ladungsverteilung zum Zeitpunkt ¢
ist.
Entsprechend ergibt sich fiir das retardierte Vektorpotential

t— ’r— (r’+r0 (f)) ‘ /c)

An Jmikro (rl+r0 (i)
dr A = i ’
fio ret(r7 t) (41) f |rf(l‘/+1‘0(t))| d‘/I‘
~ Tmitero (' +10().)
~ e %

(313) 2 |r7r0(f)|3 f Jmikro ( 0( ), ) -

. . (r —ro(t)) -r’>

— [ diV o (¥ + 10(1), ) ¥/ ( - - dV, .
- (v - A), ‘I‘—I‘o(t)| 2’r_r0(t)|3
= — 37 Pmikro r/+r ’ \_v_/
(2.18) ai Pk ( ol t) vernachlassigbar

und somit

4’/TAret(I',t) ~ C,L%Mmikro (f([‘,t)) X

Jr o o)f (4.5)
‘r — Ty (tA(I', t)) ’ d_f (Pmikro(t) + qmikmro(tD

iz )
i=i(r,t)

wobei .
Mmikro<tA) déf c/&/ (rl - rO(Z?)) X Jmikro(r/) d‘/;‘/

das magnetische Dipolmoment bzgl. ro(f) von 7., gemiB (3.15) zum Zeitpunkt ¢
1st.

4.1.3 Makroskopische Mittelung

Wir setzen von nun ab voraus, daf stets Materie vorliegt, die sich — auch
aus mikroskopischer Sicht — relativ zur Lichtgeschwindigkeit langsam
bewegt.

Es liegt nun nahe, die mikroskopischen Ladungs- und Stromverteilungen angenéhert
als makroskopische Verteilungen” von Monopolen guiko (Uberschufladungen)
Version vom 26. Marz 2009

"Man beachte die praktische Notwendigkeit, iiber makroskopisch kleine, mikroskopisch aber
grofle, Gebiete zu mitteln.
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und neutralen Dipolen P o, Mo der in Abschn. 4.1.2 betrachteten Art zu
beschreiben:

(r, 1) def Ladungsdichte der Uberschuladungen
Pex\Ts N am Ort r zur Zeit ¢,
(r, 1) def Stromdichte der UberschuBladungen

Jex( N am Ort r zur Zeit t,

def Dichte der elektrischen Dipole
Plrt) = am Ort r zur Zeit ¢,

def Dichte der magnetischen Dipole
M(r,t) = { am Ort r zur Zeit ¢ .

Die zu gegebener Magnetisierung M, dielektrischer Polarisation P und
zu gegebener Ladungs-Stromdichte pey , 7., der Uberschuiladungen gehorigen retar-
dierten Potentiale sind dann nach (4.4)/(4.5):®

(I)makr(r,t) ~ 1 f—Pex(I‘ t=lr—x'|/c) dV

471'60 [r—r’|
47re f’Prt—‘I'—I‘,‘/C> L - r/‘dv
A—makr(ryt) ~ f]ex r ‘i |:/|r/|/c dv
f’:to4ﬁert—|r—r’|/c)><Vr/ o dVe
'Pex(r t—|r—r’|/c)
+ ior f o [r—r’| dV’

Durch partielle Integration folgt daraus in guter makroskopischer Niherung:’

1 g (v, t— | — 1
(I)makro(ryt) = /pff(r> |I' r |/C) d‘/r’,
i ol (4.6)
/}’0 Jeﬂ(rlvt_ |I'—I'/’/C) '
A = = ,
makro(ra t) A / |I' _ I'I’ d‘/r )
wobei die effektive Ladungs- und Stromdichte p.g, 3.4 durch
def
Pei(T,t) = pex(r,t) —divP(r, 1), .
def :
Jef'f(ra t) = Jex(r7 t) + %,P( ) + %M—I'Ot M( )
0

definiert ist. Da bei makroskopisch konsistenter Definition fiir pey, ., die Kon-
tinuitatsggleichung erfiillt ist, gilt dasselbe damit fiir die effektive Ladungs-Stromver-
teilung:

%peff<r7 t) + div]eff<r7 t) =0 (48)

Version vom 26. Marz 2009
$Man beachte, da$f in Abschn. 4.1.2 stets #(r,t) = ¢ — [r —ro (£(r,t))| /c galt (vgl. Abb. 4.1).
9Die zusitzliche Naherung besteht in der Vernachlissigung der Ableitungen der r’-abhingigen

Zeitargumente von P und M .
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4.2 Die makroskopischen Felder

4.2.1 Definition und Grundgleichungen

Das zu (4.6) gehorige, makroskopische, elektromagnetische Feld geniigt (gemaf3 Ab-
schn. 4.1.1) natiirlich den MAXWELLschen Gleichungen (2.13)—(2.16) fiir p = pegr, 3 =
Jor - Daran &ndert sich auch nichts, wenn man eine freie Losung addiert. Un-
abhingig von der speziellen Wahl der Potentiale als retardierte in Ab-
schn. 4.1.3 sollten daher die makroskopisch geeignet gemittelten Felder den Glei-
chungen

rot Bmakro - /:LO (66%Emakro + ]eff) ) (49)
div Epnakro = et » (4.10)
0
ot E e 9 B (4.11)
r makro — T & A, Pmakro .
k: c 8t k
|div Bakro = 0| (4.12)

geniigen. Eine unmittelbare Folge davon ist, daf die Hilfsfelder!’

1
Hmarorat déf _<Bmaro I',t _€*9Mr7t)7
k()f% kio(T, 1) — S M(r, t) (4.13)
Dmakro(ra t) é éO:Emakro(ra t) + %P(r7 t) )
wobei 1
~ def
€ = M, (414)
geméB (4.7) den Gleichungen
A , 0
rot Hyaro(r, t) = H—dex(r, t) + %EDmakro(r, t), (4.15)
div Dyakro (1, 1) = ﬁ—gpex(r, t). (4.16)

genigen.

Auch in zweckmiéfig idealisierten Situationen sollten E, .o, Dmakro s Bmakro
und H,,.0 — solange pey keine Punktladungsanteile enthélt — lokal beschrankte,
gebietsweise stetig differenzierbare Vektorfelder sein, fiir die die Satze von STOKES
und GAUSS in entsprechender Verallgemeinerung gelten sollten. Mit (4.11) resp.
(4.15) erkennt man daher durch Anwendung des Satzes von STOKES:

Version vom 26. Marz 2009

10Man beachte die Vertriiglichkeit mit der fritheren Definition (3.5).
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An Grenzflachen, 1angs derer sich die einseitigen Grenzwerte von E .10
resp. Hyairo stetig dndern, ist auch die Tangentialkomponente von Ey a0
resp. Hy .o stetig; d.h. es gilt

lim n(r) x (Emakro (I‘ + en(r), t) — Eakro <r —en(r), t>) =0

e——40

resp.

lim n(r) x <Hmakr0 (r + en(r), t) —H, 00 <r —en(r), t))

e—+0 e
— lim u/ gex<r+/\n(r),t> d\,

e—+0 Ho
(4.17)
wobei r einen beliebigen Punkt der Grenzfliche und n(r) den entspr.
Normalenvektor an dieser Stelle bezeichnet.

Frage zum Verstindnis: Warum folgt aus (4.9) nicht entsprechendes fiir Byakro?
Antwort: Wegen (4.7), weil rot M i.a. als verallgemeinerte Funktion zu interpretieren
ist(analog zu einer Flichenladungsdichte, vgl. Abschn. 1.1.2).

Entsprechend folgt aus (4.12) resp. (4.16) mithilfe des Satzes von Gauss:'!

lim n(r) - <Bmakm (r + en(r), t) — Brakeo (r —en(r), t)) =0

e—+0

resp.

lim n(r) - (Dmakro (r + en(r), t) — Dakro (r —en(r),t )

e—+0 e
= lim “0/ %Pex<r+kn(r),t> d\.

(4.18)

e—+0 Ho

Bei Anwesenheit von Materie treten also die Gleichungen (4.11), (4.12), (4.15) und
(_4.16) — mit der leichter kontrollierbaren Ladungs- und Stromverteilung pey , 7., der
Uberschufiladungen — an die Stelle der Gleichungen (2.13)—(2.16) fiir das Vakuum.

Dabei miissen allerdings noch die Zusammenhénge zwischen H a0 ;, Dmakro
einerseits und Baero ; Emacro andererseits empirisch erfafit werden!

Es ist allgemein iiblich, die Indizes w0 und o wegzulassen. Wir wollen uns dem
im folgenden anschlielen.

4.2.2 Materialkonstanten

Fiir viele Anwendungen kann man davon ausgehen, dafl innerhalb homogener Mate-
rialien die dielektrische Polarisation P sowie'? die Stromdichte 3 (der UberschuBla-
Version vom 26. Miarz 2009
'Man beachte die Unabhiingigkeit der Aussage (4.18) von der Orientierung der Flichennor-

malen.
12Man sagt dann auch, dal das OHMsche Gesetz gelte.
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dungen) proportional zum (makroskopischen) elektrischen Feld E und die Magne-
tisierung M proportional zum Magnetfeld'® H ist. Dann existieren also eine Kon-
stante y. der elektrischen Suszeptibilitit, eine Konstante o der spezifischen
Leitfdhigkeit und eine Konstante y,, der magnetischen Suszeptibilitit mit:

P(r,t) = eoxE(r,t) | g(r,t) = oE(r,t) | M(r,t) = pyxmH(r, t) (4.19)

Mit den Definitionen

e = 1+2x Dielektrizititskonstante

wo o= 1+ :—2 Xm Permeabilititskonstante

gilt geméf (4.13) dann auch

D(r,t) = e6oE(r,t) | B(r,t) = pu,H(r, ) (4.20)

Bei der dielektrischen Polarisation sind zwei Entstehungsmechanismen zu unter-
scheiden:

e Dielektrische Stoffe: Die atomaren bzw. molekularen Ladungsverteilun-
gen pmikro haben bei Abwesenheit eines dufleren elektrischen Feldes Ey.g kein
elektrisches Dipolmoment P .., - Ein solches wird jedoch durch Anlegen eines
auBleren Feldes Ej,5 # 0 in Feldrichtung influenziert. Die Stirke der dadurch
hervorgerufenen Polarisierung P ist von Kollisionen der mikroskopischen Sys-
teme und damit (bei konstanter Massendichte) von der Temperatur unab-
hingig.

Dieser Effekt liegt mehr oder weniger bei aller Materie vor!

e Paraelektrische Stoffe: Hier liegen mikroskopische Systeme mit perma-
nenten elektrischen Dipolmomenten P, vor, die sich in Richtung von Eg.g
auszurichten versuchen. Dieser Tendenz wirken die durch termische Bewegung
hervorgerufenen Kollisionen der Mikrosysteme entgegen. Hier wird demnach ¢
mit wachsender Temperatur kleiner.

Fiir beide Fille — sowie ihre Uberlagerung — gilt die Folgerung:

Es ist stets ¢ > 1 und die elektrisierbaren Stoffe erfahren durch ein
inhomogenes elektrisches Feld eine (zusétzliche) Kraft in Richtung
groflter Feldliniendichte.

Entsprechend sind bei der Magnetisierung zwei Entstehungsmechanismen zu unter-
scheiden:

Version vom 26. Marz 2009
I3Eigentlich sollte man Proportionalitit zum (makroskopischen) B-Feld ansetzen — was aber
letztlich auf das gleiche hinausléduft.
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e Diamagnetische Stoffe: Die atomaren bzw. molekularen Stromverteilungen
Imikeo Naben bei Abwesenheit eines dufleren Kraftflufeldes By,g kein magne-
tisches Dipolmoment M ik . Ein solches wird jedoch durch ‘Einschalten’ eines
auBeren Kraftfluifeldes By, # 0 entgegengesetzt (LENZsche Regel) zur
Feldrichtung induziert.'* Dementsprechend gilt die Ungleichung

<l

und die diamagnetischen Stoffe erfahren durch ein inhomogenes B-Feld eine
(zusétzliche) Kraft in Richtung kleinster Feldliniendichte. Die Stirke
der dadurch hervorgerufenen Magnetisierung P ist von Kollisionen der mikros-
kopischen Systeme und damit (bei konstanter Massendichte) von der Tem-
peratur unabhingig.

Dieser Effekt liegt mehr oder weniger bei aller Materie vor!

e Paramagnetische Stoffe: Hier liegen mikroskopische Systeme!® mit per-
manenten magnetischen Dipolmomenten M., vor, die sich in Richtung von
B..s auszurichten versuchen, weshalb also

pw>1

gilt. Dieser Tendenz wirken die durch termische Bewegung hervorgerufenen
Kollisionen der Mikrosysteme entgegen, 1 wird demnach mit wachsender
Temperatur kleiner.

Die Leitfihigkeit kommt dadurch zustande, dafi UberschuBladungen je nach Vor-
zeichen in Richtung von Ej,g oder entgegengesetzt dazu beschleunigt werden. Dieser
Beschleunigungsvorgang wird immer wieder durch diffuse Streuung an anderen mi-
kroskopischen Systemen unterbrochen, so dafi dadurch im Mittel eine Gegendrift
erzeugt wird. Durch die Lage des Gleichgewichts wird 3 = 3., bestimmt. Falls das
OnMsche Gesetz

3=o0E
iiberhaupt gilt, bestimmen also zwei Faktoren die Temperaturabhéngigkeit von o :

(i) Verkiirzung der mittleren freien Weglénge bei steigender Temperatur mit der
Tendenz, die Leitfahigkeit o abzusenken (z.B. bei Metallen).

(ii) Erhohung der UberschuBladungen bei steigender Temperatur mit der Tendenz,
o ansteigen zu lassen (Beispiele: Elektrolyte, Graphit).

Abschlie3ende Bemerkung:

Eine griindliche, quantitativ genaue Untersuchung von Polarisation, Mag-
netisierung und Leitfahigkeit setzt solide Kenntnis der Quantenmecha-
nik voraus!

Version vom 26. Marz 2009
MEntsprechend dem Induktionsgesetz (2.19).
15Bei ferroelektrischen Stoffen iiberschreiten diese bereits mikroskopische Ausmafe.
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4.2.3 Einfachste Randwertprobleme

Beispiel aus der Elektrostatik:

Das Gebiet x > 0 sei von einem Medium mit der Dielektrizitatskonstanten €, , das
Gebiet x < 0 von einem Medium mit der Dielektrizitéitskonstanten ey # €, ausgefiillt.
Als einzige UberschuBladung ruhe eine Punktladung ¢ an der Stelle r = de, . Gesucht
ist das (makroskopische) elektrische Feld E im gesamten R?.

Da der Satz von STOKES mit (4.11) auf E anwendbar ist, gilt (wegen 2B = 0)

/%E(r)-dr:O

fiir alle (hinreichend gutartigen) Flachenstiicke S, d.h. das Wegintegral von E hingt
nur vom Anfangs- und vom Endpunkt des Weges ab. Da das physikalische E im
Unendlichen hinreichend schnell verschwindet ist also die Definition

O(r) o / E(r) - dr
erlaubt. Das elektrische Feld
E(r) = —grad ®(r) fiir x #0, r # de,

geniigt geméf (4.16), (4.20) der Gleichung

divE(r) = Elqe, 5(r — de,) fiir 2 #0.
0

GeméiB (4.19) sind E,(r) und E,(r) im ganzen R? stetig. Fiir die z-Komponente gilt
dagegen geméaf (4.20)

€1 11120 E.(r) = e limO E.(r) fury,zeR. (4.21)
Es 143t sich zeigen, dafl das Potential damit eindeutig festgelegt ist. Daher geniigt
es, liberhaupt eine Losung des Randwertproblems zu finden. Dazu machen wir — in
Anlehnung an die in Abschn. 1.2.3 besprochene Methode der Spiegelladungen — den
Ansatz

1 q q, .
; + ) fir x > 0
Q)(r) = 47"51061 <|qrudez| [r+des| @ (4‘22)
defen |r—dey| tir v <0

mit geeigneten Ladungswerten ¢, ¢”. Mit

0 1 T Fd
dzlr T de]  Jr ¥ des

folgt daraus:

d _ / 1
(61 lim E,(r) — e limOEx(r)) =1 ( 4rq+g )
|z:0

z—+0 T—— e Ir — deI|3
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(4.21) ist somit dquivalent zu

¢"=q—q.
Entsprechend folgt aus
0 1 B Yy ' 0 1 B z
oy |r Fdey|  |rFde,|”’ Oz|r Fdey| |rFde,|”’

daB die Stetigkeit von E, und E, dquivalent ist zu'®

€2
¢"=—=(q+4q).
€1

Die Auflésung der beiden Beziehungen zwischen ¢, ¢’ und ¢” liefert:

/ €y — €1 1 262
— . "= . 4.23
q (62 61) q q (62 61) q ( )

Dies sind also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf§ (4.22)
die Losung des Randwertproblems ist — womit letztere bestimmt ist.

Beispiel aus der Magnetostatik:'”

Eine magnetisierbare Kugel vom Radius R mit der Permeabilitdt p sei dem ho-
mogenen, dufleren, statischen Magnetfeld Hyu5(r) = Hy e, ausgesetzt. Die Ladungs-
und Stromdichte der UberschuBladungen sei (im Endlichen) iiberall Null. Aufierhalb
der Kugel befinde sich keine magnetisierbare Materie (¢ = 1, Vakuum). Gesucht
ist das gesamte (makroskopische) magnetische Feld H, das im Unendlichen in das
duBere Feld Hy,g(r) iibergeht.

Da der Satz von STOKES mit (4.15) auch auf H anwendbar ist, gilt hier (wegen
Jox =0und £D = 0)

H(r)-dr =0
as
fiir alle (hinreichend gutartigen) Flichenstiicke S, d.h. das Wegintegral von H héngt
nur vom Anfangs- und vom Endpunkt des Weges ab. Somit ist die Definition

Oy (r) / H(r) - dr (4.24)

erlaubt. Da die Divergenz des Magnetfeldes'®

H(r) = —grad ®(r) fiir |r|# R

Version vom 26. Marz 2009
6Dies ist auch gleichzeitig die Bedingung fiir die Stetigkeit des Potentials fiir = 0.
1"Die folgenden Uberlegungen gelten entsprechend fiir eine dielektrische Kugel im homogenen,
AduBleren, elektrischen Feld.
1BWir wihlen das Kugelzentrum als Koordinatenursprung.
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nach (4.12) und (4.20) verschwindet, erfiillt H sowohl innerhalb als auch auBerhalb
der Kugel die LAPLACE-Gleichung. Somit gilt gemafl (1.23) sowie aufgrund der
Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse (vgl. Abschn. 1.4.2) in Kugelkoordinaten die
Entwicklung

Soico (At + Bir =) Pi(cosd)  fiir r < R,

Pr(r v, ) = { Soroo (At + Bir==1) P(cos¥) fiirr > R. (4.25)

Da &5 geméf (4.24) iiberall stetig ist, miissen dabei aufgrund der funktionalen
Unabhiingigkeit der LEGENDRE-Polynome P, die Bedingungen'’

By =0und AR = AJR' + BJR™"! fiir [ = 0,1,2,... (4.26)

erfiillt sein. Damit H im Unendlichen gegen das vorgegebene &uflere Magnetfeld
konvergiert, mufl weiterhin

0 firl > 1
gelten. Damit die Normalkomponente von B auf der Kugeloberflache stetig ist, mufl
geméB (4.20) und (4.25) schlielich noch

B B .

pA = —Hy — 2R—§ ;oA = —(+ 1)RTl+1 fiir [ # 1. (4.28)

gelten. Aus (4.26)—(4.28) und @5 (0) = 0 (letzteres folgt direkt aus (4.24)) folgt, daB
nur A;, A} und Bj von Null verschieden sind und die Werte

-3 p—1_,

A= —H A= —H, By =——R’H
l 0, A=g o Bi=am 0

haben. Nach (4.25) lautet also das gesuchte Potential:

o ﬁHOZ fir |I'|<R,
u(r) = —Hyr cos9 + %Hof—; cos? fiir [r| > R.

Die Interpretation ist offensichtlich.

4.2.4 Kompliziertere Materialien

Im allgemeinen sind die Zusammenhénge zwischen D und E, H und B sowie 3
und E hoffnungslos kompliziert. Das 148t schon das bekannte Beispiel der Hyste-
rese ferromagnetischer Stoffe,?’ d.h. der Abhiingigkeit der Magnetisierung von der
Vorgeschichte (siche Abb. 4.2) erahnen.

Version vom 26. Miarz 2009
9Damit ist auch die Stetigkeit der Tangentialkomponente von H auf der Kugeloberfliche ga-
rantiert.
20Die entsprechende Erscheinung tritt iibrigens bei ferroelektrischen Stoffen auf.
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+ M

_ - - Erstmagn.-Kurve

/ < |

Abb. 4.2: Hystereseschleife ferromagnetischer Stoffe

Die harmloseste Verallgemeinerung besteht in der Ersetzung der Materialkon-
stanten durch Tensoren — fiir anisotrope Medien (insbesondere Kristalle):

D¥(r,t) = & Z?:1 er(r)El(r,t),
BE(r,t) =y >y pf(r)H (x, 1),
S t) = YL of(r)E(x,1).

Aber auch das funktioniert in der Regel hochstens fiir zeitlich langsam verénderliche
Losungen der MAXWELLschen Gleichungen. Bei streng periodischen Losungen der
MAXWELLschen Gleichungen ist zu erwarten, daf§ Elektrisierung und Magnetisie-
rung den Feldern E, B mit einer Phasenverschiebung folgen, die mit zunehmender
Frequenz wichst. Dariiber hinaus sollte die durch E hervorgerufene Elektrisierung
ebenso wie die durch B hervorgerufene Magnetisierung mit wachsender Frequenz
gegen Null konvergieren. Auf jeden Fall sind die entsprechenden Zusammenhénge
frequenzabhéngig (Dispersion) und gestalten die Verhéltnisse im allgemeinen Fall,
d.h. fiir die Uberlagerung periodischer Losungen verschiedener Frequenzen (vgl.
Abschn. 1.3.3 von (Liicke, ftm)), recht kompliziert. Trotz struktureller Gleichheit
von (2.13)/(2.14) und (4.15)/(4.16) lassen sich daher die Losungsmethoden aus Ab-
schn. 2.3.2 i.a. nicht mehr anwenden.

Dennoch koénnen (4.15) und (4.16) auch bei bei unzulénglicher Kenntnis der
erwiahnten Zusammenhénge extrem niitzlich sein.
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4.3. ZUSAMMENFASSUNG

4.3 Zusammenfassung

Retardierte Potentiale:

(I)makro (I', t)

/
4me

1 / perr(r,t — |r — ' /¢)

A7 Ir — /|

d‘/r' )

N / t_ R
Amakro(rat) — @ / Jeﬁ(r ; |I' r ’ /C) d‘/r’ ’

wobei:

per(r,t) & pe(r,t) — divP(r, 1),

def 1
Je(r,t) = Jex(r,t)+%7’(r7t)+5ﬁr0tM(r

Pex : Volumendichte der Ubers?:huﬁladungen,
Jex . Stromdichte der Uberschufladungen ,
P(r,t) : elektrische Dipoldichte,

M(r,t) : magnetische Dipoldichte.

7t)7

Makroskopische Felder (nicht unbedingt retardiert):

Amakro (I', t) 9

Buakio(r,t) = 10t Apakeo(T, 1),

Hosoo(r.1) & (B (1.0) = M)
Enako(r,t) = —grad @pap0(r, t) — Caat
Dunakro (1) = €Ematao (1, 1) + 2P (r,1).

Makroskopische Feldgleichungen:

71

div Dmakro (I‘, t) - %pex<r7 t) rot Hmakro<r7 t) - ;ngex(ru t)

0

L Dmaro 7t
= 57 Dmak (r,)

div Bmakro(r, t) =0

0

rot Eparo (L, 1) = =< —

ols

Bmakro (I’, t)

wobel

A A
o c'c €y cC

Kontinuitatsgleichung:

%pex(r, t) + div ge(r,t) =0

Randbedingungen an Materialgrenzflachen:
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Tangentialkomponenten von E .10 und Hy, a0 sowie Normalkomponen-
ten von Biairo Und Do stetig.?!

Im Falle einfacher Materialkonstanten:

P(ra t) = gOXE}—_Gmakro(ra t) ](I‘, t) = UEmakro(ra t) M(I‘, t) = M6XmHmakro(r> t)

wobei
Xe : elektrische Suszeptibilitét ,
o :  spezifische Leitfahigkeit ,
Xm : magnetische Suszeptibilitat ,
bzw.
Dmakro (r7 t) - EéOEmakro(ra t) Bmakro (r7 t) - /vL,Ulé)Hmakro(r, t)
mit:
e o1+ 2 Xe Dielektrizititskonstante
i ot :—Z Xm Permeabilititskonstante

Allgemein iiblich:

Indizes a0 und o weglassen!

Version vom 26. Miarz 2009

21 etzteres setzt allerding voraus, daf die Punkt- und Flichenladungsanteile der UberschuBla-
dungen verschwinden.




Kapitel 5

Elektromagnetische Wellen

5.1 Grundlegendes

5.1.1 Qualitative Betrachtungen

Aus den Losungen, die im Sinne von (2.20) durch die retardierten Potentiale (4.1)
gegeben sind, 148t sich — zumindest fiir gesteuerte Ladungs-Stromverteilungen —
bereits eine Reihe qualitativer Schluflfolgerungen ziehen:

Die Wirkung (in Form von Feldéinderungen) von raum-zeitlich lokalen Anderun-
gen der Ladungs- und Stromverteilung breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit
als elektromagnetische Welle aus.

Daher entsteht durch Beschleunigung von Ladungen stets elektromagnetische
Strahlung — sofern sich die Strahlungsanteile nicht ausnahmsweise zu einem
stationdren elektromagnetischen Feld iiberlagern.

Die elektromagnetischen Felder, die sich auch dann noch im Raum-Zeit-Konti-
nuum ausbreiten, wenn die erzeugenden Ladungs- und Stromanteile — makros-
kopisch gesehen — verschwunden sein sollten, kénnen natiirlich geméf (2.2)
immer noch spiirbare Effekte hervorrufen.

Dadurch erhélt das elektromagnetische Feld selbst einen substanzartigen Cha-
rakter (Nahewirkungstheorie) und man wird ihm eine Energiedichte zu-
ordnen miissen (siehe Abschn. 5.1.2).

Wiéhrend also der Betrag des Impulses einer Probeladung im homogenen Mag-
netfeld gemaf (2.2)/(A.3) konstant wire, sendet sie tatsachlich standig elek-
tromagnetische Wellen (bei hoher Geschwindigkeit: Sychrotronstrahlung)
aus, verliert also Energie. Das zeigt, dafl in der ‘exakten’ relativistischen Be-
wegungsgleichung einer Punktladung im &ufleren elektromagnetischen Feld —
sofern eine solche iiberhaupt existiert (vgl. (Rohrlich, 1965)) — eine sog. Strah-
lungsreaktionskraft zu beriicksichtigen ist. Nur so 148t sich der Energiesatz
fiir das Gesamtsystem Teilchen+Feld wiederherstellen.

73
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e Die Retardierungseffekte sind — streng genommen — bei jeder Formulierung
eines Anfangswertproblems fiir elektromagnetisch wechselwirkende Teilchen
zu beriicksichtigen: Der weitere Bewegungsablauf hangt von der Vorgeschichte
und den dadurch erzeugten elektromagnetischen Wellen ab.

e Daher kann fiir ein System von Punktladungen allein (ohne explizite Ein-
beziehung des elektromagnetischen Feldes) keine fiir grofie Beschleunigungen
brauchbare LAGRANGE-Funktion exisitieren, die nur die Orte und Geschwin-
digkeiten der Punktladungen als Variable hat.

Anmerkung: Man kann zeigen, daf§ die retardierten Potentiale (Gln. (4.1) der
Vorl.) fiir eine Punktladung ¢ mit der Bahnkurve ry(¢) in der Bezeichnungsweise
von Abschn. 4.1.2 der Vorlesung mit den sog. LIENARD-WIECHERT - Potentialen

(I)LVV (I‘, t)

1 ( q )
dre], }r —ro(t)| — Lr- I‘o(f)) : %r0(£> 7

le=i(e,t)
. d.. (f
flo q5ro(t)
Apw(r,t) = — - = -
tw (1) 47 (‘r —ro(t)| = L (r —ro(f)) - d%ro(t)

li—i(e,)

iibereinstimmen.' Beriicksichtigt man die Retardierung nur in der Niherung

L L q ¢ (0N
owlnt) ~ 47r66<|r—rg(t)|+202 <8t) r=ro®l |

flo q d
A t — 1ot
wir )~ T ae

und vernachléssigt die Strahlungsreaktion, dann 148t sich die daraus resultierende
elektromagnetische Wechselwirkung von Punktladungen stets durch eine LAGRANGE-
Funktion beschreiben, die nur die Orte und Geschwindigkeiten der Punktladungen
als Variable hat (Landau und Lifschitz, 1966, §65). Bzgl. einer weiteren Vereinfa-
chung siehe (Gerlich, 1993, S. 51).

5.1.2 Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

Um zu einer brauchbaren Definition fiir die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes zu gelangen, untersuchen wir die Leistung, die es an den Uberschuflladungen

Version vom 26. Mirz 2009

IMan beachte die am Schlufl von Abschnitt 4.1.2 erwihnte LORENTZ-Kovarianz der retardierten
Potentiale und berechne sie zunéchst in dem Laborsystem, in dem die Punktladung zum Zeitpunkt
t(r,t) ruht (siehe (Landau und Lifschitz, 1966, §63)).
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75
innerhalb eines beliebigen Gebietes G verrichtet
Jga(r r,t)dV,

E(r V. xH
4wwg( B(r.1) - (V: x H(
(

r,t)z

)=V (B(r,t) xH(r,t))

=H(r;t):

_E(r,{)- %D(r,t)) v,
Ve x E(r, t)

—
- 731‘3(1%)

411y,

—i Jg (B

2D(r,
Unter der Annahme

t)+H(r,t) - %B(r,t) + £V, - (E(r,t) x H(r,t))) dV;
D=¢E, B=puH,
e und p in einer Umgebung von G konstant

—gzamwmn<

_—ng

folgt daraus mit dem GAussschen Satz das sog. POYNTINGsche Theorem
0

)()(

) dV; — [oo 4 (E(r, t) x H(r,1)) - dS, . '
Somit ist folgende Interpretation im Falle (4.20) mit konstanten €, p konsistent:?
E(.t) © &2 (B(r.t) D(r.t) + H(r,t) - B(r,1))
B Energiedichte des (makrosk.) (5:2)
N elektromagnetischen Feldes
s « SE(r,t) x H(r,1)

Energiestromdichte des (makrosk.)
elektromagnetischen Feldes

(5.3)

Nach (5.1) ist die (als endlich vorausgesetzte) Gesamtenergie einer Losung der freien

MAaXWELLschen Gleichungen stets zeitlich konstant. Aus (5.2) und (4.20) ergibt sich
damit als unmittelbare Folgerung

Eine Losung der freien MAXWELLschen Gleichungen mit endlicher Ge-
samtenergie ist identisch Null, falls sie zu irgeneinem Zeitpunkt im gan-
zen R? verschwindet

Version vom 26. Marz 2009

2Natiirlich #indert sich die rechte Seite von (5.1) nicht, wenn man zum Integranden ein quellfreies
Vektorfeld hinzufiigt. Daher sind im Prinzip auch andere Ausdriicke fiir die Energiestromdichte
verwendbar (siche z.B. (Lai, 1981)).



76 KAPITEL 5. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Gesamtenergie des elektrostatischen Feldes (1.5)/(1.6) fiir e = 1 :

[ E(x,t)dV,

Swf< Ve f|r r,|dV) E,(r)dV;

_ 1 r') .
part?lnt. 8m f <f |f' r'| dV/) le EP(r) d‘/r

_ r)p(r)
e N e AV AV

= oo 20 (e iy AVir ) Vs

Die Gesamtenergie des elektrostatischen Feldes stimmt also geméf (5.2) mit der
Arbeit iiberein, die gegen die Kraftwirkung des jeweils bereits aufgebauten Teilfel-
des® geleistet werden muf, um die einzelnen Ladungsanteile nacheinander aus dem
Unendlichen in die vorgesehene Position zu bringen. Dafl dieser Ausdruck fiir eine
Punktladung divergiert, ist nicht verwunderlich.

4.13)

Gesamtenergie des magnetostatischen Feldes (3.3) fiir p=1:

J £t 1)a%: (3.5),4.14) ol f (Vr = dVr/) -B(r)dV;

Zykl. Spatpr.

_ 1 2(r')

e, B J TOtB(r ) (J e ave ) avi
S di [ IDIED i, qV;,.

(31) c ff [r—r’|

Eine dhnliche Interpretation dieses Resultats ist wesentlich schwieriger, da bei suc-
cessivem Aufbau der Stromverteilung die Arbeit zu beriicksichtigen ist, die gegen
das induzierte E-Feld zu leisten ist.

5.1.3 Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes

Um zu einer entsprechenden Definition fiir die Impulsdichte des elektromagnetischen
Feldes zu gelangen, untersuchen wir die Gesamtkraft, die das (makroskopische) elek-
tromagnetische Feld gemaf (2.1) auf die Uberschuiladungen innerhalb eines Gebie-
Version vom 26. Marz 2009

3Bei Beschleunigung der Ladungsanteile mufl zusitzlich die Energie des entsprechenden Strah-
lungsfeldes aufgebracht werden.
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tes G mit div H = 0 ausiibt:

J5 (P, OB(r, 1) + £3(x. 1) x B(r, ) dV;
5.4

EdivD — B><r0tH+B><°'aD dVv
4.15),4 16)€°fg( carD)

’ , ]_
— 4 [,(BdivD-BxrotH+ ¢4 (BxD)+Dx B )dV
~—

?0 DdeV
EleD DxrotE+BdivH —B ><rotH> dv.
~—

= 0

Vorauss.

\o 0\0

/‘\”‘

Da fiir beliebige (hinr. gutartige) Vektorfelder F stets®
FdivF—F xrotF = FdivF+(F-V)F— 1V (F-F)

Entw.-S.
= X0 (Fle0F + FloFie; — Le;0; (F - F))
-1 €50 (FVF' — 30/F - F)

= Xiediv (XL, (FF = 30(F - F)e)

gilt, ergibt sich daraus mit (5.3), (4.14) und dem GAUSsschen Satz, wieder unter
der Voraussetzung

=+

D=¢E, B=puuH,
e und p in einer Umgebung von G konstant ,

das Resultat:

(p(r,t)E(r,t)+c—c']( ) x B(r,1)) dV; + 8/6”5( t)dv

ot
—Z%/( S T ))-dsr,

Tt < (EJD’ 5{ (E~D+H~B)> (5.5)

(5.4)

wobei:

den sog. MAXWELLschen Spannungstensor bezeichnet. Mit der Interpretation

%S = Impulsdichte des elektromagn. Feldes, (5.6)
c

Version vom 26. Miarz 2009
4Wir benutzen die iibliche Notation:

def def def O
=F,, e =e;, ) = — usw.

Fl
ox
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3
Z T''e; = Stromdichte der j-Komponente des Feldinpulses . (5.7)
=1

gilt also — im Falle (4.20) mit konstanten €, y — das Prinzip Aktio = Reaktion
auch fiir elektromagnetische Wechselwirkung, wenn man die zeitliche Anderung
der Feldimpulse mit in die Bilanz einbezieht.

Abschlieflende Bemerkung:

Bei zeitlich konstantem POYNTING- Vektor S geniigt geméf (5.4) be-
reits die Kenntnis des MAXWELLschen Spannungstensors auf der Ober-
fliche von 0G , um die Gesamtkraft des Feldes auf die in G befindlichen
UberschuBladungen zu bestimmen. Uber die Uberschufladungen selbst
mufl man dazu also dann nichts wissen.

5.1.4 HERTZscher Dipol

Sei p, 7 eine Ladungs- und Stromverteilung im Vakuum (also ¢ = p = 0), die
folgenden Bedingungen geniige:

e Sie ist fiir alle Zeiten eng um den festen Raumpunkt ry herum konzentriert.
e Die Gesamtladung ist Null.
e Das elektrische Dipolmoment ist nicht zeitlich konstant.

Einen sog. HERTZschen Dipol erhilt man dann daraus, wenn man in den retar-
dierten Potentialen (4.1) folgende Ndherungen durchfiihrt:

(i) Ersetzung von 1/ |r —r/| durchl/ |r — ro
(im Hinblick auf den Grenziibergang r — 00).

(ii) TAYLOR-Entwicklung hins. der Zeitargumente von p und 7 nach r’ um r’ = ry
herum bis zum ersten Term, der zur Feldstéirke beitrigt.’

Wegen
’ - _ r ) r —TIp
| r|TA;\EOR|r ro| + (r' — o) E—
und
/p(r’,t—|r—r0|/c)dVr/ = 0
Vorauss.
|- >y

~
=Gesamtladung

Version vom 26. Marz 2009
5Die nidchsten Terme liefern i.a. eine magnetische Dipol- und eine elektrische Quadru-
polstrahlung.
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lautet die entspr. Approximation des Skalarpotentials:

Prorrs (r,1) = 471‘1660 |rr:r?\2 - J (r" = o) %p(r’, t —|r—rol/c)dVi
= B Pt = [r—rol /c). (5.8)

Von j triigt dagegen bereits der erste Term der TAYLOR-Entwicklung (ii) zu B bei:®

A—HERTZ(r7 t) - Z—ﬁ ‘r,lr0| f.?(r/7t - |I‘ - I'0| /C> d‘/;./
= — o1 'V g/t —|r —rg| /o) AV
oTy R Ve
= A 2P(t—[r—ro /). (5.9)

Kontin-Gl. 47 [r=ro

Fiir das H-Feld ergibt sich gemé8 (5.9), (3.5) und (2.20):

H(r,t) ~ 2 rot (ﬂ—o ! @P(t—|r—r0|/c))

0 4m |[r—ro| Ot
~ ﬁfg4n|rl—r0|vr X %P(tQ— Ir —ro| /c)
= b L2 P(t—|r—ro| /o). (5.10)

Mit der bekannten Formel
grad (F-G)=(Fx(VxG)+(F-V)G)+(Gx (VX F)+(G-V)F)

(siehe Gl. (4.93) von (Liicke, ein)) ergibt sich gemafl (5.8), (5.9) und (2.20) fiir das
E-Feld:
r—00 1

r—r r—r 2
E(r,t) ~ prp \r—r00|2 X <‘r_rg‘ X (%) P(t — |r — ro| /c))
o (5 =) (8)° P — e — ol /0

dme)c? \r7r0|2 |r—ro] ot

1 ;(ﬁ)zp(t_|r_r0|/c) (5.11)

T dmee? [r—ro| \ Ot

1 r-rg <(I’ —1p) - (%)QP(t — |r — 1o /C)>

Entw.S. 47€c? [r—rol®

11 (Q)QP(t — |r —1o| /c).

T dmec? [r—ro| \ Ot

Mit dem Entwicklungssatz folgt daraus geméafi (5.10) und (2.3) fiir die sog. Wel-
lenzone:

r—00 r—r
E(r,t) ~ dupH(r,t) x ——
Ir— o 5.12
r—00 1 r—TIp ( ' )
H(r,t) ~ —ﬁE(r,t> X —.
o v

Fiir den POYNTING-Vektor ergibt sich damit
E(r,t) xH(r,t) ~  [E(r,2)] [H(r,1)] 7=

|r—ro|
2 r—r
N C/ME) |H(I‘,t>| |r—r(0)| 2
= ¢’ o —2 9\2 r—r,
570, SRUAD T [ o) x ()P~ e ol ]

Version vom 26. Marz 2009

SMan beachte, da auch die Niherung (5.8)/(5.9) der LORENTZ-Eichbedingung (2.23) geniigt.
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Entsprechend den Definitionen (5.3) und (2.3) folgt schliefllich fiir die Wellenzone:

2
r —7Typ

roco 1 9\’
~ e s (r —rg) X (&) P(t—|r —ro| /) (5.13)

Ir — r0]5 '

Folgerung: Fiir gesamte Strahlungsleistung (= abgestrahlte Energie pro Zeit-
intervall) Lipnr, (1), die zur Zeit ¢ um ry herum ausgestrahlt wird, ergibt sich” —
ausgehend von (5.8)/(5.9) — geméB (5.2)

Lytgrers (t) = limg_. f@UR(ro) S(I‘, T+ R/C) -dS,

2 JR—
1 9\2 L -
= @ | (a) PO) / PR
O0R(ro) T — o .
- VvV
=l (/ sin3q9d§> »
N 0 ,
523502%1(1,&2)‘:{&:4/3
1 2

()

6mepcd

Version vom 26. Marz 2009

"Man wihle e, in Richtung von (%)2 P(t).




Anhang A

A.1 Hilfsmittel aus der Vektoranalysis

A.1.1 Integrale auf Mannigfaltigkeiten
Das Wegintegral eines Vektorfeldes F(r) iiber das orientierte Wegstiick C ist
et [
/F(r)-dr = / F(r(t)) -r(t)dt,

C 1 \w—/
=dr

wobei (r(t),t1,ty) eine frei wihlbare Parametrisierung von C ist:

Typisches Anwendungsbeispiel:

F(r) = Kraft auf einen Massenpunkt m
— [LF(r)-dr = { Arbeit, die das Kraftfeld F an m

¢ bei Verschiebung langs C verrichtet
(in Parameterform: zeitliche Integration der Leistung).

Das Oberflachenintegral des Vektorfeldes j(r) iiber das orientierte Flichenstiick
S ist

/S 5(r) - dS, /: ( / 7 (x(s,1) - ((%«@ﬁ) x %r(s,t)) ds )t

N J/

=dS,

81
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wobei (r(s, 1), s1, 82, t1, t2> eine frei wihlbare Parametrisierung von S ist:

Typisches Anwendungsbeispiel:
J(r) = Stromdichte
= [53(r)-dS, = {

Gesamtstrom durch &
bei positiver Zahlung in Normalenrichtung .

Das Volumenintegral des Skalarfeldes p(r) iiber das orientierte! Raumgebiet G
ist
fg p(r)dVy
def ( B (st ) (s ) - (or(s,t ) x 2ox(s,t,u) ds)dt)du
- Ju t1 slp » 88 ] at » au » Y )

(. J/

=dVr

wobei (r(s,t,u), s1, S2, t1, ta, U1, uz) eine frei wihlbare Parametrisierung von G ist:

————————————————

;
U9 Wl

ul' tl

S1 S2
Version vom 26. Mirz 2009

!Die Orientierung des Raumgebietes meint eine (konsistente) Einteilung der (lokalen) Vektor-
basen in rechts- und links-héindige (je nach Vorzeichen des Spat-Produktes).
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%r(s,t,u) . (%r(s,t,u) X %r(s,t,u)) >0 (Orientierung) .
Typisches Anwendungsbeispiel:

p(r) = Massendichte
=[5 p(r) = Gesamtmasse innerhalb G .

A.1.2 Mittelwertsitze

Mittelwertsatz fiir Wegintegrale:

/F(r) ~dr = |C|t(r") - F(r') fiir geeignetes r’' € C,
c

def

to
|C|:/ |r(t)|dt Wegldnge .

t1

Mittelwertsatz fiir Oberflichenintegrale:

/](r) -dS, = |S|n(r') - g(r') fiir geeignetes v’ € S,
S
5| & / dS,| Fléicheninhalt .
S

Mittelwertsatz fiir Volumenintegrale:

/p(r) dViy = |G| p(r') fiir geeignetes ' € G,
g

|G| aof / dV, Rauminhalt .
g

A.1.3 Reduktion der Dimension
Hauptsatz fiir Wegintegrale:

C C-Ende
C-Anfang

® (C — Ende) — @ (C — Anfang) = /grad O(r) - dr,
c
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wobei

grad ®(r) oof By in karthesischen Koordinaten .

Aus Haupt- und Mittelwertsatz fiir Wegintegrale ergibtlich folgende koordinatenu-
nabhédngige Darstellung fiir den Gradienten grad ® von ¢ :

e - grad ®(rg) = elil}rlo |C_1€] <<I> (Cc — Ende) — @ (C. — Anfang)) :

Richtungsableitung ,

falls:  sup,.cc |ro — 1|, sup,ec, |€ — t(r)] ~y.

Satz von STOKES:?

}
m Jos A(r) -dr = [crot A(r) - dS,,

oS
wobei
dof a%AZ(r) - %Aw(r)
rot A(r) = | £A4,(r) — 2 A.(r) in karthesischen Koordinaten .
S AE) — 3 Au(r)
z Yy

Aus dem Satz von STOKES und dem Mittelwertsatz fiir Oberflichenintegrale ergibt
sich folgende koorinatenunabhéngige Darstellung fiir die Rotation rot A von A :

1
e-rot A(rg) = lim

A(r) - dr,
10 |Sc| Jos. (x)

falls:  sup,cs, |ro — 1|, sup,cs, |€ — n(r)| =0

Satz von GAuUss:?

f
%}1 | ot -as. = [ aiegtryave,

oG

wobei

div y(r) o (%jz(r) + %jy(r) + %jz(r) in karthesischen Koordinaten .

Version vom 26. Mirz 2009
2Hier bezeichnet S den im Rechtsschraubensinn relativ zur Flichennormalen orientierten
Rand von S.
3Hier bezeichnet G den Rand von G mit aus G heraus zeigenden Flichennormalen.
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Aus dem Satz von GAUSS und dem Mittelwertsatz fiir Volumenintegrale ergibt sich
folgende koorinatenunabhéngige Darstellung fiir die Divergenz div j von j :

1
div g(rg) = lim (r)-dS,,

—0 |G| Jag. J
e——+0

falls:  sup,g, |ro —r| — 0.

A.1.4 Wichtige Aquivalenzen

Ein Vektorfeld F heifit wirbelfrei, oder auch konservativ, falls eine der folgenden
drei dquivalenten Aussagen zutrifft:

1. [.F(r)-dr =0 fiir jeden geschlossenen Weg C .
2. ot F(r) = 0 fiir alle r € R3.

3. F(r) = —grad ®(r) fiir geeignetes Skalarpotential ®(r).

Ein Vektorfeld B heifit quellfres, falls eine der folgenden drei dquivalenten Aussagen
zutrifft:

L. [¢B(r)-dS, =0 fiir jedes geschlossene Flichenstiick S .
2. divB(r) =0 fiir aller € R®.

3. B(r) = rot A(r) fiir ein geeignetes Vektorpotential A(r).

A.1.5 Der NABLA-Operator

Aus mnemotechnischen Griinden schreibt man gern
V.®(r) statt grad ®(r)

mit dem formalen NABLA-Operator

0
def %z
V., = 7y in karthesischen Koordinaten .

9
0z

Entsprechend schreibt man dann auch
V. x A(r) statt rot A(r),

r - J(r) statt divy(r),
V. V. ®(r) statt A, P(r),
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wobei A, , wie iiblich, den LAPLACE-Operator bezeichnet:
A, O(r) ' div (grad @(r))

2\ 2 .
— ((8%)2 + ((%) + (%)2) ®(r) in karthesischen Koordinaten .

Damit lassen sich viele Regeln der Vektoranalysis auf solche der Vektoralgebra
zuriickfithren. Z.B. entspricht die Formel

V x(VxA(r)=V(V-A(r)) — AA(r)
dem Entwicklungssatz

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
Man beachte auch die Formeln

V- (VxAr)=0, Vx(Vd(r))=0,
die den algebraischen Gleichungen
a-(axb),
entssprechen.

axa=0

Fir analytische Skalarfelder schreibt sich mithilfe des NABLA-Operators die
TAYLOR-Entwicklung:

(I)(I‘ + I‘,) _ er"Vr (I)( + I")

A.1.6 Weitere Resultate

Falls p(r) im Unendlichen hinreichend schnell abfillt, gilt die
PoissoNsche Gleichung:

(')

dVy = —4 .
R3 |I'—I'/| ﬂ—lu(r)

Satz von EARNSHAW:

Gegeben: einfaches Gebiet G ,
(i)

zweimal stetig differenzierbares* Skalarfeld U(r), das der sog.
LAPLACE-Gleichung

AU(r) =0
tberall in G geniigt.
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Behauptung: Falls U(r), im Inneren G \ G von G sein Mazimum bzgl. G an-
nimmt, dann ist U(r) iber G konstant.

Fundamentalsatz der Vektoranalysis: Jedes stetig differenzierbare Vektorfeld
F(r) erlaubt eine Zerlequng

F(r) = Fiy(r) + Fs(r)

in ein wirbelfreies (d.h. konservatives) stetig differenzierbares Feld Fi(r) und ein
quellfreies stetig differenzierbares Feld Fo(r) . Falls F(r), div F(r) und rot F(r) im
Unendlichen hinreichend schnell verschwinden, ist

ivF(r F(r’
Fi(r) = —grad / dlv—(r)dvr/ , Fa(r) =rot / MdVrl
rs Am|r — 1’| R

s 4m|r — 1/
die einzige solche Zerlegung, die eine der beiden Zusatzbedingungen

lim |Fi(r)] =0 oder lim |Fy(r)]=0

r|—o0 |r|—o0

(und damit beide ) erfillt.

A.2 Exkurs iiber Spezielle Relativititstheorie

Die Spezielle Relativitdtstheorie basiert auf drei Prinzipien, die in jedem Laborsys-
tem® L gelten:

1. Zeitsynchronisation: Die Uhren in L lassen sich so synchronisieren, dafl
der Betrag ¢ der L-Lichtgeschwindigkeit des Lichtes (im Vakuum) von der
Ausbreitungsrichtung unabhingig ist. Auf diese Weise wird die Gleichzeitig-
keit von Ereignissen im Sinne der L-Mefivorschriften definiert, wenn diese an
unterschiedlichen Labororten stattfinden.

2. LORENTZ-Kontraktion: Die L-Lénge eines mit der L-Geschwindigkeit v
bewegten Standard-Mafstabes ist um den Faktor 1/+, kiirzer als diejenige
eines in L ruhenden,® wobei:

’ | 2 -1/2

def def v

Vv = 7\r| = (1 - (_> ) . (1&'1)
C

Version vom 26. Marz 2009

5Unter einem Laborsystem verstehen wir stets ein Inertialsystem mit den iiblichen Mefvor-
schriften und einem karthesischen Koordinatensystem. Die geméf diesen Vorschriften gemessenen
Groflen werden als L-Groflen bezeichnet.

60b diese Verkiirzung ‘echt’ oder nur ‘scheinbar’ ist, liefe sich nur dann entscheiden, wenn
‘absolute’ Zeitsynchronisation moéglich wére. Entsprechendes gilt fiir die Zeitdilatation.
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3. Zeitdilatation Das Zeitintervall, das eine mit der L-Geschwindigkeit v be-
wegte Standard-Uhr anzeigt, ist um den Faktor 1/, kiirzer als das entspre-
chende L-Zeitintervall (das man an Standard-Uhren abliest, die in L ruhen
und in o.a. Weise synchronisiert sind).

Aus Abb. A.1 enkennt man daraus unmittelbar, dafl ¢ von L unabhéngig ist, so-
wie die Umrechnungsformeln fiir die Raum-Zeit-Koordinaten (ct, x,y, z) eines Er-
eignisses bzgl. L in die Raum-Zeit-Koordinaten (ct’,z’,y/, ') desselben Ereignisses
bzgl. eines Laborsystems L', das sich dadurch ergibt, dal man L drehungsfrei in
gleichformige Bewegung mit der L-Geschwindigkeit ve, versetzt (boostet):

g = 7 (L),
= o (ct—tx),
c Yo (ct — Lx) (A.2)
T = (x’ + %ct’) ,
ct = 7 (ct' + %m’) )

Transformationen geméfl (A.2) bezeichnet man als spezielle LORENTZ- Transfor-
mationen.

(Hinreichend gutartige) Bahnkurven (des Schwerpunktes) physikalischer Teilchen
lassen sich auch mithilfe der %—fachen MINKOWSKI-Bahnldnge

)t /Ot %\/(%xo(t)>2 - <%r(t))2dt 20 e

Y ghey

parametrisieren. Da 7 und somit

d  (dr\'d d
ar \at) @ Tarog

von der speziellen Wahl des Laborsystems L unabhéngig ist, transformiert sich die
sog. Vierer-Geschwindigkeit

. def d
£ 4 (e 570

genau so, wie der Vierer-Ereignisvektor (ct,r(t)). Entsprechendes gilt — auf-
grund der Geschwindigkeitsunabhéngigkeit der Ladung (im Gegensatz zur Masse) —
damit” fiir die Vierer-Stromdichte (cp(t), 3(t)) und fiir die Vierer- Beschleunigung

def d\?
F (g ) (or@)

Version vom 26. Marz 2009

"Fiir den Spezialfall einer Gesamtheit gleichartiger Ladungen, die sich mit gleicher Geschwindig-
keit v bewegen, gilt niamlich (¢p,7) = po V%r(t)(c, v), wobei pg die Ladungsdichte im Ruhesystem
der Ladungstriger bezeichnet.
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Abb. A.1: Vergleich zweier Laborsysteme L und L’.
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Falls I das momentane Ruhesystem (eines Teilchens mit der L-Bahnkurve r(.) zum
L-Zeitpunkt t) ist, gilt offensichtlich®

d .. / /
Ve =1 ) = 0 fiir entspr. ¢ = ¢'(¢)

und somit

d\? d\?
1T e
(’yddt,r’(t’)@) (Ct T (t )) - <07 (@) r (t ) > :
—
gewohnliche L’-Beschleunigung a’(t’)

Bei entsprechender Ausrichtung der raumlichen Koordinatensysteme von L und L',
insbesondere also

d
ar(t) =ve, zum betr. L-Zeitpunkt ¢,

folgt daraus durch spezielle LORENTZ-Transformation (A.2):
B = (oS0t (1) + (1)l + (1)l

und somit

d d 1

-~ —1(t —aly (¥ —a ().

3 (egpr0) =)+ =t
(vgl. FuBnote auf Seite 33 und Anmerkung zu (2.17)). Da in der speziellen Relati-
vitédtstherie der Begriff der Gesamtkraft F | die auf ein Teilchen wirkt, so eingefiihrt
wird, daf3

d Ruhemasse d
F(t) = 3 Mo 7%r(t)&r<t> (A.3)

L-Impuls p(t)
gilt, folgt also:
1
Vdrt)

F(t) =F(t) + F' | (t') falls &r(t) = L-Geschwindigkeit von L'.

Version vom 26. Marz 2009

8In L' stimmt also die momentane Anderungsgeschwindigkeit von 7 mit derjenigen der Zeit
einer (momentan) in L’ ruhenden Standard-Uhr iiberein. Daher bezeichnet man 7 auch als FEi-
genzeit.




A.3. VERSCHIEDENE MASSSYSTEME 91

A.3 Verschiedene Maflsysteme

A.3.1 Allgemeines

Maflsystemkonstanten: Grundsétzlich kénnen die Maflsystemkonstanten

€ Mo, €

willkiirlich festgelegt werden. Allerdings ist dabei zu beachten, dafl z.B. die “La-
dung” ¢ bei verschiedenen Festlegungen fiir ¢, auch verschiedene physikalische
Dimensionen annimmt — was unmittelbar aus dem CouLOMBschen Gesetz folgt.

Kohirente Maflsysteme: Ein Mafisystem heifit kohdrent, falls alle Definiti-
onsgleichungen bei Ersetzung der physikalischen Gréflen durch ihre Einheiten richtig
bleiben. Aus dem CouLOMBschen Gesetz als Definitionsgleichung fiir die elektrische
Ladung (z.B. im GAussschen Mafisystem) wiirde also in einem kohérenten Maflsy-
stem folgen:

Krafteinheit =

1 (Ladungseinheit ) 2

4me;, \ Langeneinheit

Rationale und nichtrationale Maflsysteme: Falls in einem Mafisystem alle
Grundgleichungen rationale Beziehungen zwischen den physikalischen Groflen dar-
stellen, dann nennt man das betreffende Maflsystem rational. Alle anderen Maf-
systeme nennt man nichtrational.

A.3.2 Das GAusssche Maflsystem

Damit sich das CouLOMBsche Gesetz, das hier als Definitionsgleichung fiir die
elektrische Ladung dient, so einfach wie mdoglich darstellt, setzt man
1
r_ = .
‘0 A7
Um fiir die mikroskopischen MAXWELLschen Gleichungen die dort unnotige Unter-
scheidung von H- und B-Feld zu vermeiden, setzt man

po=1.

Um auBerdem das Transformationsverhalten (2.17) durchsichtiger zu machen, setzt

man9

d=1.
GeméB (4.14) und (2.3) ist dann
dr

€=1; jlg=—.
c

Version vom 26. Marz 2009

9E und B erhalten damit gleiche physikalische Dimension!
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Das MafBsystem ist also nichtrational, wie die Grundgleichung (4.16) zeigt. Im
iibrigen wird das Mafsystem als kohérent festgelegt, wobei als Basiseinheiten die
drei mechanischen Einheiten cm, g, s gewédhlt werden. Damit folgt z.B. aus dem
CouLomBschen Gesetz (Definitionsgleichung der Ladung!)

cim - g 3/2

cm = cm 1/zs_1 .
)

Ladungseinheit = g

A.3.3 Das MKSA-System (Teilsystem des SI)

Hier mochte man Einheiten haben, die fiir das Experiment zweckméBig sind. Deshalb
nimmt man — wie in Abschn. 3.1.3 beschrieben — zu den drei mechanischen Einheiten
m, kg, s noch das Ampere als weitere Basiseinheit hinzu. Daher hat man

(Ampere - Sekunden)?
Newton - Meter?

0 L el ~ 8851012

Das CourLoMBsche Gesetz ist dementsprechend nicht mehr als Definitionsglei-
chung fiir die Ladung anzusehen, sondern die Ladungseinheit ist jetzt die abgeleitete

Grofle
Coulomb = Ampere - Sekunde .

Zur Vereinfachung des experimentell so wichtigen FARADAYschen Induktionsgesetzes
legt man
cd=c

fest. Das H-Feld mochte man durch die experimentell leicht zugénglichen Beziehun-
gen (3.19)/(3.6) festlegen. Nach (3.4) und (3.5) ist dementsprechend

e = o
Ho M0(2.3)ﬂ0 coc?

zu setzen. Hier gilt also gemaf (4.14):

A

€n) = €p .

Dieses Maf}system ist rational und kohérent.

A.3.4 Weitere Maflsysteme
Natiirlich kénnen auch andere Festlegungen von €, p, ¢ niitzlich sein. Beispiele: '

Version vom 26. Marz 2009
10Alle drei MaBsysteme sind nichtrational und kohirent. Das HEAVISIDEsche System wird
gewohnlich in der Quantenelektrodynamik benutzt.
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Elektrostatisches (cgs-) System:

1 47
/ / / ) A N
€= C=Cfig=¢ (un somit € o= — )
Elektromagnetisches (cgs-) System:
1
egzm,c’:c,%:l (und somit €y = ¢™?, fig = 4m) .

HEAVISIDEsches System:

1
e=py=1,=1 (undsomitéozl,ﬂozz).

A.4 Ubungsaufgaben''

Aufgabe 1 Es sei durch
=2, ¢=q
eine Transformation der kanonischen Variablen fiir die HAMILTON-Funktion

2

P
H=—4YV
2m (q)

gegeben. Man berechne die Po1ssoN-Klammern, die LAGANGE-Klammern und iiber-
priife, ob die Transformation kanonisch ist.

Aufgabe 2 Man l6se fiir den dreidimensionalen harmonischen Oszillator
1 1 1
(V(I‘) = 5161332 + Ekgyz + 5[%22)

die HAMILTONsche partielle Differentialgleichung und bestimme daraus die Losun-
gen der Bewegungsgleichung.

Aufgabe 3 (Geschwindigkeitsfeld einer reinen Rotationsbewegung)

a) Man bestimme das Geschwindigkeitsfeld v(x), das einer Rotation mit kon-
stanter Kreisfrequenz wy > 0 um die zu e parallele Achse durch F, entspricht.

b) Man zeige, daf} dieses Geschwindigkeitsfeld der Gleichung

&L

fiir jedes einfache Flachenstiick S mit |S| # 0 und konstanter Flichennormalen e
gentigt.

:2&)0

Version vom 26. Marz 2009
"Bei den ersten beiden Aufgaben handelt es sich um einen Nachtrag zur vorangegangenen
Vorlesung MECHANIK von Prof. G. GERLICH.
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Aufgabe 4 (Konservative Zentralfelder) Man zeige, daf ein Zentralfeld der

Form
X

F(x) = U(x)

x|

genau dann konservativ ist, wenn'? eine stetige Funktion f existiert mit

W(x) = f(Ix])-

Aufgabe 5 (Homogen geladene Kugelschale) Gegeben sei eine Ladungsver-
teilung der Form
p(r) = {80 fir r| <R,
sonst .
Man bestimme und skizziere das zugehorige COULOMB-Potential und beschreibe die
Bewegung, die ein geladener Massenpunkt innerhalb des Gebietes |r| < R ausfiihren
wiirde, wenn auf ihn nur die zugehorige elektrostatische Kraft wirken wiirde.

Aufgabe 6 (Feld eines idealen elektrischen Dipols) Das Feld eines im Koor-
dinatenursprung ruhenden ¢dealen elektrischen Dipols mit dem Dipolmoment

P ist p
E(r) = —grad (r—3> :
47eg |r|

Man bestimme den zugehorigen Flufl

/S E(r) - dr

P~e,, S=(z>0)-Anteil von OUg(0),

wobei Ug(0) die Kugel mit dem Radius R um den Koordinatenursprung bezeichnet.

fiir den Fall

Aufgabe 7 (Kraft zwischen homogenen Kugelladungen) Gegeben seien die
Ortsvektoren ry , ry und zwei Ladungsverteilungen p;, py der Form

_nfj —rl <R
p(x) = { () fir [r —r;| < R;,
sonst .
Man zeige, dafl die elektrostatische Kraft, die p; auf p, ausiibt, weder von R;
noch von R, abhéngt, solange

Ur,(r1) NUg,(r1) =10
gilt.

Version vom 26. Miarz 2009

12 Zum Beweis der Notwendigkeit der angegebenen Bedingung untersuche man das Weginte-
gral von F(x) iiber geschlossene Wege, die sich jeweils aus zwei Wegen in radialer Richtung und
zwei Wegen konstanten Abstandes zum Bezugspunkt Py zusammensetzen. Dabei beachte man den
Mittelwertsatz fiir Wegintegrale.
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Aufgabe 8 (Diinner, homogen geladener Stab) Gegeben sei ein unendlich diin-
ner, homogen geladener Stab der Gesamtladung ¢ mit den Endpunkten bei —%egc
und —|—§ex.

a) Man zeige, dal die Menge aller Flachen konstanten elektrostatischen Potentials
mit der Menge aller Rotationsellipsoide, deren Brennpunkte in den Stabenden
liegen, iibereinstimmt.!?

b) Man bestimme das Potential auf der Stabachse explizit als Funktion des Ab-
standes vom Stabmittelpunkt.

¢) Man bestimme das zugehorige elektrostatische Feld im Limes L — oo bei
konstantem ¢/L .

Aufgabe 9 (0-Folgen) Gegeben sei die Funktionenfolge

de() o 1g(yc/e)//g(:lc)dav fire>0,zeR,
€ R

wobei
0 sonst.
Man zeige fiir beliebige stiickweise stetige Funktionen f iiber R :

lim [ 0.(x —xo)f(x)de = 1 lim (f($0+e)+f(x0—e)> :

e—+0 R 2 e—+0

Aufgabe 10 (FARADAY-Effekt) Gegeben sei ein geerdeter idealer Leiter mit ei-
nem abgeschlossenen Hohlraum, in dessen Innereren sich eine Ladung ¢ befinde.

a) Man bestimme die Gesamtladung auf dem Teil der Leiteroberfliche, der den
Hohlraum bildet.

b) Man zeige, dafl die Ladung im Hohlraum keinen Einfluf§ auf die elektrostati-
schen Verhéltnisse aulerhalb des Leiters hat.

¢) Man zeige, dafl die elektrostatischen Verhéltnisse auBerhalb des Leiters keinen
Einflufl auf die elektrostatischen Verhéltnisse im Hohlraum haben.

Version vom 26. Mirz 2009

BDabei beachte man, da die Flichennormale eines Rotationsellipsoids stets den Winkel zwi-
schen den (verldngerten) Brennpunktstrahlen halbiert (siche z.B. LAMBACHER-SCHWEIZER, Ana-
lytische Geometrie, Ernst Klett Verlag, Stuttgart, 1968, Satz 3 auf Seite 55).




96 ANHANG A.

Aufgabe 11 (Punktladung zwischen planparallelen Leiterplatten) Zwei ide-
al leitende Platten seien im Vakuum einander parallel gegeniibergestellt und geerdet,
d.h. ihr elektrostatisches Potential konstant auf Null gesetzt. Die Ausdehnung der
Platten sei grofl im Vergleich zu ihrem Abstand L .

Man bestime das Potential (als unendliche Reihe), das sich einstellt, wenn man
eine Punktladung ¢ genau zwischen die Platten bringt. Auflerdem bestimme man
die auf die Platten influenzierte Gesamtladung.

Aufgabe 12 (Wechselwirkung leitender Kugeln) Gegeben seien zwei leiten-
de Kugeln mit den Radien R; = 2c¢cm und Ry, < R;. Der Abstand der Kugel-
mittelpunkte sei 4cm. Die groflere Kugel sei geerdet, die Gesamtladung der nahezu
punktférmigen Kugel sei eine Amperesekunde.

a) Man bestimme die Ladung auf der grofieren Kugel im Limes Ry — 0 entspr.
1.2.3 der Vorlesung.

b) Man bestimme die Anziehungskraft beider Kugeln im Limes Ry — 0.

¢) Wie grof darf R, in etwa sein, damit die Anziehungskraft bis auf 1% mit der
in b) ermittelten iibereinstimmt?

d) Man bestimme die in Abschn. 1.2.4 der Vorlesung behandelten Kapazitéts-
und Influenzkoeffizienten (in Einheiten des praktischen MaBsystems) fiir diese
Leiteranordnung im Limes Ry — 0.

e) Man iiberpriife fiir diesen konreten Fall die Aussage des GREENschen Rezipro-
zitdtstheorems.

Aufgabe 13 (Relativistischer Bezugssystemwechsel) Eine Probeladung gpope
werde mit konstanter Geschwindigkeit v im elektromagnetischen Feld E(r,t) =
0, B(r,t) = By bewegt, wobei v senkrecht zu By sei.

Man bestimme die Kraft, die das elektromagnetische Feld im Ruhesystem der
Probeladung auf diese ausiibt, nach den Regeln der Speziellen Relativitéitstheorie
(siehe Exkurs dazu) und iiberpriife die Konsistenz mit den Transformationsregeln
geméf Gln. (2.16) der Vorlesung.

Version vom 26. Marz 2009

. def
und somit €¢g = ﬁ ~

. Im iibrigen ist 1Newtonmeter = 1Wattsekunde = 1Voltamperesekunde .

4Im praktischen Mafsystem ist definitionsgemif k = 10_7%
].85. 10712 Amperesekunde

Newton-Meter?
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Aufgabe 14 (Relativistische Bewegungsgleichung) Die relativistische Bewe-
gungsgleichung fiir ein Teilchen der Ruhemasse my > 0, auf das die Gesamtkraft
F(t) wirkt, ist

d d - . def 2
& (g gpr0) = PO 1/ VI=

(vgl. Exkurs tiiber Spezielle Relativitétstheorie). Man zeige:
a) Der Betrag der Geschwindigkeit v () o dr(t) ist immer kleiner als ¢ (wenn
das fiir wenigstens einen Zeitpunkt gilt).

b) Die Geschwindigkeit berechnet sich aus dem Impuls

def
P(t) = wnmov(t)

geméf

v(t)/e = p(t) [\/m3e* + [p(t)]

c¢) Die Richtung der Beschleunigung (%)Qr(t) stimmt dann und nur dann mit
derjenigen von F(t) iiberein, wenn die Geschwindigkeit (zum betr. Zeitpunkt)
entweder senkrecht oder parallel (bzw. antiparallel) zu F(t) ist.

d) Die Leistung, die F(¢) am Teilchen verrichtet, ist

def d
L) =v(0) - F(t) =  (mvine’)
. def
wobel My ) = Yv(m

e) Im Falle™
F(t) = —gprobe grad @ (r(t))

kompensiert die Anderung der kinetischen Energie

def
Exin(t) = mv(t)CQ — moc?

exakt die Anderung der potentiellen Energie gpope® (r(t)); d.h. die relativi-
stische Gesamtenergie

def
Eges = mv(t)CQ + QProbe(I) (I‘(t))

ist zeitunabhéngig.

Version vom 26. Marz 2009
5Geladenes Teilchen im statischen Elektrischen Feld mit Potential ®, ohne Beriicksichtigung
der Strahlungsreaktion.
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f) Der Betrag der Geschwindigkeit berechnet sich aus der kinetischen Energie
Eyin und der Ruhemasse mg geméafl
\/ Eyin (Exin + 2moc?)
(Exin + moc?) .

vl /e=

g) Im Falle'
F(1) = grune o x B (x(1)

ist die kinetische Energie, und damit auch der Betrag des Impulses, zeitlich
konstant.

h) Fiir konstantes B sind dabei Kreisbahnen mit dem Radius

t /
L b
‘QProbeB‘
moglich, den man durch entsprechende Wahl von |p(0)| beliebig einstellen

kann.

Aufgabe 15 (Elementarteilchen) In einem typischen Betatron fiir medizinische
Bestrahlung erreichen Elektronen eine kinetische Energie von etwa 40 MeV ~ 6,4 -
10712 Wattsekunden , wihrend die Ruheenergie eines Elektrons nur 0,511 MeV /c?
betragt.

a) Wie grof} ist die Elektronengeschwindigkeit im Vergleich zur Lichtgeschwin-
digkeit?

b) Wieviele Gaul (10~ Voltsekunden) muf die Stérke eines homogenen B-Feldes
betragen, um die Elektronen auf einer Kreisbahn vom Radius R = 50 cm zu
halten?

c) Wie dndern sich die Verhiltnisse fiir Protonen (Ruhemasse ~ 938 MeV /c?)
gleicher kinetischer Energie?

Aufgabe 16 (Begrenztes elektrisches Querfeld) Gegeben sei ein auf den Be-
reich 0 < x < L beschréanktes elektrostatisches Feld, das dort den konstanten Wert
FEe, annehme. Ein relativistisches Teilchen der Ladung ¢ und Ruhemasse m, werde
mit der Geschwindigkeit vy = vgpe, in dieses Feld eingeschossen. Unter Verwendung
der Bewegungsgleichung

d d d
& (Vir(t)moar(t)> = QProbeE(r7 t) + 4dProbe (&r(t)> X B(I‘, t)
(fiir B = 0) zeige man:

Version vom 26. Marz 2009
16Geladenes Teilchen im statischen magnetischen KraftfluBfeld B, ohne Beriicksichtigung der
Strahlungsreaktion.
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a) Fiir die Endgeschwindigkeit v gilt
v,  qFEAt

- 9
Vg Mo, Vo

wobei At die Zeitdauer bezeichnet, die sich ¢ im Feldbereich aufthélt.
b) Dabei gilt die Ungleichung

(moc)” + (M, vo)” '
(muvoc/L)* = (¢E)?

(At)* <

c) Fiir |¢EL| < my,v verdindert sich daher die z-Komponente der Geschwindig-
keit praktisch nicht und fiir den Winkel €, um den die Richtung des Teilchens
nach Durchlauf geéndert ist, gilt (bei entspr. Vorzeichenkonv.) in sehr guter

Néherung
q EL

5
mvo U

€ =

Aufgabe 17 (THOMSONsche Parabelmethode) Man betrachte die gleiche Si-
tuation wie in der vorigen Aufgabe, fiige nun aber in dem Bereich 0 < 2 < L noch
das konstante KraftfluBfeld B = Be, hinzu.

a) Man bestimme die Ablenkwinkel in entsprechender Néherung.

b) Man zeige, dafl die entsprechenden Bahnpunkte mit x = AL (zu vorgeg. A > 1)

fiir Teilchen unterschiedlicher Geschwindigkeit vy, aber festem Verhéltnis —1
vo

auf Parabeln liegen miifiten.

¢) Man zeige, dafi die entsprechenden Bahnpunkte mit © = AL (zu vorgeg. A > 1)
fiir Teilchen gleicher Geschwindigkeit vy, aber unterschiedlicher Verhéltnisse

L auf Geraden liegen miifiten.
v0

d) Man iiberlege, wie sich mit einer solchen Anordnung die Abhéngigkeit der
Masse von der Geschwindigkeit iiberpriifen 148t."

Aufgabe 18 (B-Feld eines geraden Stromfadens) Gegeben seien eine Lénge
R, ein Stromwert J und eine hinreichend glatte Stromdichte j(r) der Form

3(r) = )(Vy* + 2%)es
die den Bedingungen
p>R=j(p)=0

Version vom 26. Mirz 2009
7Von KAUFFMANN 1918 tatsichlich dazu benutzt.
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und
R
27 [ o) dp =
0
geniigt.
Man zeige, dafl das in Abschnitt 2.1.3 der Vorlesung ermittelte Feld
o Jeg xr 5,
B(r)=———— firy"+2*>R
( ) o' ‘er > r|2 Y

die einzige bzgl. der x-Achse rotationssymmetrische z-unabhéngige Losung der Grund-

gleichungen
rot B =pg, divB=0

der Magnetostatik ist, die im Unendlichen verschwindet.
Man zeige auch, dafl dieses Ergebnis im Einklang mit dem LAPLACEschen Gesetz

~ KO ror x dr’

B(r)

steht,'® wobei C den orientierten Weg bezeichnet, lings dessen der konstante Stom
J flieBt (hier also die z-Achse).

Aufgabe 19 (Transformationsverhalten des elektromagnetischen Feldes)

Man zeige, dal das Transformationsverhalten

E/”(I‘/, t/) = EH(I‘, t) 5 B/”(I‘/, t/) = B”(I‘, t) y
E,J-(rla t,) = Vo (EJ-(I'> t) + Vv X BJ-(r> t)) ) (216)
%
Blﬁﬁﬂ::%(BL@J)—EixEL@JD.
der elektromagnetischen Felder E(r, ), B(r,t) bei Bezugssystemwechsel
vy = (b= Fct) 5 ri=rL,
' =7, (ct =¥ (42)
tatséchlich aus dem LORENTZ-Tensor-Charakter von
0 -lg, -lB, -lE
+1iE, 0 -B. +B
(F") = i ! (2.3)
+-E, +B, 0 —B,

+1E. -B, +B, 0
folgt.

Version vom 26. Marz 2009

I8Man beachte: %d%/ﬁ

— (@ +a?)
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Aufgabe 20 (Elektromotor) Eine starre, ebene Stromschleife werde mit der kon-
stanten, vektoriellen Winkelgeschwindigkeit w = we, in einem konstanten, homo-
genen Kraftfluifeld B = Be, gedreht. Der Flachenvektor des von der Stromschleife
begrenzten ebenen Fliachenstiicks S; zur Zeit t = 0 sei S = Fe, .

a) Man bestimme die in der Leiterschleife induzierte Umlaufspannung

Ut) < /88 (E(r,t) + v(r,t) x B(r,t)) - dr = —% : B(r,t)-dS, (2.18)

b) Man bestimme die Stromstéarke I(¢), fiir die das vorgegebene B-Feld auf die
Leiterschleife das konstante Drehmoment My, = —Me, ausiibt und ver-
gleiche die elektrische Leistung U(¢)I(t) mit der mechanischen, die solch ein
‘Elektromotor’ leistet.

¢) Man diskutiere die Auswirkung des OHMschen Leiterwiderstandes auf die tat-
séchlich zu erbringende elektrische Leistung und deren Abhéngigkeit von der
Kreisfrequenz w .

Aufgabe 21 (Quasi-zweidimensionale Probleme) Gegeben sei eine hinreichend
gutartige statische Ladungsverteilung der Form p(r) = p(z,y) in karthesischen Ko-
ordinaten x,y, z. Man zeige:

a) Obwohl das CouLoMB-Potential

e 1 '
o, (r) % lim / )y,

R—o0 47'('60 Ur(0) |I' — r/|

nicht existiert, existiert das CourLomMmB-Feld

E,(r) = — lim V,— / P gy

R—o0 r47T€0 Ug(0) |I' — I'/’

und besitzt das Potential

D(r) ! /+OO (/M (—2 In /(2 —2')2 + (y — y’)Q) p(z',y') dx’) dy’.

Amey J_oo o

b) Es gilt daher das zweidimensionale Analogon

(@7 +(8))) 1z (12 0 Vo= o+ = P ot i) ay
= 2mp(z,y)

zur Poissonschen Gleichung, was man iiblicherweise formal durch

((aﬁ) . <0ﬁy)> In /27 4 7 = 2m8(x)3(y)

mitteilt.
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Aufgabe 22 (Inneres DIRICHLET-Problem der Kugel) Man bestimme die
GREENsche Funktion

G(r,r') = ! + H(r,r')

fr—v

fiir das innere DIRICHLET-Problem der Kugel
def 3
G={reR’: r|<R}.

Entsprechend Abschnitt 1.3.2 der Vorlesung sind also folgende Bedingungen zu erfiil-
len:

(i) H(r,r') ist beliebig oft differenzierbar fur |r| < R > || ,
(ii) G(r,r') =0 fur |r] < R=|t'],
(i) ApH(r,x') =0 fir [r| < R > || .

Man zeige, dal das elektrostatische Potential ®(r) im Inneren einer — nicht un-
bedingt leitenden — Hohlkugel vom Radius R, in deren Innerem die Ladungsdichte
p(r) vorgegegben ist, fiir r < R stets der Gleichung

o) = 22 s (e ) )

\/|r\2\r’|2—2R2r’-r+R4
1 (|I“2—R2)
T 4r fag ®(r,) R(

|r|2+R2—2r~r

,)3/2 ' dSr’

genugt.

Aufgabe 23 (Rotation eines Vektorfeldes in Kugelkoordinaten) Analogzu
der in der Vorlesung gegebenen Herleitung des Ausdrucks fiir die Divergenz eines
Skalarfeldes in Kugelkoordinaten bestimme man die Rotation eines allgemeinen (hin-
reichend gutartigen) Vektorfeldes j in Kugelkoordinaten.

Man zeige also mithilfe der koordinatenunabhéngigen Definition

e - rot 3(rg) = lim_ ¢ IS_ll Jos, 3(r) - dr

der Rotation und mithilfe des Mittelwertsatzes fiir Wegintegrale sowie des Mittel-
wertsatzes der Differentialrechnung;:

(rOtJ)T = rsilnﬂé% (Sinﬁjw) Tr silnﬁ%jﬁ’
9
(rot9)” = gasd — rar (199)

(rotg)? = L2 (ry") —t0
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Aufgabe 24 (Multipolmomente eines homogen geladenen Stabes) Gegeben
sei ein homogen geladener, unendlich diinner Stab der Lange L mit der Gesamtla-
dung q.

a) Man bestimme die in Abschnitt 1.4.2 der Vorlesung definierten Multipolmo-
mente g, mit [ < 2 fiir den Fall, da} die Stabachse auf der Polarachse des
Kugelkoordninatensystems und ein Stabende im Koordinatenursprung liegt.

b) Wie éndern sich die Verhéltnisse, wenn man den Koordinatenursprung in den
Stabmittelpunkt verlegt?

¢) Man gebe das elektrostatische Potential in Quadrupolndherung an und disku-
tiere den zugehorigen Feldverlauf.

Aufgabe 25 (Potential eines homogen geladenen Kreisringes) Gegeben sei
ein homogen geladener, unendlich diinner Kreisring mit dem Radius R und der Ge-
samtladung ¢. Man bestimme zunéchst das zugehorige elektrostatische Potential
auf der Symmetrieachse und zeige damit analog Abschnitt 1.4.2 der Vorlesung, dafl
das Potential im gesamten Raum durch

B(r, 9, ) = q (1 n i (—(l)n(Qn)! <min {r, R})Qn Py (e 19))

dmegmax {r, R} 2npl)? max {r, R}

gegeben ist, wenn man die Kugelkoordinaten r, 1, ¢ geeignet wiéhlt.

Aufgabe 26 (Wechselwirkung elektrischer Dipole) Gegeben sei eine Folge
von Ladungsverteilungen p. der Form

pe(r) = e ip(r/e),

wobei p(r) eine beliebig differenzierbare, rdumlich begrenzte Ladungsverteilung be-
zeichne mit:
/ p(r)dVy =0.
R3

a) Man zeige, daf8 (im Sinne von Gl. (1.6) der Vorlesung)

. r-P
lim —[)53
e——+0

P, (r) — =0 firr#0

dreg |r

gilt, wobei P, o Jgs T pe(r) dV; jeweils das elektrische Dipolmoment der
Ladungsverteilung p. bezeichnet.
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b) Man zeige," daf die Kraft F, die ein inhomogenes dufleres elektrisches Feld
E..s(r) auf die Ladungsverteilung p.(r) ausiibt, im Limes ¢ — +0 durch

F=(P-V,) E.(r)

|r:0

gegeben ist, wobei:
pY P, unabhingig von €.

¢) Man zeige, dafi das Drehmoment M., das ein duleres elektrisches Feld
E, s(r) auf die Ladungsverteilung p.(r) ausiibt, im Limes € — +0 durch

Mmech =P x Eauﬁ(o)
gegeben ist.

d) Man zeige: Wenn man die Ladungsverteilung p. als in sich starr, aber insge-
samt um jeweils r verschiebbar betrachtet, dann ist ihre potentielle Energie
im dufleren elektrischen Feld E, 4(r) fir e — +0:

Epou(r) = —P - By (r) .

e) Man diskutiere qualitativ die Krifte und Drehmomente, die zwei ideale elek-
trische Dipole aufeinander ausiiben.

Aufgabe 27 (Magnetfeld einer Spule) Durch eine Spule der Lénge | mit N
Wicklungen und Radius R flieBe ein (stationdrer) Strom der Stérke /. Die Symme-
trieachse der Spule sei die z-Achse und das Spulenzentrum stimme mit dem Koor-
dinatenursprung iiberein.

a) Man zeige, dal der Betrag H des Magnetfeldes auf der z-Achse (fiir bel. z) im
Sinne von Abschnitt 3.1.1 der Vorlesung durch

NI 24 1/2 B z—1/2
2\ VR (2122 R (2 1)2)

gegeben ist.

b) Mit welcher Potenz von z fillt das Magnetfeld (auf der Symmetrieachse) im
Unendlichen ab?

Version vom 26. Miarz 2009
9Hierbei verwendet man zweckmiiflig die in Abschnitt 1.4.2 der Vorlesung behandelte Multipol-
entwicklung.
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Aufgabe 28 (Selbstinduktion in quasistationirer Nidherung) In quasista-
tiondrer Ndherung berechnet man das magnetische Feld zeitabhéngiger Strom-
verteilungen nach den Regeln der Magnetostatik.

a) Man zeige mithilfe des BIoT-SAVARTschen (bzw. des LAPLACEschen) Geset-
zes, daB in dieser Ndherungs die elektrische Induktionsspannung, die etwa eine
Spule durch ihr eigenes Magnetfeld erzeugt, proportional zur Stromstirke® ist,
wobei die Proportionalitdtskonstante L (Induktivitéit) nur von der Geometrie
der Stromverteilung abhéngt.

b) Man diskutiere die Auswirkung dieser Selbstinduktion auf den in Aufg. 20
betrachteten ‘Elektromotor’.

Aufgabe 29 (Selbstkraft und Selbstdrehmoment von Strémen) Gegeben sei
eine stationére Stromdichte 3 mit div g = 0, die gemé&fl BIOT-SAVARTschem Gesetz
das magnetische Kraftfluifeld B(r) erzeugt.

a) Man zeige, dafi die Gesamtkraft, die die Stromverteilung geméf Gleichung
(2.1) der Vorlesung auf sich selbst ausiibt, Null ist:

/Rg](r) x B(r)dV; =0.

b) Man zeige, dafl das Gesamdrehmoment, das die Stromverteilung geméfl Glei-
chung (2.1) auf sich selbst ausiibt, bzgl. jeden Drehpunktes Null ist.?!

c¢) Gilt entsprechendes auch im Falle div 3 # 07

Aufgabe 30 (Transformator) Mit [; resp. U; sei der Strom resp. die Spannung
der Primérwicklung, mit I5 resp. Us der Strom resp. die Spannung der Sekundéarwick-
lung eines Transformators bezeichnet (siche Skizze).

I,

[

| |
w 2 — lUQ

1A [ |
==l
= v

A i

L b e _——

Version vom 26. Marz 2009
20Dabei sei der Strom zeitlich verdanderlich, aber an jeder Stelle der Spule von gleichem Betrage.
21 Mithilfe des Entwicklungssatzes und partieller Integration 148t sich das leicht zeigen.
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Die Primérspule bestehe aus n , die Sekundéarspule aus ny dichten Wicklungen. Die
magnetische Permeabilitdt des Eisenkerns sei p. S sei ein einfaches Flédchenstiick,
dessen Rand 0§ (in der Skizze gestrichelt) sich durch folgende Eigenschaften aus-
zeichne:

e)

f)

0S8 verlauft innerhalb des Eisenkerns durch beide Spulen.

0§ stellt eine Feldlinie von H dar, lings derer H rédumlich (nicht zeitlich)
konstanten Betrag hat, der mit dem Mittelwert

_ of 1
Ht) < 51 /. H(r,t) - dS,

iiber typische, zu H senkrechte (etwa durch eine innere Wicklung berandete),
Querschnittsflichen S (entspr. Orientierung) iibereinstimmt (streuungsfrei-
er Transformator).

Man zeige, dafl in quasistationdrer Ndiherung (vgl. Aufg. 28) die Gleichung

H(I‘,t) -dr = (Ilnl — [2%2)
oS

gilt, wenn man die Wirbelstréme innerhalb des Eisenkerns vernachléssigen
kann.

Man zeige, daf fiir typische Querschnittsflichen o.a. Art

d—
[ Bty e = o | )
88[ dt
gilt, wenn man die Hysterese unberiicksichtigt 1&8t.
Man zeige, daf aus a) und b) in guter Niaherung die Gleichungen
IS’ d d
U, = — N —1I —ny—1.
FROTas ™ \ ™M~ " ar?
folgen, wenn man den OHMschen Widerstand der Wicklungen vernachléssigen
kann.??

Wie verdndern sich die Verhaltnisse qualitativ bei Beriicksichtigung der Hys-
terese?

Man erkldre, warum der Eisenkern eines Transformators gewohnlich als Biindel
diinner, fensterférmiger Eisenbleche konstruiert wird.

Man erkldre, wie der typische Brummton eines Transformators entsteht.

Version vom 26. Marz 2009

22Man beachte, dafl dann die angelegte Spannung U; durch die jeweilige Induktionsspannung
kompensiert wird.
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