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Vorwort

Ziel dieser Vorlesung ist es, an einfachen physikalischen Systemen zu zeigen,
wie mathematische Strukturen in der Natur in verschiedenster Gestalt ndherungs-
weise realisiert sind und zu physikalischen Schluifolgerungen herangezogen werden
kénnen. Dabei dient die Vorlesung gleichzeitig als Einfiithrung in die elementaren
mathematischen Methoden der Physik, soweit sie fiir die Vorlesungen Theoretische
Mechanik und FElektrodynamik benotigt werden. Jedoch ist das eigentliche Anliegen
nicht die Mathematik selbst, sondern der kreative Umgang damit — was sicher-
lich nicht bei jedem Studenten auf Gegenliebe stoflen wird. Dementsprechend wird
auch bei Beweisen so weit wie moglich physikalisch-anschaulich argumentiert. Die
Einiibung in prézise formale Beweisfiihrung soll den Mathematikvorlesungen vor-
behalten bleiben. Wer einmal gelernt hat, wie ein strenger mathematischer Beweis
zu fiihren ist, wird keine Schwierigkeiten haben, die hier gegebenen Beweisskizzen
entsprechend umzusetzen.

Warnungen:

1. Das vorliegende Skript ist nicht zum Selbststudium gedacht.

2. Fiir Leute, die sich mit Halbwissen zufrieden geben, ist diese Vor-
lesung denkbar ungeeignet.

Der in der Vorlesung abgehandelte mathematische Stoff sollte als Pensum aufgefafit
werden, das es bis zum Vordiplom abzuarbeiten gilt.

Wichtig: Auch im zweiten Studienabschnitt sollte man sich den Stoff
dieser Vorlesung immer wieder ins Gedéchtnis rufen, da er auch in den
hoheren Vorlesungen stets benotigt wird.

Literaturempfehlung: (Zeidler, 2003; Grosche et al., 2003; Fischer und Kaul, 2001;
Fischer und Kaul, 2004)
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Kapitel 1

Vektorraum-Strukturen

1.1 Physikalische Dreier-Vektoren

1.1.1 RAumliche Translationen

(i) v bezeichne die einfachste Vorschrift, von Py nach P, zu gelangen: In entspre-
chende Richtung eine Strecke entsprechender Liange zuriicklegen.

Dieselbe Vorschrift (durch einen Pfeil entsprechender Richtung und Léange ver-
anschaulicht) 148t sich natiirlich auf jeden anderen Ausgangspunkt P| anwen-

den:
P

P

B
Py

(ii) vy > vy bezeichne die kompliziertere Vorschrift: Erst vy, danach auch noch vy
ausfiithren.

(iii) vy + vy bezeichne die einfachste Vorschrift, von einem gegebenen Anfangs-
punkt P; zum gleichen Ausgangspunkt P, zu gelangen wie geméifl vy > vo:

Py
Vo

v
! Vi + Vo

Py

(iv) Fiir A > 0 bezeichne Av die Vorschrift: In Richtung von v das A-fache der v
entsprechenden Strecke zuriicklegen.

11



12 KAPITEL 1. VEKTORRAUM-STRUKTUREN

(v) —v bezeichne die Vorschrift: In zu v entgegengesetzter Richtung die v ent-
sprechende Strecke zuriicklegen:

(vi) Statt —(Av) wird auch (=) v oder —Av und statt v; 4+ (—v3) auch v; — vy
geschrieben:

1.1.2 Vektorregeln fiir Translationen

In der Praxis wird keine Abweichung von folgenden Regeln bemerkt:

(V1): vy + vy = vy + vy, anschaulich:
V2

Vi

\P]

Anmerkung: Es ist mehr als zweifelhaft, ob sich fiir die reale Welt
die Begriffe ‘gleiche Richtung’ und ‘gleiche’ Strecke konkret so defi-
nieren lassen, daf§ (V1) streng gilt. Die Art der Schwierigkeit kann
man sich verdeutlichen, indem man auf der Erdoberfliche die Gleich-
heit von Richtungen an verschiedenen Ausgangspunkten P, P| mit
der Kompafinadel iiberpriift:

Richtung von v;: Westen,
Richtung von vy: Siiden .
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(V2): vi+va+vs o (Vi + Vva) + vy = vi + (Vo + v3) , anschaulich:

V3 N

Vi

(V3): 0vy = Ovq
(V4): Iv=v

(V5): Mdav & (A Aa) v = Ay (Aov) filr reelle Ay, Ay

def (

(V6): Miv 4+ Xav = (Mv) + (Aav) = (A1 + Ag) v fiir reelle Aq, Ag

(VT7): Avy + Avy = A (vy + vo) fiir reelle A, anschaulich:

Anmerkungen:

e Fiir Vektoren v und reelle Zahlen A Werdeln wir mitunter auch v A
fiir Av oder (falls A # 0) ; bzw. v/ fiir TV schreiben.

e Im Folgenden werden wir, im Sinne von (V3) fiir Ov ia. nur 0
schreiben.

1.1.3 Uberlagerung von Geschwindigkeiten

Auch eine (gleichférmige) Geschwindigkeit v 148t sich durch Angabe einer Richtung
und einer Lénge charakterisieren, wenn eine Zeiteinheit festgelegt ist:!

Richtung von v: Bewegungsrichtung ,
Léange von v: pro Zeiteinheit zuriickgelegte Strecke .

Version vom 26. Marz 2009

Vgl. auch Abschnitt 1.1.5




14 KAPITEL 1. VEKTORRAUM-STRUKTUREN

Bei der Erkldarung der Addition von Geschwindigkeiten wird besonders deutlich,
dafl sich die Charakterisierung von Geschwindigkeiten (ebenso wie die rdumlicher
Translationen) stets auf ein vereinbartes starres Bezugssystem bezieht.?

Seien also A, B vorgegebene starre Bezugssysteme, die sich relativ zueinander
gleichformig drehungsfrei bewegen (z.B. A =Hafen, B =Fihre), und sei C' ein phy-
sikalisches Objekt:

vy : gleichf. Geschw. von B bzgl. A,
vy : gleichf. Geschw. von C bzgl. B,

Vies : gleichf. Geschw. von C bzgl. A,
B Vi+ Vo = Vigg .

A L

Mit v; 4+ v, wird dann i.a. die Geschwindigkeit bezeichnet, mit der sich C' bzgl.
A bewegt.

Mit Av, wobei A > 0, wird die Geschwindigkeit bezeichnet, der die gleiche Rich-
tung wie v, jedoch die A-fache Lénge zukommt.

Mit —v wird die Geschwindigkeit bezeichnet, der die gleiche Linge wie v, jedoch
die entgegengesetzte Richtung zukommt.

Die Schreibweisen (vi) aus 1.1.1 finden auch fiir Geschwindigkeitsvektoren An-
wendung.

Dann werden fiir Geschwindigkeiten, deren Betrag klein im Vergleich zu demje-
nigen der Vakuumlichtgeschwindigkeit (/= 3-10'°2) ist, in der Praxis keine Abwei-
chungen von den Regeln (V1)-(V7) aus 1.1.2 festgestellt.”

1.1.4 Uberlagerung von Federkriften

Eine Feder sei zwischen zwei feste Punkte P;, P, eines starren Bezugssystems ge-

spannt:
# F
P, = ===
2 J2)

Dann greift die Feder bei P, mit einer Kraft F an, die durch Angabe von Richtung
und Stirke* zu charakterisieren ist, wobei:

Richtung von F : Richtung von P; nach P;.

Version vom 26. Mirz 2009

2Aus der speziellen Relativititstheorie muf man allerdings folgern, dafl absolut starre Kérper
prinzipiell nicht existieren kénnen.

3Fiir hohere Geschwindigkeiten bereiten dagegen die unterschiedlichen Bezugssysteme A, B
Schwierigkeiten.

4Siehe weiter unten.
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Mit —F bezeichnet man in diesem Falle die Kraft, mit der die Feder (ver-
nachléssigbarer Masse) bei P, angreift.

Wird die Kraftwirkung der betr. Feder bei P, durch zwei weitere Federn kom-
pensiert, die bei P, mit den Kréften Fi, Fy angreifen, dann definiert man

F1+F2d§fFZ E

F, Wk F
—/—* -— e o
- P2 P1

Weiterhin definiert man induktiv

1Fp

(n+1)F

F,

) O o firn=1,,2,...

und schlieflich > F als diejenige Kraft, deren m-faches mit nF iibereinstimmt.

Man wéhlt nun eine Standard-Feder und legt die Stiarke der Kraft, die diese
Feder bei Standard-Auslenkung ausiibt, als Krafteinheit fest. Dann definiert
man:

Stéirke von - F % T Krafteinheit , falls Starke von F = Krafteinheit .
m m
Damit 148t sich eine Federwaage herstellen, an der man die Federstérke ablesen kann.
AF kann man nun fiir bel. A > 0 als diejenige Federkraft definieren, der die gleiche
Richtung wie F, jedoch die A-fache Stéarke zukommt. Mit —F bezeichnet man die
Kraft der in entgegengesetzte Richtung mit gleicher Auslenkung gespannten Feder.

SchlieBlich seien wieder die Schreibweisen (vi) aus 1.1.1 vereinbart.

Dann bemerkt man wiederum in der Praxis keine Abweichung von den Regeln

(V1)—(V7) aus 1.1.2.

Anmerkung: Auf den ersten Blick mogen die Regeln (V1)-(V7) fiir Federkrifte
selbstverstandlich erscheinen. Tatséchlich ist aber bereits der experimentell gefundene
Sachverhalt, dafl sich die gemeinsame Kraftwirkung zweier Federn stets durch die
einer einzigen Feder (in hinreichend guter Ndherung) kompensieren lidfit, keinesfalls
eine logische Notwendigkeit.
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1.1.5 Natiirliche Zuordnungen zwischen physikalischen
Dreier-Vektoren® unterschiedlicher Art

Fir einen Kraftvektor F und einen Translationsvektor x schreibt man auch

Krafteinheit
F=x— ——
Langeneinheit
sowie . o
Langeneinheit
X =
Krafteinheit

falls folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:
1. Die x und F entspr. Richtungen stimmen iiberein.
2. Es existiert ein A > 0 mit:
Starke von F = \ Krafteinheit

und
x entspr. Strecke = A Langeneinheit .

Dann stellt man in der Praxis keine Abweichungen von folgenden Regeln® fest:

Krafteinh. Krafteinh. Krafteinh.
(X1 m) (X2 m) = (x1+x2) Tangoncinh. (1.1)
) () g,
(Ax)% _ ) (x %) a3
(AF)% - A(F %) . (14)

Aufgrund dieser Tatsache 1i8t sich die Uberlagerung von Kriiften mithilfe raum-
licher Translationen richtungstreu und lingentreu darstellen (Krdfteparallelo-
gramm):

F,+F,

F,

Version vom 26. Marz 2009

SDer Ubergang zum (physikalisch) dimensionslosen Einheitsvektor gleicher Richtung wird oft

durch ein " iiber dem Vektorsymbol mitgeteilt. Dann gilt also z.B. t def T (im Sinne von 2.1.1).

Ir|
Wir werden jedoch das °, wie vielfach in der Quantenoptik tiblich, nur zur Kennzeichnung von
Operatoren verwenden.
6Man kann zeigen, daf diese Regeln #iquivalent sind zur Isotropie der Uberlagerungsgesetze fiir

Krifte. Man beachte in diesem Zusammenhang auch Aufgabe 10.
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Entsprechende Zusammenhénge — die die Grundlage fiir viele physikalische Anwen-
dungen der Vektorrechnung bilden — gelten z.B. "auch zwischen Geschwindigkeiten
v und rédumlichen Translationen x.

1.1.6 Zusammenfassung

In der Physik treten vielfach gerichtete Groflen (wie z.B. rauml. Translationen, Ge-
schwindigkeiten, Federkrifte usw.) auf, fiir die sowohl Addition als auch Multiplika-
tion mit reellen Zahlen in ‘natiirlicher’ Weise so erklart sind, dafl die Regeln (V1) -
(VT7) aus 1.1.2 in weiten Bereichen bedenkenlos angewendet werden kénnen. Dabei
lassen sich natiirliche Zuordnungen zwischen Vektoren unterschiedlicher physikali-
scher Natur vorteilhaft ausnutzen.

1.2 Mathematische Betrachtungen

1.2.1 Allgemeine reelle Vektorrdume

Entspr. 1.1.6 ist es von Interesse, die durch die Regeln (V1)—(V7) aus 1.1.2 beschrie-
bene Struktur allgemein zu untersuchen und dazu zunéchst zu bezeichnen:

Definition 1.2.1 Unter einem reellen Vektorraum versteht man eine Menge
V' zusammen mit einer Additionsvorschrift und einer Vorschrift zur Multiplikation
mit reellen Zahlen derart, daf

Avi, vi+ve €V fiir alle vi,vy € V und bel. reelle A

und
(V1)~(VT7) aus 1.1.2

gelten. Die Elemente von V nennt man Vektoren?®.

Version vom 26. Mdrz 2009

"Vektoren wie z.B.

ode bezeichnen wir als physikalisch dimen-
Léngeneinheit " Krafteinheit oo Hen Wit Py

sionslos.
8Die Charakterisierung als gerichtete Gréfen betrifft hochstens eine kleine Unterkategorie von
Vektoren.
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1.2.2 Lineare Unabhéngigkeit von Vektoren

Definition 1.2.2 Sei V' ein reeller Vektorraum und sei T eine Teilmenge von V.
Als lineare Hiille von T bezeichnet man dann die Menge L(T) aller Vektoren
v €V, die sich in der Form’

v=ANvi+...+ )\,

mit reellen \,...,\" und vi,...,v, € T darstellen lassen, wobei n eine beliebige
natirliche Zahl ist.

Definition 1.2.3 Sei V' ein reeller Vektorraum. Dann heiflen die Vektoren einer
Teilmenge T von V' linear unabhidngig voneinander, falls L(T") # L(T) fiir jede
echte Teilmenge T" von T gilt. Andernfalls heiffen die Vektoren von T (insgesamt)
linear abhdngig (voneinander). Unter einer Basis wvon V wversteht man eine
Menge T C V' linear unabhdngiger Vektoren mit L(T) =V .

Anschaulich (fiir rdumliche Translationen):

(i) Zwei Vektoren vy, vy sind genau dann linear unabhéngig voneinander,
wenn das ihnen entspr. Parallelogramm

/

\P]

nicht entartet ist, d.h. von Null verschiedenen Flacheninhalt hat.

(ii) Drei Vektoren vy, vy, vs sind genau dann linear unabhéngig vonein-
ander, wenn der ihnen entsprechende Spat

nicht entartet ist, d.h. von Null verschiedenes Volumen hat.

Version vom 26. Mdrz 2009
9Nach (V2) ist die Verwendung von Klammern zur Festlegung einer Additionsreihenfolge auf
der rechten Seite iiberfliissig. Die hochgestellten Ziffern sind gewohnlich als Indizes aufzufassen,

i.a.
also z.B.:a® # a-a-a.
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Lemma 1.2.4

Gegeben: (i) reeller Vektorraum V
(i) Vektoren vy,...,v, €V

Behauptung: Die vq,...,v, sind genau dann linear unabhdngig, wenn zu jedem
ac L ({vy,...,v,}) genau ein n-Tupel reeller Zahlen (a',...a") existiert mit:

a=a'v,+...+a",.

Beweis: Siehe z.B. (van der Waerden, 1966, § 19). i

1.2.3 Endlichdimensionale reelle Vektorraume

Fiir die bisher betrachteten Anschauungsmodelle reeller Vektorrdume ist intuitiv
klar, dafl jeweils eine endliche Basis von V' existiert. Solche Vektorraume lassen sich
besonders leicht allgemein abhandeln; daher:

Definition 1.2.5 Fin (reeller) Vektorraum V' heifit endlichdimensional, falls
eine endliche Zahl von Vektoren vy, ...,v, € V existiert, fir die

LHvi,...,vp}) =V

gilt. Falls mindestens ein Vektor v € V existiert, fiir den v # 0v gilt,'° bezeichnet
man das dabei kleinstmdégliche n als die Dimension (dimV' ) von V.

Beispiele:
(i) dimV = 2 fiir V = {Translat. i.d. Ebene}
(ii) dimV = 3 fiir V = {bel. gleichf. Geschwindigk.}
(iii) Fiir den Teilraum V’ o L({v}) von V gilt

0 falls v =0 (genauer: 0v),
1 sonst .

dim V' = {

Lemma 1.2.6

Gegeben: (i) endlichdim. (reeller) Vektorraum V
(ii) linear unabhingige Vektoren vy,...,v, €V

Behauptung: Dann sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:

Version vom 26. Mdrz 2009
10Sonst setzt man dimV = 0.
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1. {vy,...,v,} ist eine Basis von V .
2. E({Vl,...,vn}> =V.
3. dimV =n.

Beweis: Siche z.B. (van der Waerden, 1966, § 20). g

1.2.4 Spalten-Schreibweise fiir Vektoren

Sei V' ein n-dim. reeller Vektorraum. Dann a8t sich nach Definition 1.2.5 und Lemma
1.2.6 eine Basis {by,...,b,} fest wihlen. Nach Lemma 1.2.4 existiert dazu fiir jeden
Vektor x € V genau ein n-Tupel reeller Zahlen (x!,... z™) mit:

x=2'by+...+2"b, .

Vereinbart man unter diesen Voraussetzungen, auch

1 " 24y
72 o2 2% 4y
N = : (1.5)
xt Azt
x? A2
A _ | (1.6)
z" Ax”

(Beweis als Ubungsvorschlag).

In dieser Darstellungsweise haben offensichtlich alle n-dim. Vektorrdume zu fe-
stem n die gleiche Struktur!

Die natiirliche Verallgemeinerung o.a. Spalten-Schreibweise mit physikalischen
Groflen x!,... 2" gleicher Art und beliebigen physikalischen Gréfien A ist offen-
sichtlich.
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1.3 Physikalische Anwendungsbeispiele fiir die all-
gemeinen Vektorregeln

1.3.1 Schiefe ‘Ebene’

Aufgabe: Ein Rad werde folgendermafien auf einer schrigen Schiene festgehalten:

Man bestimme die Stéarke der Federkraft aus dem Winkel § und der Schwerkraft F,
die auf das Rad einwirkt.

Losung: Mit den Bezeichnungen

Fr df Kraft, die die Feder auf das Rad ausiibt ,

Fy, o Kraft, die die Schiene auf das Rad ausiibt

gilt mit geeigneten Kraftstarken F', Fg, Fy bzgl. der dimensionslosen Einheitsvek-
toren {e; , e} :

Fr = —Ire,
Fz = —Fzey,
F = F(cosfe + sinffey).

Aus der Gleichgewichtsbedingung
F+F;,+Fpr=0
folgt somit
(F cosp—Fr)eg+(...)ea=0
und daraus mit Lemma 1.2.4 das Ergebnis:

Stérke von Fg = (cos (3) Stirke von F' .

Warnung: Dieses Ergebnis gilt i.a. nicht fiir den Fall, dafl die Federkraft auflerhalb
des Radmittelpunktes angreift. Dann stimmt ndmlich die Richtung von F nicht mehr
mit derjenigen von —es iiberein!
Aus Griinden der Systematik vermiedene Schnell-Lésung:

Fr

—F
‘ . » _ Stédrke von Fgp
Fy cos 3 = Stérke von F
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1.3.2 Landeanflug

Aufgabe: Ein Flugzeug befinde sich in der letzten Phase des Landeanflugs:

Y Swind
\ .

— = Landebahn
€1

Der Geschwindigkeitsmesser an Bord des Flugzeugs zeige 80 g tkm 7 an. Man bestimme

die Windgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von den Winkeln j3, ~.

Losung: Mit den Bezeichnungen

VF ' Geschw. d. Flugzeugs relativ zur Luft,
\'%9 o Windgeschwindigkeit ,
v ¥ Geschw. d. Flugzeugs relativ zur Landebahn
gilt nach 1.1.3
V=Vp+Vp. (1.7)
Bzgl. der dimensionslosen Einheitsvektoren e, ey gilt
(v B cos 3 km B — Ccos 7y
v (O) Ve =80 (sinﬁ) Stunde’ ¢ T (—sin7> (1.8)

mit geeigneten Geschwindigkeitsbetrigen v, vr, d.h. (1.7) nimmt die Form

v 80 cos 3 Stu 9o — VUL COS"Y
0 80sin 3 Stlfmde v, sin 7y

. sin _km
an. Daraus folgt v, = SOS1117 Sionde

und somit nach (1.8) das Ergebnis:

sinf  km
sinvy Stunde

Windgeschwindigkeit = 80

Aus Griinden der Systematik vermiedene Schnell-Lésung:

vy, siny = vg sin 8
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1.3.3 Seilspannungen (Spezialfall)
Aufgabe:!'! Ein Gewicht G sei folgendermafien an drei Seilen S, S, S3 aufgehéingt:

g g%

S | 51

3 PN
oY

Man bestimme die Stérke der Krifte F;, die die Seile S; auf G ausiiben, also die
Seilspannungen, aus den Winkeln 9; und der Schwerkraft F, die auf G einwirkt.

Lo6sung: Die Seile S; sind in Richtung der dimensionslosen Einheitsvektoren
b, gespannt, fiir die in der Spaltenschreibweise von 1.2.4 bzgl. der dimensionslosen
Basis {ej, ey, €3}

sin 0 —\% sin 3
b1 = 0 s b2 = Sinﬁg s b3 = _\/Li Sinﬁg (19)
cos U cos Uy cos U5
gilt. Entsprechend 1.1.5 gilt
mit:
Starke von F(j) = F(j) .
Aufgrund der Definitionen von 1.1.4 gilt
F,+F,+F;=—-F.
Mit (1.10) und (1.1),(1.3) folgt hieraus
F1b1+F2b2+F3b3:F63. (111)

Unsere Aufgabe besteht also darin, einen vorgegebenen Vektor, ndmlich — F" ez, nach
einer vorgegebenen schiefwinkligen Basis, hier {by, by, b3}, zu entwickeln! Durch
die spezielle Wahl der Aufhédngung ist die Losung dieser Aufgabe hier besonders
elementar:

Version vom 26. Marz 2009

1Wird in 2.1.3 verallgemeinert.
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Mit (1.9) und (1.5),(1.6) folgt

Fy sint)y — F3 1v/2sinv; =0,
F sindy — F3 21/2sinv; =0, (1.12)
F| costy + F5 cos¥g + F3 cosds = F.

Man kann das Gleichungssystem natiirlich mit dem GAussschen Algorithmus oder
der CRAMERschen Regel'? 16sen. Man sieht aber auch sofort, dafl die ersten beiden

Gleichungen fiir

=1 (%\/QF sin ¥y sin ) |
=1 (3V2F sind;sindy) ,
Fy = % (F sin vy sindy)

erfiillt sind und mit der Wahl

1
A = sin ¥y sin Y cos V3 + 5\/5 (gos 1 sin 9 + sin ¥ cos 19%) sin 5
:sin(1‘9,1+192)

auch die dritte der Gleichungen (1.12) erfiillt ist. Nach Lemma 1.2.4 ist die Losung
eindeutig.

Eine anschauliche Schnell-Losung ist hier schon nicht mehr so naheliegend.

Version vom 26. Marz 2009

12Giehe 2.3.3




Kapitel 2

EukLiDische reelle Vektorraume

2.1 Das Skalarprodukt

2.1.1 Motivation

In den bisherigen Anschauungsmodellen fiir reelle Vektorrdume war jedem Vektor
in natiirlicher Weise eine Mafizahl zugeordnet, die wir mit ||v|| (Norm von v)
bezeichnen wollen, nédmlich:

||x|| Léangeneinheit = entspr. d. rduml. Transl. x zuriickgel. Strecke,

pro Zeiteinh. zuriickgel. Strecke
Zeiteinheit ’
|F|| Krafteinheit = Starke der Kraft F.

|v|| Geschwindigkeitseinheit =

Fiir physikalische Anwendungen ist es oft vorteilhafter, die Betrdge

x| = ||x|| Lingeneinheit
v = || v|| Geschwindigkeitseinheit ,
IF| ¥ ||F| Krafteinheit

USW.
zu verwenden.! Dafiir gilt?
|b| =||b|]] <= b physikalisch dimensionslos.
und?

b E| = |b|E

Version vom 26. Miarz 2009
'Hier bezeichnet natiirlich x eine riuml. Translation, v eine Geschwindigkeit und F eine Kraft.
2GeméB FuBnote 7 von Kapitel 1.

3Entsprechend den Vereinbarungen von 1.1.5.

25
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fiir alle physikalischen Dreier-Vektoren b und physikalischen Einheiten E (> 0).
Fiir rdumliche Translationen ist ‘anschaulich’ klar, dafl der Satz von PYTHAGORAS
gilt:*

|x1 + %2> = [|x1]|* + ||x2|? falls x; L x5.

Nach 1.1.5 gilt die entspr. Beziehung dann auch fiir Geschwindigkeiten, Kréfte usw.

Anschauliche Folgerung: Fiir jedes der bisherigen Anschauungsmodelle fiir
reelle Vektorraume existiert eine Orthonormalbasis {e1, ez, €3}, d.h. es gilt

[\er + A2es + Ney|| = [N + |22 + [ X[

fiir alle (physikalisch dimensionslosen) reellen A', A2, A3

Es gilt also

al

la|| = \/|a1|2 + [a2]> + [a3)® falls: a= | a® | bzgl. (e1,es,e5)

CL3

2

(a',a?, a® phys. dimensionslos) .

H#ufige Aufgabe:® Gegeben sei ein Einheitsvektor e (d.h. |le] = 1)
und ein beliebiger Vektor v gleicher physikalischer Dimension.

Man zerlege v in eine Vielfaches von e und einen zu e senkrechten Vektor:

v=(ev)et+v,.

Anschaulich ist klar, daf (e, v) linear von v abhéngt, d.h.:

(e, \'vi + A?vy) = A (e, vy) + A\ (e, va) . (S1)

Version vom 26. Méarz 2009
4x; L x5 meint: die x; und X, zugeordneten Richtungen sind orthogonal (senkrecht). Entspr.
fiir Geschwindigkeiten, Kréfte usw.
5Vgl. etwa 1.3.1.
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e (e, Ay 4 A2vy) =
Auferdem ist anschaulich klar, dafl
(e',e) = (e, €)

fiir bel. Einheitsvektoren e, €’ gilt:

Daher ist es zweckméfig,
def / 1 /
@) 1) ()
||

fiir bel. p’, v zu definieren, denn dann gilt

(P,v) = (v.,p) (S2)
fiir bel. p’, v, so daf3 (p’, v) auch von p’ linear abhingt.°
Fiir eine Orthonormalbasis gilt natiirlich
1fir j =k,
(e, ex) = { 0 sonst (ON)
woraus mit (S1) folgt, daB:
al bt
(a,b) = a'b! +a’b® +a’b’ falls: a= [ a® |, b= [ b® | bzgl. (e}, ey, e3),
a’ b
(a',..., b phys. dimensionslos) .

Version vom 26. Marz 2009
6Man nennt die Zuordnung p’,v — (p’,v) daher eine (symmetrische) Bilinearform.
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Daraus folgt insbesondere
(v,v) = ||v||? fiir alle v

und somit

(v,v) >0 falls v #0. (S3)

2.1.2 Mathematische Betrachtungen

Definition 2.1.1 Unter einem EUKLIDischen (reellen) Vektorraum V versteht
man einen reellen Vektorraum V', in dem ein (reelles) Skalarprodukt (‘metrische
Bilinearform’) erklirt ist, d.h. eine Zuordnung

p,v— (p',v),
eV cR

die den Bedingungen (S1) — (S3) aus 2.1.1 geniigt (fir alle e, vy, vq,v,v' € V und
A1, Ag € R)

Definition 2.1.2 FEine Basis {ey,...,e,} eines n-dimensionalen, EUKLIDischen
(reellen) Vektorraumes V' nennt man eine Orthonormalbasis, falls sie die Bedin-
gung (ON) aus 2.1.1 erfillt.

Definition 2.1.3 Zwe: Vektoren v, vy eines EUKLIDischen reellen Vektorraumes
V' nennt man senkrecht zueinander (in Zeichen: vi L vy), falls (vi,ve) = 0 gilt.
FEinen Vektor v € V nennt man senkrecht zu einer Teilmenge T von V' (in Zeichen:
v L T), falls (v,p’) =0 fiir alle p’ € T gilt.

Lemma 2.1.4

Gegeben: (i) EukLIDischer reeller Vektorraum V
(ii) Teilmenge T von V
(i) Vektor v #0 aus V

Behauptung: v L T'=v L L(T) = v & L(T).

Beweisskizze: Die erste Implikation folgt aus (S1), die zweite (indirekt) aus (S3).
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Lemma 2.1.5

Gegeben: (i) EukLiDischer (reeller) Vektorraum
(ii) endlichdim. Teilraum V' von V
(i)  Orthonormalbasis {e1,...,e,} von V'’

Behauptung: Zu jedem Vektor v € V ewistiert genau ein Vektor v € V', die
sog. (Orthogonal-) Projektion von v auf V', mit (v — v|) L V'. Dieser ist gegeben
durch:

m

def
M = Z (ej,v) €;.

Jj=1

Beweis: Der angegebene Vektor v besitzt offensichtlich nach (S1) und (S2) die
gewiinschten Eigenschaften. Sei vf‘ ein weiterer solcher Vektor. Dann ist einerseits
v — pi‘ € V', andererseits nach (S1)

((V—pﬁ) - (V—VH)) =(vy—p) LV

Nach Lemma 2.1.4 muf} dann v|| — ph =0, d.h. v=p’ sein. |

Anmerkung: Anwendung von Lemma 2.1.5 auf den Spezialfall V' =V
zeigt:

{e1,...,e,} Orthonormalbasis von V'

= V:Z(ey,v)ey VveV.

v=1

Folgerung 2.1.6 Jede Orthonormalbasis eines Teilraumes V' eines n-dimensionalen
EukLiDischen (reellen) Vektorraumes V' lifit sich zu einer Orthonormalbasis von V'
erganzen.

Beweis: Der Fall V' =V ist trivial. Sei also V/ # V. Dann existiert ein v € V' \ V/
und dafiir ist nach Lemma 2.1.5
def V=V ,
e = —— 1 V.
T v =y
Falls also {eq, ..., e, } Orthonormalbasis von V' ist, so ist {ey,...,emn4+1} Orthonor-
malbasis von ot
V"ZE LV U{enii}) CV.

Falls V" £V, dann existiert nach dem gleichen Argument ein e,, o, fiir das {ey, ...,
€m+2} Orthonormalbasis von

V"LV U {emya))

ist. Nach n — m solchen Schritten ergibt sich entspr. Lemma 1.2.6 die gesuchte Or-
thonormalbasis von V. |
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Lemma 2.1.7

Gegeben: (i) endlichdim., EUKLID. (reeller) Vektorraum V
(ii)  Orthonormalbasis {ey,...,e,} von V
(i)  Vektoren vi,vo € V

Behauptung: Mit
e, v;) firj=12undk=1,...,n

gilt in der Spalten-Schreibweise bzgl. (eq,. .., e,)
v, =| : firj=1,2

und
11,2 02
(V1, Vo) = 00y + 0705 + ... + vy .

In der Spalten-Schreibweise bzgl. einer Orthonormalbasis haben also alle FuU-
KLIDischen (reellen) Vektorrdume gleicher endlicher Dimension die gleiche Struk-
tur!

Definition 2.1.8 Als (EUKLIDische) Norm des Vektors v eines EUKLIDischen
(reellen) Vektorraumes bezeichnet man die reelle Zahl®

VI € (v, v).

Lemma 2.1.9

Gegeben: (i) EUKLID. reeller Vektorraum V
(11) Vi, Vo € \%

Version vom 26. Mdrz 2009
"Vgl. 2.1.1. Eine EUKLIDische Norm |.|| erfiillt stets die sog. Parallelogrammgleichung

2 2 1 2 2
Vall® 4+ Ivall® = 5 (v 4+ val* + 1vi = vall?)

und bestimmt das zugehorige innere Produkt des reellen Vektorraumes V' geméf

1
(viva) = 5 (Ivi +vall* = vi = va*) -
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Behauptung: Es gelten der Satz von PYTHAGORAS®
vi Lvy = |[vi 4 val* = [val* + [Ival*
die Dreiecksungleichung
[vi+ vl < lval[ + [[va]]
und die SCHWARZsche Ungleichung’
(Vi o)l < [[val[ [va] -
In den beiden Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn vy, Vs

linear abhdngig sind.

Beweisskizze:

Zum Satz von PYTHAGORAS:
Vi + vall? = [vi]|* + ||[v2l* + (vi,va) + (va,v1) fiir bel. vi,vo € V.

Zur Dreiecksungleichung:

Vi

: B
V2|

Vi

Zur SCHWARZschen Ungleichung:

Abschlieflende Bemerkung: Im Sinne von 1.1.5 verwendet man fiir
beliebige rdumliche Translationen x;, x5 und bel. physikalische Einheiten
Ey, E5 oft zweckméBig das physikalische innere Produkt

(X1E1> . (XQEQ) déf (Xl, XQ) ElEQ(Léngeneinheit)Q

Version vom 26. Mirz 2009
8Die Umkehrung des Satzes von PYTHAGORAS gilt zwar in reellen, nicht aber in komplexen
Vektorrdumen mit Skalararprodukt.
9Aus der ScHwARzschen Ungleichung folgt, daf zu je zwei Vektoren vi,ve € V jeweils ge-
nau ein Winkel a € [0, 7] existiert mit (vi,vs) = |[v1] ||va| cosa. Aber nur fiir das natiirliche
Skalarprodukt physikalischer Dreier-Vektoren gilt a = Zvq,vs.
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anstelle des mathematischen (x;,x5). Dann hat z.B.!°
v-F =|v|:|F|cos Zx,F

die physikalische Dimension ‘Leistung’, falls v eine Geschwindigkeit und
F eine Kraft ist.

2.1.3 Seilspannungen (allgemeiner Fall)

Aufgabe: Ein Gewicht GG hdnge an drei Seilen, die in Richtung der linear un-
abhéngigen (physikalisch dimensionslosen) Einheitsvektoren by, by, by gespannt sei-
en:

Man bestimme die entspr. Seilspannungen in Abhéngigkeit von der Schwerkraft F,
die auf G wirkt.
Losung: Wegen

F; o |F;| b; = Kraft, die S; auf G ausiibt,

lautet die Gleichgewichtsbedingung:
F + |Fy|b; + |Fo| by + |F3|bs = 0.
Insbesondere gilt also
e;-F+|Fi|es b+ |Fyles-by+|Fsles-b3 =0 Ve

und somit

(SR F

Y
e3 - by
Version vom 26. Marz 2009

10Fs ist also eigentlich das (gewihlte) mathematische innere Produkt, das von der Wahl der
physikalischen Einheiten abhéngt.

Fs| = — falls €3 - b1 = e3-by =0 # ;- by. (2.1)
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Ein geeignetes ez erhélt man z.B., indem man zunéchst eine Orthonormalbasis
{e1,e2} von L ({by, by }) wéhlt und diese dann zu einer Orthonormalbasis {e1, €2, €3}
des R? erweitert:!!

€1 d:ef b17
def by — (el : b2) €1
€9 — )
by — (e; - by) €]
e def bs — (el : bs) € — (92 : bs) €2
3 —_— .
|b3 — (el . bg) e — (eg ) bg) 82|

Die Spannung |F3| von Seil S3 ergibt sich nun durch Einsetzen in (2.1). Die {ibrigen
Seilspannungen ergeben sich schliellich aus der resultierenden Formel durch Permu-
tation der Indizes 1,2,3.

e
Wir verzichten auf eine explizite Angabe der Losung, da sich b? aof 3

e3-b3

mithilfe des Vektorproduktes in vereinfachter Form ergeben wird.'?

2.2 Das Vektorprodukt im 3-dim. EUKLID. Raum

2.2.1 Motivation (Hebelgesetz)

Aufgabe: Zwei starre masselose Stangen seien im Punkt P, frei drehbar gelagert.
Die anderen beiden Enden bei P;, P, seien durch eine unendlich starke masselose
Feder verbunden:'?

\

v

\
&
P
Welche ‘dufleren’ Krifte ¥, Fy diirfen in den Punkten P;, P, angreifen, wenn das
System in Ruhe bleiben soll?

Version vom 26. Miarz 2009
11Vgl. Beweis von Folgerung 2.1.6.
12Das angegebene Verfahren zur Konstruktion der Orthonormalbasis {e;, €2, e3} bezeichnet man
als SCHMIDTsches Orthogonalisierungsverfahren.
13In der Zeichnung haben F; und Fy weder gleiche Richtung noch gleichen Betrag!
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Losung: Da F; 4+ Fz; in Richtung von P; nach P, (oder entgegengesetzt) zei-
gen mufl und da |Fy;| = |Fzs| gelten muB, hat im Gleichgewichtsfalle das von
]TP{ und F; aufgespannte Parallelogramm den gleichen Flicheninhalt wie das von
m und Fy aufgespannte. Dabei liegen beide Parallelogramme in einundderselben
Ebene. Auflerdem miissen die zur Feder parallelen Komponenten von F; und F,
entgegengesetzt gerichtet sein.

All das 148t sich zusammenfassen in der Aussage:
Gleichgewicht <= PyP; x F1 + PyP, x F, = 0.

Dabei ist das physikalische Vektorprodukt x durch

(x1F1) X (x9F5) et [x1, Xo] B E5 Léngeneinheit

fiir bel. rduml. Transl. x;, x5 und bel. phys. Einheiten E}, Ey

mithilfe des mathematischen Vektorproduktes [-,-] definiert, das seinerseits
(anschaulich) durch folgende vier Bedingungen charakterisiert ist:'*

X1,X2 €V = [x1,X] €V, (2.2)

[x1, %2] L x1,%s, (2.3)

[|[x1, %] || (Léngeneinh. )* = Fliche d. v. x; u. X, aufgesp. Parallelogr.,  (2.4)
(xl,xz, [Xl,X2]> Rechtssystem, falls x;, x5 lin. unabh. (2.5)

X1

Rechtssystem (x1, X2, X3) :
X2

X3, \

X2

Linksssystem (x1,X,X3) :
X1

x5 IS

Version vom 26. Mirz 2009

HMEs gilt also z.B.:

|x x F| = |x]| - |F| - |sin Zx, F| .
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2.2.2 Bestimmung des Vektorproduktes

Durch Kombination von Skalar- und Vektorprodukt ergibt sich das sog. Spatpro-
dukt. Fiir dieses gemischte Produkt gilt offenbar!®

X1 - (X2 X X3) = Ox, x,,x; YOlumen des entspr. Spats (2.6)

fiir bel. rduml. Transl. xq, Xo, X3:

X3
Dabeli ist

UX1,X2,X3 -

def | +1 falls (x1,%9,x3) ein Rechtssystem ist,
—1 sonst.

Nach (2.6) ist anschaulich sofort klar, dafl
X1 - (X2 X X3) = Xp - (X3 X X1) = X3 - (X1 X X2) (2.7)
fiir bel. rduml. Transl. x;, X2, x5 gilt. Mit (S1) und (S2) folgt daraus
x-((ea+ b)) xc)=ax-(axc)+px-(bxc)

fiir bel. rduml. Transl. x, a, b und bel. reelle o, 3. Mit Lemma 2.1.7 folgt daraus die
Linearitatseigenschaft

[aa+ Bb,d] — ala ] + 3lb,c]. (K1)
Direkt anschaulich klar sind die Beziehungen
[av b] = _[bv a] (K2)
und'®
ey, €3] = e
[es,e;] = ey | fiir jedes orthonormale (K3)
[e1,es] = e3 [ Rechtssystem (eq,eq,e3) .
ej, €] = 0
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15Mit dem dimensionslosen Einheitsvektor e % ;ziii‘ ergibt sich fiir die Hohe h = x; - e. Nach
(2.4) ist die Grundfliche |S| = |x2 X x3|. Fiir das Volumen h|S| ergibt sich damit (2.6).

16 Aus mathematischer Sicht sind Rechtssysteme vor Linkssystemen nicht grundsitzlich ausge-
zeichnet. Deshalb miiite man prézise folgendermafien vorgehen: Man wéhlt ein Orthonormalsystem
willkiirlich heraus, erkléart dieses zum Rechtssystem und definiert die Vektorprodukte dafiir geméaf
(K3). Durch (K1) und (K2) wird dann diese Definition fiir beliebige Vektoren erweitert. Fiir das
so definierte Skalarprodukt ist dann (xi,x2,x3) definitionsgeméfl genau dann ein Rechtssystem,
wenn Xj - (X2 X x3) > 0 ist. Damit gelten (K3) und (2.8) fiir alle orthonormalen Rechtssysteme
(Beweis als Ubungsvorschlag).
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Aus (K1-3) ergibt sich fiir jedes orthonormale Rechtssystem {e;,es, 3} von V' und
beliebige a,b € V :

al bt a’b® — a*b?
a=|da*]|,b= |V ]| = [ab]l=|d —a'd? bzgl. (e1,eq,€3) . (2.8)
a® b3 a'h? — ab!

Falls die ey, es, e physikalisch dimensionslos sind, gilt (2.8) fiir beliebige physika-
lische 3-er Vektoren a, b mit dem physikalischen Vektorprodukt a x b anstelle des
mathematischen Vektorprodukts [a, b].

2.2.3 Drehmomentbilanzen

Nach dem Ergebnis der Aufgabe von 2.2.1 ist fiir die Wirkung einer Kraft durchaus
wesentlich, in welchem Punkte sie angreift! Falls eine Kraft F im Punkt P angreift,
den man von F, aus durch die rdumliche Translation x erreicht, nennt man

MdéfxxF

das von F bzgl. P, erzeugte Drehmoment'” .

Merkhilfe fiir die Reihenfolge der Vektoren x,F :

Erst muf} der x entsprechende Hebelarm vorhanden sein, bevor man daran
die Kraft F ausiiben kann.

Streng genommen bildet die Menge aller Drehmomente einen neuen Vektorraum,
der jedoch in natiirlicher Weise entspr. 1.1.5 demjenigen der rdumlichen Translatio-
nen zugeordnet ist.

Das Ergebnis der Aufgabe aus 2.2.1 macht folgende Erfahrungstatsache verstind-
lich:

Ein starrer Kérper kann nur dann im Ruhezustand verharren, wenn

1. die Vektorsumme aller am Korper angreifenden (dufieren) Kréfte ver-
schwindet und

2. die Vektorsumme aller (4uleren) Drehmomente fiir jeden Bezugspunkt
P,y verschwindet.

(Bzgl. der Aufteilung in &uBere und innere Krifte vgl. 3.4.3)

Version vom 26. Mirz 2009
"Wir wollen aus Sicherheitsgriinden den Bezugspunkt Py immer explizit angegeben, auch wenn
die Darstellung dadurch — oberflichlich betrachtet — unnétig kompliziert erscheint.
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Anmerkung: Der allgemeinste Bewegungszustand, der beiden Bedingungen genfiigt,
ist derjenige des sog. krdftefreien Kreisels, der erst in der Vorlesung Theoretische
Physik I: Klassische Mechanik behandelt wird; siehe Kapitel 2 von (Liicke, mech).

Es gilt ndmlich:

Lemma 2.2.1

Gegeben: (i) Punkte Py, P}, Py,..., P,
(i) Krdfte ¥Fy,...,F,, die in den Punkten Py, ..., P, angreifen

Behauptung: Im Falle F1 + ...+ F, = 0 stimmt die Vektorsumme aller Dreh-
momente bzgl. Py mit der Vektorsumme aller Drehmomente bzgl. P} tiberein.

Beweis:'®

Z(P(QP,, X Fl,) = Z <(P6P0 + POPV> X FV>

v=1 v=1
<P0P,, X FU> + PPy x Y F, .

v=1

I
M=

1

N
Il

=0

Auflerdem gilt:

Lemma 2.2.2

Gegeben: (i) Punkte Py, ..., P,
(ii) positive Zahlen uy, ..., u,

Behauptung: FEs existiert genau ein Punkt P;, mit folgender Eigenschaft:

Fiir bel. Py, F stimmt die Vektorsumme der Drehmomente bzgl. Py, die die in

den Punkten P, angreifenden Krdfte F, o wF erzeugen, mit dem Drehmoment

bzgl. Py tiberein, das eine in Py angreifende Kraft F ge o (1 + ...+ pn) F erzeugen

wiirde.

Beweisskizze: Die Vektorsumme der Drehmomente der F; bzgl. eines beliebig vor-
gegebenen Py ist

n n NPP)

> vL 04 v

PyP, x u,F | = —_— | x + .o 4w, F.
;_1( 0 0 ) <y§_1 u1+---+un> (11 Fn)

Version vom 26. Méarz 2009

8Mit P, Py bezeichnen wir jeweils die rdumliche Translation, die von P; nach P; fiihrt.
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Bzgl. B, ist Py also durch

— —_—
= ‘LL1P0P1—|—...—|—IUHP0PH
PP = (2.9)
[75 W R o 12
festgelegt. Fiir einen beliebig vorgegebenen anderen Bezugspunkts P} gilt entspre-
chend
/ /
55 wm By Pr+ . 4 pn Py Py
PPy =

n1+ .o+
N N
" (P(;PO n P0P1> Yot (P(gPO n POPl)

u1+ ..o+
—_— SN SN
- (,ul+...+Mn)P6P0+M1PQP1+...+pnP0Pn
S
PPy + PP

(2%9)
P héngt also nicht vom Bezugspunkt F, ab. |

Lemma 2.2.2 macht folgende Erfahrungstatsache verstandlich:

Jeder starre Korper besitzt genau einen Punkt, den sog. Schwerpunkt P,
in dem man sich die gesamte, von einem homogenen Schwerefeld erzeugte,
Schwerkraft angreifend denken kann.

2.2.4 Anwendungsbeispiel (Dreibeiniger Tisch)
Aufgabe: Ein Gewicht G stehe auf einem dreibeinigen Tisch:

«

X
1 X3

Unter Vernachliissigung des Eigengewichts des Tisches' bestimme man die Aufla-
gekrifte der drei Tischbeine.

Version vom 26. Marz 2009
19Bei Einbezug des Tischgewichtes ist lediglich der Auflagepunkt von G durch den Schwerpunkt
des Gesamtsystems (senkrecht iiber Py) zu ersetzen.
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Losung: Mit den Bezeichnungen

F ¢

F

= an G angreifende Schwerkraft
j =4 Zwangskraft des Bodens auf das j-te Tischbein

lauten die Gleichgewichtsbedingungen nach 2.2.3:
F+F, +F,+F;=0, (2.10)

X1XF1—|—X2XF2—|—X3XF3:O. (211)

Aus (2.11) ergibt sich nach innerer Multiplikation mit x3 aufgrund der Zyklizitét
des Spatproduktes
F1 . (X3 XX1)+F2' (Xg XX2> =0.

Fiir die Auflagekréifte
F

pldf = g
! F|
gilt also
Fls, — Fls; =0
und somit g
2

wobei die S die Dreiecksflichen geméf obiger Skizze bezeichnen. Analog ergibt sich

S3
@:Eﬂ.
Da auBerdem nach (2.10)
P+ B} + F) = |F|

gilt, erhalten wir schliellich das plausible Ergebnis

Pl 5

S B
TS A S ST

zunéchst fiir 7 = 1 und somit, aufgrund der Irrelevanz der Wahl der Numerierung,
auch fiir j = 2, 3.
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2.3 Niitzliche Formeln

2.3.1 Teilzusammenfassung

Bzgl. eines orthonormierten Rechtssystems® (e, es, e3) ohne physikalische Dimen-
sion gelten folgende Gleichungen:

a
a=(a-e)e +(a-e)e +(a-es)es=|a?| mita La-e;, (2.12)
3
a
al bt aa' + (bt
ala | +8[0*] = [ad®+00* |, (2.13)
a’ b aa® + Bb3
a bt
a|-|*] = a'b+a®b* +a’’, (2.14)
a? v
al bl CI,2b3 _ a3b2
a2 | x || = [a% —a'b? (2.15)
a3 b3 a1b2 - a2b1
al=vara = /(@) + (@) + (@) (2.16)
Unabhingig von der Basis gelten die Beziehungen
a-b = |a|-|b]-cosZa,b, (2.17)
laxb| = Ja|-|b|-|sinZa,b| (2.18)
und:
alb=|a+b|?=la®>+|b]> PYTHAGORAS, (2.19)
la+b| <|a]+|b|] Dreiecksungleichung, (2.20)

la-b| < |a|]-|b|] ScHWARZsche Ungleichung. (2.21)

2.3.2 Mehrfachprodukte

Man beweist leicht die folgenden einfachen Formeln:?!

a-(axb) = b-(axb)=0, (2.22)

Version vom 26. Marz 2009
20Die Rechtshindigkeit geht nur in (2.15) ein.
2 Aufgrund der Zyklizitit des Spatproduktes lifit sich (2.24) auf (2.23) zuriickfiihren. Die
Riickfithrbarkeit von (2.25) auf (2.23) ist noch evidenter.
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ax(bxc) = (a-c)b—(a-b)c Entwicklungssatz®* |, (2.23)
(axb)-(cxd) = (a-c)(b-d)—(a-d)(b-c), (2.24)
(axb)x(cxd) = (a-(cxd))b—(b-(cxd))a. (2.25)

Fiir das sphérische Dreieck ABC' auf der Kugel (um F)) mit dem Radius R = |a| =
bl = [c|

gilt z.B.%3

cosa = (axb)-(axc) (2.26)

laxb|-|laxc|’
|(axb)x (axc)

i = . 2.27
|sinaf la x b|-|a x c| (2:27)

Aus (2.26) z.B. ergibt sich mit (2.24) und (2.17), (2.18) folgende Formel der sphéri-
schen Trigonometrie:

cos v [sin(Za, b)sin(Za, c)| = cos(£Lb, ¢) — cos(Za, b) cos(Za,c) .

Weitere Formeln dieses Typs findet man z.B. in (Bronstein et al., 2001),

2.3.3 Reziproke Basis und CrAMERsche Regel

Wenn die Einheitsvektoren e; nicht mehr paarweise orthogonal zueinander sind,
gilt (2.12) i.a. nicht mehr! Dagegen gilt fiir jede beliebige Basis {by, b, bs}:

la=(a-b) b+ (a-b?) by+(a-b’) b,

(2.28)

Version vom 26. Marz 2009
%2Nach (K1) und (K2) reicht es offensichtlich, den Entwicklungssatz fiir a,b,c € {e1, ez, ez}
(orthonormales Rechtssystem) zu tiberpriifen.

23N\ def axb ; def axc
Mit e = 55 € = faxe
le x €].

gilt ndmlich nach (2.17) resp. (2.18) cosa = e - € resp. |sina| =
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wobei {b!, b?, b®} die durch?

! def by X b 2 def bz x by 3 def b; x by (2.29)
b1 . (bg X bg) ' b2 . (bg X bl) ’ b3 . (bl X bg)
definierte reziproke Basis bezeichnet, die offensichtlich die Bedingungen
b; - b7 = { 0 sonst (2.30)

erfiillt — aus denen (2.28) sofort folgt; zur Verallgemeinerung auf n-dimensionale
komplexe Vektorrdume siehe Aufgabe 16 von (Liicke, cine).

Nach Definition 2.1.2, (2.30) und (K3) gilt:
b’ = b, fiir j = 1,2,3 <= {by, by, b3} dimensionslose Orthonormalbasis. (2.31)

Nach (2.29) und (2.25) gilt auflerdem

1
b (b*xb?) = —————
( ) b1 . (bg X bg)
insbesondere also nach (2.6):

(bl,bQ,b?’) Rechtssystem <= (by, by, by) Rechtssystem .

(2.28) gibt die Losung des (im Prinzip bereits in 2.1.3 gelosten) Problems der Ent-
wicklung eines beliebigen Vektors a nach einer beliebig vorgegebenen Basis {by, by, b3}
in besonders iibersichtlicher Weise mithilfe der reziproken Basis an. In der Spalten-

schreibweise bzgl. eines orthonormalen Rechtssystems® (e, es, e3) nimmt (2.28)
die Form
ol Bl b\ [ 210! + 2B} + 5B
a | =02 02 02| |22 | Y| 202+ 222 + 22 (2.32)
a? b; by b3 3 103 + 203 + 2303
an mit
' =a-b! — M ,
(2.29) by - (by x bs)
b1 . (a X bg)
?=a-b? = 2.33
(2.29) b1 (b X by) (2:33)

2.29) by - (by X by) "

Version vom 26. Marz 2009
24Die drei Definitionen unterscheiden sich nur durch zyklische Permutation der Indizes 1,2,3.
% Diese Voraussetzung ist wichtig fiir die folgende Gleichung (2.34).
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Daraus erkennt man, daf} (2.28) fiir linear unabhéngige by, by, bs auch die Losung,
néamlich (2.33), des Gleichungssystems (2.32) mit den drei Unbekannten z', 2% x*
angibt.?0

Mit der allgemeinen Definition?”

at bt
det | a®> V> 2 o a-(bxc)
a® b (2.34)

B a'b?cd 4+ bad + a?b?
2.15.2.14) | —alc®h?® — bla2c® — c'b2a?

nimmt (2.33) die Form der sog. CRAMERSCHen Regel an:

Al b bl b al bl bl gl
det | a* b3 b3 det | b2 a3 b3 det | b2 b3 a?
o Neww) L, \wew) o \ww
A A TR

det | 2 b3 b3 det | 03 b3 b3 det | 03 b3 b3

B b B B b

2.3.4 Komplexe Zahlen

Der Korper der komplexen Zahlen 1483t sich als ein reeller EUKLIDischer Vektorraum
C der Dimension 2 auffassen, in dem eine (physikalisch dimensionslose) Orthonor-
malbasis {e;, e} ausgezeichnet und dazu zusétzlich die kompleze Multiplikation

def
(r1e1 +y1e2)(x2e1 +12€2) = (T122 — 1Y) €1 + (T1y2 + T2y1) €
erklart ist. Dann benutzt man fiir die Vektoren auch die Schreibweise
x—l—iydéfxel—i—yeg Vz,y e R (2.35)

und bezeichnet die x + iy als komplexe Zahlen. So gesehen ist die komplexe
Multiplikation

(21 +iyr) (e +iy2) = (x122 — Y1 Y2) + i (21 Y2 + 22 11) (2.36)

eine konsistente Verallgemeinerung der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zah-
len und die Additionsvorschrift fiir komplexe Zahlen ist:

(21 +iy1) + (22 +1y2) = (21 + 22) +i(y1 +12) (2.37)
Version vom 26. Marz 2009
26Bzgl. linear abhiingiger by, by, by siehe z.B. (Campbell und C. D. Meyer, 1991).

2TMan werte a - (b x c) zuniichst unter der Voraussetzung aus, dafl die e; physikalisch dimensi-
onslos sind.
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Ein Spezialfall der komplexen Multiplikation ist

.9 def ..
P2=qi=—1.

Eine niitzliche Interpretation der komplexen Multiplikation erhélt man durch den
Ubergang zur Polardarstellung:

rT+1y

|
|
|
z r+iy=|r+iy|(cosp+isingp).

Mithilfe der Additionstheoreme
sin(a+ ) = sina cos f + cosa sin 3. (2.38)

und
cos (a+ f3) = cosa cos f — sin« sin 3 (2.39)

ergibt sich dann

(eM (cosr +i singy)) (e (cos s + i sin )

536 eMe? ((cos 1 COS g — Sin @y sinwy) + i (cos py sin g + sin @y cos 902)>
(£.90)

= Mt (cos (p1+ @2) + i sin (¢ + @2)) VA1, A2, 02, 00 € R.
(2.40)

Daraus erkennt man:

Die komplexe Multiplikation von z; mit 2; = |z] '?* wirkt sich auf den
25 entsprechenden Vektor folgendermafien aus:

1. Er wird um den Winkel
arg(zy) o 1 mod 27 (2.41)

gedreht?® und

2. seine ‘Linge’ wird mit dem Faktor |z;| multipliziert.

Version vom 26. Marz 2009

ZInsbesondere die Multiplikation mit i bewirkt also eine Drehung um den Winkel 7/2 im ma-
thematisch positiven Sinne (entgegen dem Uhrzeigersinn).
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Aus den {iiblichen Definitionen?’

o0 1 3\
D
vl
cosz = Z; )] z z € (2.42)
. def S (_1)V 2w+1
sinz = ;(21/4—1)!2 J

ergibt sich die sog. EULERsche Formel

¢ =cosz+isinz VzeC (2.43)
und daraus umgekehrt
+iz —iz ‘iz _ iz
cosz:%, sinz:% VzeC. (2.44)
i

Aus der Definition der Exponentialfunktion exp(z) = e folgt auflerdem
ete? =e T VzeC (2.45)

und daraus mit der EULERschen Formel

e (cosp + i singp) = eM? VA o eR. (2.46)

Anmerkung: Man beachte, dafl aus (2.40) auch unmittelbar aus (2.45)
und (2.46) folgt. Mit (2.45) sind also bereits die Additionstheoreme (2.38)
und (2.39) erfafit.

GeméB (2.46) ist anschaulich klar:

=1 = p=0mod2r Vg eR. (2.47)
Version vom 26. Marz 2009
o0
Die hier angegebenen Potenzreihen Z ¢, 2”7 sind fiir alle z € C absolut konvergent:
v=0

’
n

lim sup Z le, 27| =0.

n—-4oo s
n'>n
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Oft werden die Bezeichnungen

R(z+1iy) oy

S(x+1y) Y Imagindrteil von x + iy,
lt+iy| = |re +yey Betrag vonx+ivy,
(x+iy)" O - 1y zu z + 1y konjugiert komplexe Zahl

Realteil von z + 1y,

(fiir z,y € R) und die einfachen Regeln

R(z) = 2 +2'Z — FR(z), (2.48)
) = 5 =986, (2.49)
i
() = =z, (2.50)
1z = #*z, (2.51)
(z122)" = 272, (2.52)
* * * * %
(21/22)" = /5 =2 _22 (2.53)
|22
sowie
2172 = Z2Zz1,
Z1 (ZQ + 23) = Z1 %2 + Z1 %23,
|z122] = |zl |22 ,
arg(zy zo) = argzargz; mod 27,
11/z] = 1/|#|,
arg(z*) = —argzmod 27 = arg(1/z2)

benuzt. Abschliefend sei noch auf folgende Gleichungen hingewiesen:

§R<(:v1+iy1)* (:Ug—l—iy2)> - (2) - (Z) , (2.54)

I T
S((a:l +iyr)" (e + iyg)) = 3. Komponente von | y; | x | y2 | .(2.55)
0 0

Warnung: Man beachte, dal e* mit z € C nur eine Kurzschreibweise fiir
exp(z), den Wert der Exponentialfunktion an der Stelle z ist. Dagegen
hat A* mit A € C\ [0, +00) i.a. nur fiir ganzzahliges z eine eindeutige
natiirliche Definition!
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Kapitel 3

Raumkurven

3.1 Bahnkurve eines Korperpunktes

3.1.1 Beschreibung durch Vektorfunktionen

Problem: Die Position eines (etwa durch einen Farbtupfer) markierten Korper-
punktes P soll in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ beschrieben werden.

Beschreibungsverfahren: Man wihlt ein festes Bezugssystem, in dem man
die Vektorregeln fiir rdumliche Translationen i.w. als giiltig ansehen kann. In diesem
Bezugssystem wéhlt man einen festen Bezugspunkt Fy. Dann beschreibt man den
Aufenthaltsort P(t) von P zur Zeit ¢ durch Angabe des sog. Ortsvektors x(¢), d.h.
durch diejenige rdaumliche Translation, die von Fy aus zu diesem Ort fiihrt:

Py

Da ein noch so fein gekennzeichneter Kérperpunkt ohnehin kein Punkt im mathe-
matische strengen Sinne ist, wird man in der Praxis die Vektorfunktion x(t) stetig
wahlen kénnen, d.h.:

P(t') liegt nahe bei P(t), wenn ¢’ nahe genug bei ¢ liegt.

49
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Mathematisch formuliert:

x(t) heiBt (iiberall) stetig, falls zu jedem ¢t und zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert mit:!
it —t| <0 = |x(t) —x(t')] <.

3.1.2 Geradlinige Bewegung

Man sagt, P fiihre eine geradlinige Bewegung (bzgl. des gewihlten Bezugssy-
stems) aus, falls die Positionen von P nur mit Punkten einer festliegenden Geraden
identifiziert werden:

e P(t)

Bahn Y P,

Das ist (per Def. ) genau dann der Fall, wenn x(¢) von der Form

x(t)=y+ f(t)e, e#0, (3.1)

ist. Die zugehorige Funktion f(¢) nennt man stetig, falls x(¢) stetig ist.
Aquivalente Formulierung;:

Eine Funktion f(t) heifit (iiberall) stetig, falls zu jedem ¢ und zu jedem
e > 0 ein 0 > 0 existiert mit:

t—t]<d=|f(t) = f(t)| <e.

Anschauliche Konsequenz der Stetigkeit fiir die geradlinige Bewegung:

P kann auf dem Wege von P(t) nach P(t') keinen Punkt der Verbin-
dungsstrecke iiberspringen.

Die exakte Formulierung dieses Sachverhaltes beinhaltet der

Satz 3.1.1 (Zwischenwertsatz)

Gegeben: (i) stetige Funktion f(t)
(i) Zeitpunkte ty, 1ty
(ii) reelle Zahl fo zwischen f(t1) und f(ts)

Behauptung:  Es existiert?ein Zeitpunkt t' zwischen t, und to mit f(t') = fo.

Version vom 26. Méarz 2009
'Fiir € und § wird stillschweigend jeweils die passende physikalische Dimension vorausgesetzt.




3.1. BAHNKURVE EINES KORPERPUNKTES o1

Beweisskizze: O.B.d.A. kann f(¢1) < f(¢2) angenommen werden. Dafiir sicht man
leicht, daf

—— inf{t €[t ta] s f(t) > f(t')}

das kleinste ¢’ mit der gewiinschten Eigenschaft ist. 1

Ganz allgemein sieht man leicht:

Lemma 3.1.2

Gegeben: (i)  Ortsvektorfunktion x(t)
(ii) Basis {by,bs, bs}

Behauptung:  x(t) ist genau dann stetig, wenn die drei Funktionen 7 (t) der
Darstellung

T
X(t) = 1’2(t) ngl (bl, bg, b3>
xT

stetig sind.

3.1.3 Elliptische Bewegung

Man sagt, P fiihre eine elliptische Bewegung?® (bzgl. des gewihlten Bezugssy-
stems) aus, falls die Positionen von P nur mit Punkten einer festliegenden Ellipse
identifiziert werden:

Version vom 26. Marz 2009

Im Falle t; < ta, f(t1) < f(t)ist z.B. ¢ def sup {t € (t1,t2) : f(t) < fo} ein solcher Zeitpunkt.

3Im Falle |a] = |b| nennt man die Bewegung von P kreisférmig.
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Das ist genau dann der Fall, wenn rdumliche Translationen a, b,y und eine reell-
wertige Funktion ¢(t) existieren mit?

x(t) =y +cosp(t)a+sinp(t)b, alb, |a]>|bl>0. (3.2)

In diesem Falle ist die Stetigkeit der Bahnkurve dquivalent dazu, dafl sich die—nur
bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 bestimmte—Funktion ¢(t) stetig wihlen
1aBt.”

Aus dem Zwischenwersatz folgt wieder im Falle der Stetigkeit, dafi P auf dem
Wege von P(t) nach P(t') keinen Punkt des verbindenden Ellipsenstiicks auslassen

kann.

Im Hinblick auf das KEPLER-Problem ist es wichtig, die Ellipsengleichung auch
in der Polarform

def

p(t)
x(t) =y +ea+p(t) (cos ¢ (1) % + sin /() %) (3.3)

/ Brennpunkte
zu kennen, wobei
\/lal* = [b[*
¢ dt VLT (3.4)

a]

die sog. numerische Exzentrizitit bezeichnet. Die Exzentrizitéat ist so definiert,

daB aus (3.2)
p(t) + |2ca+ p(t)| = 2]a] VteR,

Version vom 26. Marz 2009

b
AMit x(t) —y = <£(t)> bzgl. {lz, |b|} gilt also fiir die elliptische Bewegung:

n(t)
()

5Vgl. Lemma 3.1.
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folgt.°

Beweis: Mit den Definitionen

p-(t) E p(t), pr(t) = p(t) + 26 p(t)

folgt aus (3.2)
lp=®)> = |(cosp(t) £ €)a+sinpb|?
= (cos®p + 2¢ cos p) la|® + |a]> — |b|* + sin®p |b|?

=—cos2¢p|b|?

= cos?p (|a\2 - |b\2) + (1 +2¢ cos ) |al
————

(14 € cosg)’|al’

und somit
Ip<(t)] = (1 % € cos o) Jal .
Daraus folgt die Behauptung. g

Durch Vergleich von (3.3) und (3.2) ergibt sich die Bedingung

t ? t ’
(e + % oS cp’(t)) + (& sin gp’(t)) =1,
die offensichtlich (mit p(¢) > 0 nur) fir

p(t)zﬁw (e < 1) (3.5)

erfiillt ist,” wenn

p=1|bl*/|al . (3.6)

den sog. Halbparameter bezeichnet.

Setzt man |b|? entspr. (3.6) in (3.4) ein und 16st nach |a| auf, so ergibt sich

o) = 2 (3.7)

1 — €2

Die Stetigkeit von (3.3) ist dquivalent dazu, dafl sich ¢'(t) stetig wahlen 148t.

Version vom 26. Marz 2009
6Das entspricht der bekannten Darstellung der Ellipse als Kegelschnitt (vgl. z.B. REIDT-WOLFF,
Die Elemente der Mathematik, Kurzausgabe Oberstufe, S. 137, Schéningh, Paderborn 1962).

"Wegen €2 = 1 — (|b| /|a])? ist die Bedingung néimlich fquivalent zu

2
1= (lizp) (1— (e cos¢’)?) +2 2l p € cos .

Die irrelevante Losung ist p(t) = 1_7]),(]5) .
— €cos



54 KAPITEL 3. RAUMKURVEN

3.1.4 Parabolische Bewegung

Indem man einen Brennpunkt sowie den Halbparameter p festhélt und den Grenz-
tibergang € — 1 (d.h. |a| — oo) betrachtet, erhdlt man die Polarform der allgemeinen
Parabelgleichung (2. Ordnung)

p(r)=

A\
7 N

+ TS cos o/ (D) C(i 0 (cos¢'(t)e+sing'(t)e), —m<¢(t)<+m, (3.8)

x(t) =y’

(3.9)

aus der sich
(3.10)

ergibt:

Leitlinie

Entsprechend sagt, man P fiithre eine parabolische Bewegung aus, falls die zu-
gehorige Ortsvektorfunktion von der Form (3.8)/(3.9) ist.

Eine vielleicht bekanntere Form der Parabelgleichung ist:®

x(t) = y" - Qip|f<t>|2e +f()e. (3.11)
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» /(t 1—cosy/(t) 1 ing'(t)
8Die Aquivalenz zu (3.8) folgt aus p_ _peose(t) SRk & (t) =— _psing'(t) .
2 l4cos¢'(t) 21+cosp/(t) 2p \ 1+ cosy/(t)
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I t
. - 70

In dieser Darstellung ist die Stetigkeit von x(¢) dquivalent zur Stetigkeit von f(t).

Es gilt wieder die entsprechende Folgerung aus dem Mittelwertsatz.

3.1.5 Hyperbolische Bewegung

Man sagt, P fiihre eine hyperbolische Bewegung (bzgl. des gewéhlten Bezugssy-
stems) aus, falls die Positionen von P nur mit Punkten eines festliegenden Hyper-
belzweigs identifiziert werden:

Das ist (per Def. ) genau dann der Fall, wenn raumliche Translationen a, b,y und
eine Funktion f(t) existieren mit:*
x(t) =y —cosh f(t)a+sinh f(t)b, a Lb, |a] #0# |b]. (3.12)

Version vom 26. Mirz 2009
9Dementsprechend bezeichnet man

sinh ) def €XP (N —2exp (=) resp.  cosh A % exp () +2exp (=X)

als Hyperbelsinus resp. Hyperbelkosinus. Diese Funktionen geniigen der Gleichung

(cosh \)? — (sinh \)? = 1.
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Im Hinblick auf das KEPLER-Problem ist es wieder wichtig, die entsprechende

Polarform
def

s def p(t/)\:
/—y/i\ . a b
x(t) =y —ea+p(t) <cosg0’(t) al + sin ¢/ (t) |b|> (3.13)
zu kennen, wobei
- bl _ _ bl
7 + arctan al < ¢'(t) < +m — arctan al
a a

_ ViaP+[bP (3.14)

al
ergibt sich durch Vergleich von (3.13) und (3.12)

und daraus

= T (2, 1)
t) = ———m— > 1), 3.15
p(t) 1+ € cos () 6(3_14) ( )
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b
Mit x(t) —y = (ggg) bzgl. {:|, M} gilt also fiir die hyperbolische Bewegung;:

(-

1OMit (3.14), (3.13) und (3.12) gilt, der Darstellung der Hyperbel als Kegelschnitt entsprechend:

p(t) — 2eal — [p(t)| = 2]a .
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wieder mit dem Halbparameter'!

_ [bf?

= (3.16)

Setzt man |b|? entspr. (3.16) in (3.14) ein und 16st wieder nach |a| auf, so ergibt
sich nun
—-p
1—e’

Die Stetigkeit von (3.13) ist dquivalent zur Stetigkeit von ¢'(t).

la| = (3.17)

3.2 Geschwindigkeit eines Korperpunktes

3.2.1 Mittlere Geschwindigkeit

Sei P wieder ein Korperpunkt, dessen Position zur Zeit ¢ jeweils mit dem Raumpunkt
P(t) (bzgl. eines festen Bezugssystems entspr. 3.1.1) identifiziert werde.

Als mittlere Geschwindigkeit von P wihrend des Zeitintervalls [t, ¢ + At]
bezeichnet man diejenige gleichférmige (nur solche wurden in 1.1.3 betrachtet)
Geschwindigkeit v (£, ¢ + At), mit der man von P(t) aus nach der Zeitdauer At
den Punkt P(t + At) erreicht:

Vmitt (t, t+ At)At

Fy
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"Die zweite, der Kegelschnitt-Bedingung

Ip(t)] — |p(t) — 2¢al = 2/a|

entsprechende, Losung ist
p

plt) = Cl—ccosg/(t)

Sie beschreibt den zweiten Hyperbelast (gepunktete Kurve) und ist fiir die sog. RUTHERFORD-
Streuung wichtig.



o8 KAPITEL 3. RAUMKURVEN

Aquivalente Definition:

t+ At) —x(t
Vmite. (£, 1 + At) © x(t+ 1) = x(7) ) (3.18)
At
wobei x(t) wieder den Ortsvektor von P zur Zeit t bezeichnet. Die mittlere Ge-
schwindigkeit ist natiirlich nicht vom Bezugspunkt, wohl aber vom Bezugssystem

abhingig.

3.2.2 Momentangeschwindigkeit

In der Praxis wird man die Ortsvektorfunktion x(¢) sogar differenzierbar vorausset-

zen konnen d.h.:
Zu jedem Zeitpunkt t existiert ein Geschwindigkeitsvektor v(t), die sog. Mo-
mentangeschwindigkeit von P zum Zeitpunkt ¢, mit'?

c(r) % 4 x(t) —x(t) (3.19)

def . X(
v(t) =x(t) = &X(t) = t’hmt o
H

v £t

Eine gewohnliche Funktion f(¢) nennt man (iiberall) differenzierbar, wenn die
Vektorfunktion x(t) der geradlinigen Bewegung (3.1) mit bel. y, e differenzierbar
ist. Aquivalente Formulierung;

Eine Funktion f(t) heifit (iberall) differenzierbar, falls zu jedem t der Grenz-
wert

sy def d @t . f() = f@t)
0 S0 i K (3.20)
t £t

Version vom 26. Marz 2009
12Prizise formuliert, meint (3.19): Zu jedem ¢ und zu jedem € > 0 existiert ein § > 0 mit:

x(t) = x(t)
v —t

04t —t|<d = |v(t)—

Die Schreibweise f fiir %f stammt von NEWTON (Sommerfeld, 1964, Seite 5).
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existiert, den man dann als die Ableitung f(t) an der Stelle ¢ bezeichnet.

Mit dieser Definition gilt:

Lemma 3.2.1

Gegeben: (i)  Ortsvektorfunktion x(t)
(11) Basis {bl, bQ, bg}

Behauptung:  x(t) ist genau dann differenzierbar, wenn die drei Funktionen
27 (t) der Darstellung

. d(* z
x(t) = T 2?(t) | = 5{52(?5) bzgl. {by, by, b3} .
X X

Anschauliche Konsequenz der Differenzierbarkeit fiir die geradlinige Bewegung
(3.1):

In jedem Zeitintervall [tq,?s] mufl mindestens ein Zeitpunkt ¢ liegen, fiir
den v(t') = Vi (t1, 2) gilt.

Exakte mathematische Formulierung:

Satz 3.2.2 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Gegeben: (i)  differenzierbare Funktion f(t)
(i) Zeitpunkte tq,ty

Behauptung:  FEs existiert mindestens ein Zeitpunkt t' zwischen ty und to mit

f(ta) — f(t1) ‘

oy =121



60 KAPITEL 3. RAUMKURVEN

Beweisskizze: Da f(ta) — f(t1)
def 2) — /1
o) = f) = = —

die Eigenschaften g(t2) = g(¢1) und

(t—t1)

£lt) = (1)

9(t) =0 = f(t) == —

besitzt, geniigt der Nachweis des Satzses von ROLLE, d.h. der Beweis von Satz 3.2.2
fiir f(t2) = f(t1):

Fiir konstantes f ist nichts zu beweisen. Wenn f nicht konstant ist, dann muf, weil
f stetig ist, eine Stelle im Inneren des Intervalls zwischen ¢; und ¢, existieren, an
der die Funktion entweder ihr Maximum oder ihr Minimum (bzgl. des abgeschlosse-
nen Intervalls) annimmt. An einer solchen Stelle haben aber links- und rechtsseitige
Ableitung unterschiedliches Vorzeichen, miissen also verschwinden, um entsprechend
der Differenzierbarkeitsbedingung gleich zu sein. 1

Warnung: Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt nicht fiir Vek-
torfunktionen.'?

3.2.3 Differentiationsregeln
Die wichtigsten Differentiationsregeln (unter offensichtlichen Voraussetzungen) sind:

1. Linearitdit der Zuordnung f(t) — f(t), d.h.:
& (ws) + Bo0) = a0+ 5300, -

2. Produktregel:

S (10 9(0)) = F0) 9(t) + £ 560), (3:22)

3. Quotientenregel:

- i\ (3.23)

4. Kettenregel:'*

% (g(t)) = g(t) f(t/>|t’:g<t> ’ (3.24)
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137.B. ist bei der gleichformigen Kreisbewegung der Betrag der mittleren Geschwindigkeit stets
echt kleiner als der (konstante) Betrag der Momentangeschwindigkeit.
MHier mufl g(¢) natiirlich zeitwertig sein, wenn f eine Funktion der Zeit ist.
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5. Ableitung der Umkehrfunktion:
d
— )= (3.25)
dt fr®)

Anmerkung: Fiir Variablen ¢ beliebig festgelegter physikalischer Di-
mension und Funktionen f davon definiert man entsprechend:

1oy def d def i f(&) = f(§)
(&) = ac f(€) 5’1—>§ g_¢
§#¢

Dann gilt z.B. die entsprechende Kettenregel

(o) = ) /(500

fiir differenzierbares g entsprechender physikalischer Dimension.

Aus den Regeln (3.21)—(3.24) folgen mit Lemma 3.2.1 und (2.14), (2.15) folgende
Regeln fiir die Differentiation von Vektorfunktionen:

%(O‘X@Jrﬁﬂﬂ) = ax(t)+4y(t), (3.26)
%(g(t)x@)) = g(t)x(t) + glt)%(t), (3.27)
%(X(”‘y“)) = X(t)-y(t) +x(t)-¥(1), (3.28)

%(X@ xy() = () xy(t) +x() x ¥(0), (3.29)
d (x(t) g(t)x(t) — g(t) x(t)
dat \ q(t) - 2 ) (330)
dt (g(t)) (g<t)>
%x(g(t)) = gOX{t),_,. - (3.31)

Spezielle Ableitungen:
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(i) Aus®
. - j_l . j -
-t = Y 47— >
v=0 v=1
Zg 1tJ 1— Vtu+1
J—
= (t2—t1)2t;*1*”t;
v=0
folgt
d J— j—1 def
(i) Sei f(t) = ch ) mit Koeffizienten ¢;, die fiir j — oo hinreichend schnell

j=0
gegen Null konvergieren. Dann folgt aus der Linearitdtseigenschaft:

E 1
ZO dt 332>chj v

(iii) Angewandt auf f(\) = e* liefert (ii) mit (2.42):

d A A
e =e (3.33)

fiir reelle, physikalisch dimensionslose A .

(iv) Entsprechend ergibt sich

d

Y sin A = cosA, (3.34)
d :

I o8 A = —sinA. (3.35)

(v) Fiir die durch
In (eX> LN VAeER

implizit gegebene Umkehrfunktion der Exponentialfunktion folgt aus (3.33)

und (3.25)

d 1
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SHier ist die hochgestellte Zahl jeweils ein Exponent, kein Index.
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(vi) Mit
AW almd v e R NSO,

(fiir ganzzahliges « die iibliche Potenz von \) ergibt sich mit (3.33), (3.36) und
(3.24) in (partieller) Verallgemeinerung von (3.32):

d
avzaxa—l VaeR,A>0. (3.37)

3.2.4 Anwendungsbeispiel (harmonische Schwingung)
Eine Bewegung der Form '°
x(t) =y +cos(wot+¢@o)a+sin(wgt+¢o)b, alb,0<|al>|bl>0 (3.38)

bezeichnet man als eine harmonische Schwingung .

Nach (3.34), (3.35) und Kettenregel gilt

d . o 7T d . T
3 5 ©(t) = H(t) sin (gp(t) + 5) ;g s o(t) = ¢(t) cos (gp(t) + §> . (3.39)
Die zu (3.38) gehorige Momentangeschwindigkeit ist also:
. 7r . T
x(t) = wp (cos (wot + o + 5) a + sin (wo t+ oo+ 5) b) . (3.40)

Man erkennt sofort:

(¢

—X( )‘ = |a], min
wo t

max
t

Version vom 26. Marz 2009
16Die Bewegung ist also im Falle |b| > 0 elliptisch (evtl. sogar kreisférmig), im Falle |b| = 0
linear.
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Im Falle |a|] = |b|, a L b bezeichnet man die harmonische Schwingung als
gleichformige Kreisbewegung zur Kreisfre quenz wy:

Pt

Hier werden die Differentiationsregeln (3.39) anschaulich!

Im Falle b = 0 nennt man die harmonische Schwingung linear, im Falle |a| > |b|
elliptisch.

3.3 Beschleunigung eines Korperpunktes

3.3.1 Definitionen und einfache Beispiele

Sei P wieder ein Korperpunkt, dessen Bahnkurve im Sinne von 3.1.1 durch die Orts-
vektorfunktion x(¢) beschrieben werde. Dabei sei jetzt x(t) 2-mal differenzierbar
vorausgesetzt, d.h. zusétzlich zu x(t) sei auch x(t) differenzierbar. Dann bezeichnet

man ,
.. def d def d .
X(t) = (E) x(t) = Ex(t)
als die (Momentan-) Beschleunigung von P zum Zeitpunkt ¢.

Die Projektion'” %X (t) von %(t) auf die Bahntangente zur Zeit t (=Gerade
durch P(t) parallel %x(t)) bezeichnet man als die Bahnbeschleunigung von P

zum Zeitpunkt ¢. Die zu %x(t) senkrechte Komponente X, () o X(t) — %)(t) von

X(t) bezeichnet man als die Normalbeschleunigung von P zum Zeitpunkt ¢. In
Formeln:

%() = %(t) + %) , %) ock(t), %i(t) %(t)=0 (3.41)
—— ~——
Bahnbeschl. Normalbeschl.

Version vom 26. Marz 2009

17Vgl. Lemma 2.1.5.
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Man sieht sofort (fiir x(¢) # 0):'®

() = ((0)) o (3.42)
,(6) = (O] G (3.43)

Beispiele
(i) Allgemeine Kreisbewegung:

Die Ortsvektorfunktion einer allgemeinen Kreisbewegung ist von der Form

x(t) =R <COS o(t) e; + sinp(t) 62> :

Durch Differentiation folgt

x(t) = Rp(t) <sin (go(t) + g) e; + cos <g0(t) + g)e2>
und somit ,
jo(e)| = P

Erneute Differentiation liefert

x(t) = \Rgb(t) <sin (gp(t) + g) e; + cos (gp(t) + Z) e2>

X (®)
+R (gb(t))2 <sin (p(t) +7) e1 + cos (¢(t) + ) e2>

X1 (t)
und damit SO ()
x(1)]" x(t
X| = — —. 3.44
TR ) S
Daher bezeichnet man allgemein
1 def |XL(t)’ _ 1 i X(t) ‘
pt) k)P [1%()]dt[%(?)]

als (erste) Krimmung und p(t) als Kriimmungsradius der Bahnkurve im
Punkte P(1).

Version vom 26. Marz 2009
18Daf sich (3 42) und 3 43) zu ¥(t) aufsummieren, erkennt man durch Anwendung der Pro-

duktregel auf — ( ol >

. DaB (3.43) senkrecht zu x(¢) ist, folgt entspr. durch Diffe-

rentiation von <§
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Abrupter Kriimmungswechsel:

Beim direkten Ubergang von einer geraden in eine Kreisbahn dndert sich der
Kriimmungsradius abrupt (von oo auf den Kreisradius). Das ist der Grund fiir
den Ruck den Spielzeugeisenbahen am Anfang (und Ende) jeder Schienenkurve
erfahren.

Harmonische Schwingung um Fj:

Die Ortsvektorfunktion der harmonischen Schwingung ist von der Form
x(t) = cos (wot + o) a+ sin (wet + @o) b.

Nach (3.39) und (3.40) ist also die zugehorige Beschleunigung

() = ~lalx) (7 5.0)) . (3.45)

Die Hilfskreise der Ellipsenkonstruktion sind i.a. natiirlich nicht geeignete
Bahnapproximationen in den entsprechenden Beriihrungspunkten:

x(t) = +a = p(t) = %,
_ _ |aP?
x(t) =+tb = p(t) = I

Anmerkungen:

(i) Die Darstellungen (3.42), (3.43), (3.44) gelten natiirlich nur fiir Zei-
ten ¢ mit x(t) # 0.

(ii) Alle mathematischen Uberlegungen iibertragen sich ohne weiteres
auf den Fall, da8 die Bahnpunkte einem anderen Parameter s statt
der Zeit t zugeordnet werden. Nimmt man fiir s die ldngs der
Bahn (von einem Ausgangspunkt aus) zuriickgelegte Wegstrecke,
so spricht man vom Bahntangentenvektor statt von der Mo-
mentangeschwindigkeit.

(iii) Alle Uberlegungen gelten natiirlich auch bei Beschrinkung auf ein
endliches Zeitintervall I, wenn x(¢) nur in einer Umgebung von [
bekannt ist—man denke sich einfach x(¢) auBlerhalb I fir alle ¢
fortgesetzt (gutartig, aber sonst beliebig).
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3.3.2 Eindeutige Bestimmtheit der Bahnkurve durch
Beschleunigung und Anfangsbedingungen

Mit dem Stichwort Anfangsbedingungen bezeichnen wir (wie in 3.2.4) stets die
Vorgabe von Ortsvektor (bzgl. Py) und Momentangeschwindigkeit zu einem gegebe-
nen ‘Anfangs’-Zeitpunkt tg:

x(ty) = %0, X(ty) =vp. (3.46)

Intuitiv ist klar, dafl zwei verschiedene Bahnbewegungen, deren Momentangeschwin-
digkeiten zu jedem Zeitpunkt iibereinstimmen, sich nur durch eine feste Translation
unterscheiden konnen, d.h.:

X1 (t) = %Xo(t) Vt = x3(t) — x2(t) unabhéngig von t. (3.47)

Aus Lemma 3.2.1 erkennt man, daf§ (3.47) dquivalent ist zu:

Lemma 3.3.1  Fiir differenzierbare Funktionen fi(t), fo(t) mit

fit) = fa(t) Wt
existiert stets eine Konstante C' mit

Filt) = fr(t) +C V.

Beweisskizze: Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und aufgrund der
Linearitét (3.21) der Differentiation gilt

(1) = ) = (L) = £0) = (fi(t) = folt)) ¢
défc —:/0_/

fiir geeignetes t' € [0, t]. i

Wendet man (3.47) auf X anstelle von x an, so ergibt sich
X (t) = Xo(t) Vt = %;(t) — %2(t) unabhéngig von t. (3.48)

Folgerung: Zwei Bahnbewegungen stimmen iiberein, wenn sie gleiche Anfangs-
bedingungen erfiillen und ihre Beschleunigungen zu jedem Zeitpunkt iibereinstim-
men, d.h.:

(1) = Xa(t) Vt
t()) = Xg(to) — X1 (t) = Xg(t) Vt. (349)
X1 to) = Xg(to)
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In der Praxis ist es natiirlich ebenso wichtig, zu vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen (3.46) und zu vorgeg. x(t) die Bahnkurve konkret zu bestimmen. Dazu
untersuchen wir zunéchst das folgende vereinfachte

Problem: Von einer differenzierbaren Funktion f(t) sei die Ableitung f(t) be-
kannt und stetig.'” AuBlerdem sei der Wert f(ty) bekannt. Man bestimme f(¢) fiir
alle t > .

Losung: Fiir festes ¢t > ty und eine Unterteilung

<t <...<tp,=t

des Intervalls [to, t] gilt

n

F&) = flto) =) (f(t,) = f(ts—1))

v=1

und somit nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
F(t) = fto) =D J(8)(ty — tumn) (3.50)
v=1

mit geeigneten t/, € [t,_1,1,]:

tlo tll tl tlg e tn =1t

Mit feiner werdender Intervallunterteilung wird es immer unwesentlicher, welche
t!, € [t,—1,t,] man in (3.50) einsetzt; denn:

Lemma 3.3.2

Gegeben: (i) stetige Funktion g(t)
(i) Zeitintervall [to,t]

Version vom 26. Mdrz 2009

9Die Stetigkeit von f(t) ist nicht selbstverstéindlich, wie das Beispiel f(t) = t2 sin(to/t) zeigt.
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Behauptung:  ¢(t) ist gleichmdfig stetig auf [to,t], d.h. zu jedem € > 0
existiert ein 6 > 0 mit:

1" € [to, 1]
v — 1" <o

} = [g(t') —g(t")] <e.

Folgerung 3.3.3

Gegeben: (i) g(t),to,t wie in Lemma 3.3.2
(i) e>0

Behauptung:  Es existiert ein 6 > 0 derart, daf$ fir jede Intervalleinteilung
to<ti <...<t,=tmit

lt, —t,1| <6 firv=1,....n
(n beliebig) und fir jede Auswahl t!,,t! € [t,_1,t,]
elto —t| = Zg(t,u>(tv —ty1) — Zg(t/u/)(tv —ty-1)
v=1 r=1

gilt.

Zumindest fiir stetige g(t) = f(t) gilt also:*

n

¢
/ g)dt ¥ lim sup Z sup  g(t)(t, —t,_1)
to 6—0 to<ti1 <...<tp =1t v—1 tLE[tu—htu]
ty —t,_1 <6

n

= i inf inf t)(t, —t,— 3.51

61—I>% to < t1 <1.n.. <tn=t th{,e[gl—l,tu] g< V)( 1) ( )
tu_tu—l <(5 V=

= f(t)— flto) firg=f. (3.52)

Allgemein nennt man eine Funktion g¢(t) RIEMANN-integrabel (iiber [to,t]),
t
wenn in (3.51) beide Grenzwerte existieren und iibereinstimmen. Den mit [ g(¢') d¢’

to
bezeichneten Grenzwert nennt man dann das bestimmte RIEMANN-Integral von g
tiber [to,t].

Version vom 26. Marz 2009

t
20Fiir jede stetige Funktion g(t) ist das bestimmte RIEMANN-Integral f(¢) ef / g(t")ydt’ (zu
to

festem t() eine Stammfunktion von g(t), d.h. es gilt g(t) = f(t) — wie in der Hauptsatzkantate
von Friedrich Wille (Wille, 1992) besungen.
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Anmerkungen:

t
1. Das Integral / g(t") dt" 148t sich offensichtlich anschaulich als ‘Flichen-
t,

0
inhalt’ deuten:

positiv zéhlen

negativ zdhlen

2. Die (hier nicht in dieser Allgemeinheit begriindete) Aussage

d t
= [ gwyar = g(t)
to

fiir RIEMANN-integrable Funktionen g, die an der betrachteten Stel-
le t stetig sind, wird als Hauptsatz der D:ifferential- und In-
tegralrechnung bezeichnet.?!

3. Bzgl. anderer Integralbegriffe siche Kapitel 2 von (Liicke, fuan).
Mit der {iblichen Definition
t to
/ () dt' & —/ g(t)ydt" firt <ty
t
to 0 fiir ¢ = £,

bleibt der Hauptsatz auch fiir t < ¢y giiltig!

Konsistent mit den bisherigen Ausfithrungen ist die — gem#fl Lemma 3.3.1 er-
laubte — Definition des sog. NEWTON-Integrals?®?

t ft)dt = F(t) = Fit), (3.53)

falls [(t) = f(t) Yt e [min{ty, o}, max{t1,t2}]

auf die wir uns im Folgenden beschrianken wollen.

Version vom 26. Marz 2009
21 Aber selbst fiir stetige Funktionen li8t sich die Stammfunktion nicht immer mithilfe elementa-

sin(\)
A

rer Funktionen ausdriicken. Das ist z.B. fiir die Funktion

der Fall, deren bei 0 verschwindende

Stammfunktion man als Integralsinus bezeichnet.
22Bzgl. der Verallgemeinerung auf Mehrfachintegrale siehe (Mutze, 2004).
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3.3.3 Eigenschaften des Integrals und Konsequenzen fiir das
Anfangswertproblem

Das Integral besitzt offensichtlich die Linearitdtseigenschaft
t t t
[ (ann®)+ 900t =a [ u@)at +56 [ erar @
to to to
sowie die Additivitatseigenschaft
t3 to i3
/ g(t)dt' = / g(t') dt’ +/ g(t) At Vit tyts €R (3.55)
t1 t1 t2
hinsichtlich der Integrationswege. AuBerdem folgt aus (3.51) (fiir ¢; < t5)
h(t) >0 Vi€ [t t]
to to to (356)
= inf g(t)/ h(t)dt < / g(t)h(t)dt < sup g(t’)/ h(t)dt

t'€[t1to] t t t€[t1,t2] t

und somit aufgrund des gewohnlichen Mittelwertsatzes (fiir g(t)):

Satz 3.3.4 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Gegeben: (i) Zeitpunkte t, < tq
(i)  stetige Funktion g(t)
(iii) nichtnegative RIEMANN-integrable Funktion h(t)

to to
Behauptung: / g(t)h(t)dt = g(t’)/ h(t)dt fir geeign. t' € [ty, o]

t1 t1

Hieraus erkennt man (mit (3.54), (3.55)) z.B. die stetige Abhéngigkeit des Integrals

to
/ g(t) dt vom Integranden g(t) sowie von den Integrationsgrenzen ti, t,.
t1

Fiir differenzierbares x(t) ergibt sich mit der (3.53) entsprechenden Definition

to
/ x(t)dt L x(ty) — x(ty) (3.57)
t1
fiir jede Basis {by, by, b3} gemif (3.53) und Lemma 3.2.1:
o () () dt
/ %2 (t) dt = ttlz 2 (t) dt ngl {bl, bg, bg} s (358)
O\E() 2 ad(1) dt
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(1)
wobei: X(t) = il"f2 (t) ngl {bl, bQ, bg} .
(1)

(3.57) auf x anstelle von x angewandt liefert
¢
x(t) = x(ty) +/ x(t) dt’.
t1

Setzt man das in (3.57) ein, so ergibt sich

X(ty) — x(t1) = /: <5<(t1) +/tlt>"<(t’) dt’) dt

und daraus schlieBBlich:

x(ta) = x(t1) + (ts — t1) X(t1) + / : ( /tjx@') dt’) dt . (3.59)

t1

Mit o.a. Stetigkeitseigenschaften des Integrals erkennt man hieraus:

Man muf} x¢, vo und %(t') fiir ¢ € [to, t] nicht genau kennen, um x(t) nihe-
rungsweise zu bestimmen.

Anmerkung: Analoge Definitionen und Resultate gelten natiirlich auch
fiir Integrationsvariable anderer physikalischer Dimension. Dementspre-
chend gilt z.B.

&2
F(©)dg = f(&1) — f(&)
&1
im Sinne der Anmerkung zu den Differentiationsregeln in 3.2.3.

3.3.4 Die NEwTONsche Bewegungsgleichung

Idealisiertes Experiment (in Inertialsytemen): Ein starrer Korper I mit
dem Schwerpunkt P; (vgl. 2.2.3) werde durch die dufleren Krifte Fy,... F,, —F in
Ruhe gehalten. Dann werde als einziger experimenteller Eingriff die Wirkung der
Kraft —F ausgeschaltet.
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Beispiel:

trennen!

Hier miissen insbesondere folgende Voraussetzungen erfiillt sein:

(i) Masse von G < Wagenmasse (wenn man nicht G zum Wagen zihlt),
(ii) Rollwiderstand vernachléssigbar,
(iii) Bahn waagerecht,
(iv) Seile entlang der Waagerechten (durch den Wagenschwerpunkt) ge-
spannt,

(v) Radmassen vernachlissigbar.

Idealisiertes Beobachtungsresultat:

Die durch den experimentellen Eingriff bewirkte Momentanbeschleuni-
gung von P aus der Ruhelage ist fiir IC stets proportional zu F'.

Die entsprechende, fiir IC charakteristische, Proportionalititskonstante m bezeichnet
man als trdge (Ruhe-) Masse® von K:*!

mi(ty) = F fiir x(to) = 0.

Der Begriff der Kraft auf einen Korper in beliebigem Bewegungszustand ist duflerst
problematisch.?

Fiir diese Vorlesung sei angenommen, dieser Begriff sei in befriedigender Weise
geklart und es gelte (in hinreichender Néherung) die NEWTONsche Bewegungs-
gleichung:

mx(t) = F(t),
wobei: m = vom Inertialsystem unabhéngige
triage (Ruhe-)Masse des Korpers, (3.60)
x(t) = Ortsvektorfunktion des Schwerpunktes, '
F(t) = Vektorsumme aller auf den Kérper
zum Zeitpunkt ¢ einwirkenden Kréfte .

Version vom 26. Mirz 2009

ZBUrspriinglich wurde die Masse als Menge der Materie aufgefat (Sommerfeld, 1964, Seiten 3
und 4).

24Hier bezeichnet natiirlich x(¢) die Ortsvektorfunktion von P_ und ¢y den Zeitpunkt des expe-
rimentellen Eingriffs.

2°Das wird z.B. in der Speziellen Relativititstheorie recht deutlich.
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Warnung: Man darf (3.60) nicht als Definition der (Gesamt-) Kraft
auf einen beliebig bewegten Korper auffassen! Ein solcher Kraftbegriff
wire ziemlich nutzlos und auch prinzipiell mit der relativistischen Ge-
schwindigkeitsabhéngigkeit der Masse unvereinbar.

Nach (3.59) und (3.60) héngt die Bahnkurve von Py offensichtlich nur von (Gesamt-
) Masse, Gesamtkraft und Anfangsbedingungen ab. Die genaue Struktur von /& ist
unwesentlich. Interessiert man sich nur fiir die Bewegung von F, nicht jedoch fiir
die zusétzlich moglichen Rotationsbewegungen des Korpers, so ist es also natiirlich,
K idealisiert als Massenpunkt zu betrachten.

3.4 Erhaltungssitze fiir Massenpunktsysteme

3.4.1 Impulssatz/Schwerpunktsatz

Die Grofle p(t) o mx(t) fiir einen Massenpunkt m mit der Ortsvektorfunktion x()

bezeichnet man als den Impuls®® von m zur Zeit t (bzgl. des betr. Bezugssystems).
Damit 1a8t sich (3.60) auch folgendermaBen formulieren:

Die Ableitung des Impulses nach der Zeit stimmt mit der Vektorsumme
aller auf m einwirkenden Kréfte iiberein.

Anmerkung: In dieser Form gilt die Bewegungsgleichung (mit geschwindigkeits-
abhingiger Masse) auch in der Speziellen Relativitéitstheorie (siehe z.B. Kap. 3 von
(Liicke, rel)).

Fiir Systeme von Massenpunkten®” my, ..., m, mit den entspr. Ortsvektorfunktio-
nen xi(t),...,x,(t), auf die entspr. Krifte Fy(¢),...,F,(t) wirken, folgt hieraus
aufgrund der Linearitéit der Ableitung:

Die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses

n

def
P(t) = Zp'f(t):myx,,(t)

v=1

des Massenpunkt-Systems stimmt mit der Vektorsumme

Fo(t) = D F, (1)

Version vom 26. Miarz 2009
26Das Wort Impuls deutet auf den KraftstoB hin, der zur Erzeugung des entsprechenden Be-
wegungszustands aus der Ruhelage heraus notig ist. Dieser Zusammenhang bleibt auch in der
Speziellen Relativitdtstheorie erhalten.
2"Wir identifizieren der Einfachheit halber die Massenpunkte mit ihren Massen.
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aller auf die Massenpunkte einwirkenden Kréfte iiberein:

d
&P(t) = Foes (1)

Speziell ergibt sich daraus der

Impulssatz: Der Gesamtimpuls eines Systems von Massenpunkten ist zeit-
lich konstant, solange die Summe aller am System angreifenden Kréfte ver-
schwindet.

Entspr. Lemma 2.2.2 definiert man den Schwerpunkt des Systems iiber seinen
Ortsvektor

def

def mlxl(t)+...+mnxn(t) M ¥ 4 +m
— = 1 n .

M I

X (1)

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung fiir die einzelnen Massenpunkte ergibt
sich damit konsistenterweise®® diejenige fiir das Gesamtsystem:

Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten
bewegt sich so wie ein einzelner Massenpunkt, dessen Masse mit der Ge-
samtmasse des Systems iibereinstimmt und auf den die Summe aller am
System angreifenden Kréfte wirkt:

M X(t) = Fyu(t) .

3.4.2 Drehimpulssatz/Flichensatz

Die GroBe 1(¢) o x(t) x p(t) fir einen Massenpunkt mit der Ortsvektorfunktion
x(t) (bzgl. Py) und dem Impuls p(t) bezeichnet man als den Drehimpuls (bzgl. F)
dieses Massenpunktes. Geméaf (3.60) gilt dafiir

1(t) = x(t) x F(t).

Entsprechend bezeichnet man fiir ein Massenpunktsystem der in 3.4.1 betrachteten

Art

n

L) 3 L)

r=l () xmy %0 (D)

als den Gesamtdrehimpuls (bzgl. Fy). Dafiir gilt (aufgrund der Linearitdat der
Ableitung):

Version vom 26. Marz 2009

28Vgl. dazu auch 3.4.3.
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Die zeitliche Ableitung des Gesamtdrehimpulses (bzgl. Fy) stimmt fiir
ein System von Massenpunkten mit der Vektorsumme

aller Drehmomente (bzgl. Fy) iiberein, die die an den Massenpunkten
angreifenden Kréfte erzeugen:

d

e (£) = My (1)

Insbesondere ergibt sich daraus der sog.

Drehimpulssatz: Der Gesamtdrehimpuls (bzgl. P,) eines Systems von
Massenpunkten ist zeitlich konstant, solange die Summe aller Drehmomen-
te (bzgl. Py), die die an den Massenpunkten angreifenden Kriifte erzeugen,
verschwindet.

Der Gesamtdrehimpuls stimmt i.a. nicht mit dem sog. Bahndrehimpuls (bzgl. Fp)

def

Lpana (1) = X(t) x P(1),

wobei:  P(t) = Y p,(t) = (my+ ... +m,) X(1),

des Systems iiberein. Die Differenz

Leigen<t) déf Lges. (t) - LBahn(t)

bezeichnet man als den Eigendrehimpuls des Systems. Fiir den Eigendrehimpuls
ergibt sich somit?

n

Legen(t) = Y (x,(t) = X(t)) x (my, %, (1)) (3.61)

= > (x(t) = X(t) xm, (k,(t) = V) VYVeR®

v=1

Er stimmt also mit dem Gesamtdrehimpuls bzgl. des Schwerpunktes iiberein®” und
ist von der Wahl des Inertialsystems unabhéingig.

Version vom 26. Marz 2009

n
Die zweite Gleichung folgt aus Z m, (x,(t) — X(¢t)) = 0.
v=1
30Diese Aussage entspricht dem sog. STEINERschen Satz fiir Trigheitsmomente.
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Konsistenterweise gilt fiir den Bahndrehimpuls
LBahn@) = X(t) X Fges.<t)

und fiir den Eigendrehimpuls

n

Leigen(t) = ) (x,(t) = X(1)) x F, ().

v=1

Ein (starrer) Korper K 148t sich in beliebig guter Néherung als System von (starr
zueinander angeordneten) Massenpunkten betrachten. Idealisiert man K als Mas-
senpunkt, so ist dessen Drehimpuls 1(¢) also als Bahndrehimpuls des ausgedehnten
Korpers anzusehen.

Fiir einen Massenpunkt m bezeichnet man

() X x(1) = % 1()

als die Fldchengeschwindigkeit bzgl. F; denn:

Betrag der zeitlichen Ableitung des Inhalts

der vom Ortsvektor iiberstrichenen Fléache. (3.62)

5 x0) xx(0| = {

Damit ergibt sich der sog.

Fliachensatz (fir Massenpunkte): Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Die Flachengeschwindigkeit (bzgl. Fp) ist zeitlich konstant.
2. Der Drehimpuls (bzgl. Fp) ist zeitlich konstant.

3. Der Ortsvektor (bzgl. Py) bewegt sich in der zum Drehimpuls senk-
rechten Ebene (die Py enthélt) und iiberstreicht in gleichen Zeitraum-
en Flidchen gleichen Inhalts.

4. Die Gesamtkraft ist eine Zentralkraft bzgl. F,, d.h. sie zeigt stets
entweder zu P, hin oder von P, weg.
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3.4.3 Innere und Aduflere Krafte

Betrachtet sei wieder ein System von Massenpunkten mq, ..., m, mit den Ortsvek-
torfunktionen x;(t),...,x,(t). Mit F,,(t) sei jeweils die Kraft bezeichnet, die m,,
auf m,, ausiibt. Fiir die sog. tnneren Krdfte

Fil(t) < S (Fuu(t) = Fou(t) Vov,pe{1,...,n}

gilt dann
F,.(t)=-F,{t) VYvpe{l,...,n} (3.63)
(Aktion = Reaktion®'). Weiterhin definiert man die sog. dufieren Kréfte

n

Fisb(t) S F,(1) — Y Fi(t) Vwe{l,...,n}

p=1

wobei jeweils F, () die Summe aller auf m,, wirkenden Kréfte bezeichnet. Dafiir gilt

Z F,( Z Fiub(t) (3.64)

v=1

va qu 1) x F(8), (3.65)

fallsF‘nn() fvu()( x,(t) —x,(t)) firv,p=1,....,n

und

Beweisskizze zu (3.65) :

v=1

(3 (£) X F0 () + % () x F2(1))

(xl,(t) - xu(t)) x Fn (1) .

=0 n. Vorauss.

= N

1)=5 M)

(3?53) 1

i

GeméSB (3.64) sind bei Anwendung des Impulssatzes und gemé$ (3.65) gewohnlich
auch bei Anwendung des Drehimpulssatzes nur die dufleren Krifte zu beachten,
die in aller Regel der physikalischen Intuition entsprechen. In diesem Sinne erklért
sich die in 2.2.3 hervorgehobene Erfahrungstatsache bzgl. gleichférmiger Bewegung
starrer Korper.

Version vom 26. Mirz 2009

31In der Elektrodynamik gilt das Prinzip Aktion = Reaktion fiir geladene Teilchen i.a. nicht,
da die Wechselwirkung zwischen geladenen Massenpunkten durch Felder endlicher Ausbreitungsge-
schwindigkeit (retardiert) vermittelt wird. Letzteres ist auch die Ursache fiir Selbstwechselwir-
kungskrdfte, die z.B. in der relativistischen LORENTZ-DIRAC-Gleichung des Elektrons beriick-
sichtigt sind.
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3.4.4 Energiesatz

Zunéchst sei wieder ein Massenpunkt m mit der Ortsvektorfunktion x(¢) betrachtet.
Elementare Rechnung liefert dafiir

d m 2 .
— — |x(t = mx(t)-x(t) = x(t)-F(t).
G5 KOP S m)-%(0) = &(0)-F)
Mit (3.57) folgt daraus unmittelbar:
t
(3.60) = % %(t)? — % %(t)]? = / x(t') - F(t) dt’ . (3.66)
to

Man bezeichnet % 1%(t)|? als die kinetische Energie des Massenpunktes m zur

Zeit t. Das Skalarprodukt x(¢) - F(t) bezeichnet man als die von der Gesamtkraft
¢

F(t) zur Zeit t an m erbrachte Leistung, das Integral / x(t") - F(¢')dt" als die
to

wihrend des Zeitintervalls [to, t] an m verrichtete Arbest. Damit besagt (3.66):

Die Anderung der kinetischen Energie eines Massenpunktes stimmt mit der
an ihm verrichteten Arbeit iiberein.

Oft existiert eine sog. Potential-Funktion V(x) mit
d

T V(x(t)) = —x(t) - F(t) fiir jeden Bewegungsablauf. (3.67)

Beispiele:*

Kraftquelle F(t) % <x(t)>
homogenes Schwerefeld meg —m g - x(t)
ideale Feder —kx(t) +g Ix(t)]?
Schwerefeld einer Punktmasse M | —G mAL x(t) | —G mM
[x(@)[* [x(1)]

Daf die fiir die ideale Feder und das inhomogene Schwerefeld angegebenen F, V' der
Bedingung (3.67) geniigen, folgt aus der allgemeinen Beziehung®?
d x(t) d

4t V(01 =50 L5 U0 (3.68)

Version vom 26. Marz 2009
32Vgl. 3.5.1 und 3.5.3.
33Man beachte die Kettenregel und die daraus mit der Produktregel folgende Beziehung

X0 = 5, VAT X0 = () - T
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Aus (3.67) und (3.66) folgt mit (3.57):
m . 2 .
(3.60) = 5 1%x(t)|” + V(x(t)) unabhéngig von ¢ . (3.69)

Krifte vom Typ (3.67) bezeichnet man dementsprechend als konservativ. V(x)
bezeichnet man als die potentielle Energie des Massenpunktes am x(¢) entpre-
chenden Ort, da dieser Betrag geméaf (3.69) unter Umsténden in kinetische Energie
umgewandelt werden kann.

Unter der kinetischen Energie eines Systems von Massenpunkten my,...,m,
versteht man die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massenpunkte:

n

in def my
Eges() = 27| V(t)|2 :

v=1

Existieren zu den entsprechend 3.4.3 bezeichneten Kréften Potentialfunktionen
V,(x), V,u(x), die den Bedingungen

d SV(xln) = el FE), .
V) = x(0) = = (1)~ %u(0) - Fiz(0)

fiir jeden Bewegungsablauf geniigen, dann bezeichnet man

EPoi(t) def Z V, (X,, ) + %Vizl V,,u(x,,(t) - xu(t)>

als die potentielle Energie des Massenpunktsystems zum Zeitpunkt ¢ und erhélt in
Verallgemeinerung von (3.69) den

Energiesatz: Wirken auf ein System von Massenpunkten nur Krafte vom
Typ (3.70), also nur Potentialkrdfte, so ist die Gesamtenergie

Eges(t) = Egea (1) + Egel (1)

des Systems zeitlich konstant.

Beweis: Analog (3.66) ergibt sich
Eyex(t2) — Egei (t1) Z/ %,(t) - Fy(t)dt Vit € R.

Analog zum Beweis von (3.65) zeigt man:

n

> %, (t Z Finn(t Z (%, (1) — %, (1)) - F22(t)

lf,u,:l
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Mit (3.70) folgt somit
Ekin<t2) o Ekin(t1>

ges ges

_ i/tt %%(Xy(t» dt — % zn_: /;2 %VW(XV@) —x, (1)) i
V__ (Epot(tQ) — Epot(tl)) o

ges ges

(357)
und daraus die Behauptung. I

Die dem Massenpunktmodell entsprechende kinetische Energie

2

rans def M
B < X

stellt i.a. nur die kinetische Energie der Translationsbewegung dar; denn:

L2
2(Egn(t) — B ) = >ty () = > my | X(0)|
v=1 v=1
n n n . 2
= Zm,, 1%, (t)]> — 2 Zmy x, -X(t)+ Zmy X(t)
v=1 v=1 v=1

= Energie der Bewegung relativ zum Schwerpunkt .

3.5 Zentralfeld-Probleme

3.5.1 Harmonischer Oszillator

Ein Massenpunkt m mit der Ortsvektorfunktion x(t) sei durch eine ideale Feder
der Federstdrke r > 0 mit Fy verbunden, d.h. die Feder iibe die Kraft

F(t) = —rx(t) (3.71)

auf den Massenpunkt aus. Falls dies die einzige Kraft ist, die auf m wirkt, nimmt
die NEWTONsche Bewegungsgleichung (3.60) also die Form

mx(t) +rx(t) =0 (3.72)

an. Da F(t) im vorliegenden Falle konservativ ist, gilt entsprechend 3.4.4 der Ener-
giesatz in der Form

(3.72) = % I%(t)]? + g Ix(t)|? unabhiingig von . (3.73)
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Hieraus folgt:**

Zu beliebig vorgegebenen Anfangswerten x(y), X(to) existiert hochstens eine
Losung von (3.72).

Falls also auf einen Massenpunkt nur die Kraft (3.71) einer idealen Feder wirkt,
fiihrt dieser eine harmonische Schwingung® um P, mit der Kreisfrequenz

x(t) = cos <\/g(t - t0)> Xo + \/g sin (\/g(t - to))vo

ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems:

aus:

mx(t) +kx(t) =0 furallet,

x(tg) = X0, X(ty) = vp.

3.5.2 Gravitationsgesetz

Aus Beobachtungen der Planetenbewegung schlofi Johannes KEPLER (1571 - 1630),
dafl (ndherungsweise) folgende drei (nach ihm benannte) Gesetze gelten:

1. Jeder Planet durchlauft eine Ellipsenbahn, in deren einem Brennpunkt die
Sonne ‘steht’.

2. Die Flachengeschwindigkeit eines Planetenortsvektors bzgl. des Brennpunk-
tes, in dem die Sonne steht, ist zeitlich konstant.

3. Das Verhiltnis )
(Lénge der grofen Halbachse)?

(Umlaufzeit)?

ist fiir alle Planetenbahnen gleich.

Das 1. KEPLERsche Gesetz besagt also, daf fiir einen Planeten die Ortsvektorfunk-
tion x(t) bzgl. der Sonne von der Form (3.3) ist:

p : /
X(1) = —————— (cosp(t) e + sinp(t) €) . 3.74
() = o eonelt) o(t) € (370
Version vom 26. Marz 2009
31Die Differenz zweier Losungen zu gleichen Anfangsbedingungen ist eine Losung von (3.72) mit
Anfangsenergie 0, nach (3.73) also fuir alle Zeiten 0.
35Siehe Ubungsaufgabe 22.
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Planet

Die Ableitung von (3.74) ist

x(t) = %gb(t)|x(t)|2 (—sinp(t) e + (e +cosp(t)) €) (3.75)

(Beweis als Ubungsvorschlag). Da allgemein
x(t) = [x(t)] (cos p(t) e + sinp(t) &) = [x(t) x x(t)] = [o(t)[x(t)]*| ~ (3.76)

gilt (Beweis als Ubungsvorschlag), besagt das 2. KEPLERsche Gesetz:

% (e(®)|x(t)]*) = 0. (3.77)

Aus (3.75) folgt damit

%(t) = —

Mit der NEwWTONschen Bewegungsgleichung (3.60) ergibt sich daraus die

Folgerung 3.5.1  Gemdf$ den ersten beiden KEPLERschen Gesetzen ist die Ge-
samtkraft, die auf einen Planeten wirkt, von der Form

F(t) = —mA x(t)
wobei:

m ¥ Masse des Planeten,

x(t) ' Ortsvektorfunktion des Planeten bzgl. der Sonne,
1

= —|x(t) x %(t)|* zeitunabhéngig,
p

p = Halbparameter der Bahnellipse.
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Mit
T ¥ Umlaufzeit des Planeten ,
a Léange der groflen Halbachse der Umlaufbahn
gilt?o
way/ap = Ellipsenfliche
= T - Betrag der Flachengeschwindigkeit
1
= T- §|X(t) X x(t)]
und somit:
) @
)\ = 471' ﬁ .

Nach dem 3. KEPLERschen Gesetz ist also A fiir alle Planeten gleich. Aus Symme-
triegriilnden folgerte daraus Isaac NEWTON (1643-1727) das

Gravitationsgesetz: Ein Massenpunkt m; mit der Ortsvektorfunktion
x1(t) iibt auf einen weiteren Massenpunkt ms mit der Ortsvektorfunktion
x5(t) die Anziehungskraft

X2(t) — x1(t)
|x2(t) — x1(¢)[3

F(t) = -G my Mo

aus, wobei G eine positive universelle Gravitationskonstante ist.>”

3.5.3 KEPLER-Problem

Problem:

Bestimme alle (hinreichend gutartigen) Ortsvektorfunktionen x(t), die
die Gleichung

mx(t)=—-GmM % (3.78)

erfiillen.

Version vom 26. Marz 2009

%Als gestauchter Kreis hat die Ellipse mit den Halbachsen-Lingen a,b die Fliche
Tab s mway/ap (siche auch Ubungsaufgabe 39).
3.6) ,
3"Den Wert ~ 6,68 - 10_111{2‘% fiir die Gravitationskonste G erhiilt man z.B. durch Eingabe
von ‘G=’in die Suchmaske von http://www.google.de. Bzgl. Prézisionsmessungen von G siehe
z.B. (Pohl, 1962, § 30).
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Da die (3.78) entsprechende Kraft

o X
B =Gm M op

eine konservative Zentralkraft bzgl. F, ist, lassen sich Energie- und Fldchensatz
anwenden:

e : GmM .
(3.78) = FE def 10 x(1)]* — M eitlich konstant , (3.79)
2 [x(1)]
(3.78) = L o x(t) x mx(t) zeitlich konstant . (3.80)

Fiir eine Kegelschnittbewegung der Form (3.74) gilt

ﬂ ee|-x =
(i +ee) 50 3,0
und somit existiert eine Funktion «(t) mit:
x(t) e=oqat)(x
0] +e (t) (x(t) x L) . (3.81)
Wegen
p = |x(t)|(1+ecos(ZLe,x(t)))
(X0 )«
- (Ftee) =0
) o 0 X T) - x(r)
= a()[L]/m

muf} a(t) geméf (3.80) unabhéngig von ¢ sein. Damit ergibt sich

X .0X
—_— X - —_— X
x| x|

d
:—(i—i—ee) = ax x L (3.82)
t\ x| (3.80),(3.81)
= —aGM — xL
(3.78) ]
und durch Vergleich mit
X e X
— x L= XX (xXX%X) = m<x )
|x|? |x|? (2.23) x[* x|
1
schlielich @ = G L

Diese Uberlegungen fithren auf folgende Vermutung:*®

Version vom 26. Marz 2009
38DaB dies zunichst nur eine Vermutung ist, liegt daran, dal noch nicht gezeigt wurde, daB
(3.78) nur Kegelschnittbewegungen zulifit.
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Unter der Voraussetzung (3.78) ist der sog. RUNGE-LENZ- Vektor™

def X(t) x L B X(t)
A= GmM  |x(t)]

(3.83)

zeitlich konstant (eine Erhaltungsgrofe) und mit den Definitionen

) def | +ZA,x(t) falls (A, x(t),L) Rechtssystem, (3.84)
14 | —4Ax(t) falls (A,x(¢),L) Linkssystem '
def
e = [A],
aet |LJ?
P = GmrM
gilt fiir den Fall L # 0 # A:
x(t) = (cos + sin p(t) LA >
1+ ecoso(t) et N 7 L x Al (3.85)
mit: 1+ € cosp(t) >0.

Bestitigung: Die zeitliche Konstanz des RUNGE-LENZ-Vektors folgt mit dem Fléchen-

satz geméf
A = X< L o4 x
™ GmM dt |x|
. SN——
— _x><(x><x) —d % _ xx
@.78) M B
_ (x-%)x—(x'x)%
(2.23) x|
= 0.
Weiterhin gilt
x| = 2k A X
x| = x—A-x = —e|x|cosp,
3.83) GmM (3.84)p 7

d.h.
|x| (1 4+e€ecosp)=p >0,
und damit auch (3.85). g

Version vom 26. Marz 2009
39Giehe dazu auch (Argiieso und Sanz, 1984) und (Leach und Flessas, 2003).
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Fiir A # 0 # L gilt im Perihel (Bahnpunkt mit ¢ = 0)

o
Xl =17
€

und, da die Geschwindigkeit dort senkrecht zum Ortsvektor (bzgl. des Brennpunk-
tes), also |L| = |x|m|x| ist:*
|L|? GmM

x(t)]? = = .
P = 5xE 350 2 P

m
2

GeméB (3.79) ergibt sich damit

_GmM
= %

E (e —1). (3.86)

Nach den Darlegungen von 3.1.3-3.1.5 gilt also:

Fir L#£0+#A:
Ellipse, falls £ <0,
Bahnkurve = Parabel, falls £ =0,
Hyperbel, falls £ > 0.

Beispiel fiir Bahnen gleichen Drehimpulses:*!

Xo;

Bahn 1, £ <0

Bahn 2, £ >0

Fiir den Betrag der grofien Halbachse einer Ellipse folgt aus (3.4) und (3.6):

a] = D B GmM
_1—62(336) 2F

Version vom 26. Marz 2009
40Vgl. auch (3.89).
41Vgl. (3.84). La. miissen natiirlich weder die Bahnebenen noch die Perihelausrichtungen iiber-
einstimmen.
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Damit ergibt sich als Beispiel fiir gebundene Zustinde gleicher Energie (E < 0,
Planeten):

Gm M

E

Gm M
E

Fiir Streuzustinde (E > 0) ergibt sich schlielich folgendes Bild:

_,.--""'\Stoﬂparamete'r'
w(t)
Wegen
Y
(14+€ cosp) —0 fur 90—>§+g
gilt dabei fiir den Streuvwinkel v :
U1
sin — = —
2 €

Abschlielende Bemerkungen:

d
(i) Im Falle A = 0 gilt —|x|*> =2%-x = 0, d.h. es liegt eine Kreisbahn vor.
dt (3.83)

(ii) Im Falle L = 0 ist = seitlich konstant, d.h. die Bahn liegt auf einer Geraden
X

durch Fy. Nach dem Energiesatz kann die Ortsvektorfunktion dann nicht fiir

alle Zeiten gutartig sein (divergierende Geschwindigkeit bei Anndherung an
P).
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(ii) Fur L # 0 148t sich ¢(t), vom Spezialfall der Kreisbahn abgesehen, nicht in
geschlossener Form angeben, wohl aber implizit, indem man ¢t als monoton
wachsende Funktion von ¢ bestimmt:

GM L Elx(t) x x('
M, |Lﬁ_/muéﬂnw
p (3.84) mp 0 p

_ / plNar /*““ dy
(3.76),3.85) Jo (1 +ecosp(t))? o0) (1+€cosp)?

Das Integral iiber ¢ 148t sich explizit angeben.’” Damit (jedenfalls fiir L # 0)
ist auch klar, dal die Losung des KEPLER-Problem durch die Anfangsbedin-
gungen eindeutig festgelegt ist.

3.5.4 Allgemeines Zentralpotential

Sei nun F(¢) eine konservative Kraft mit einer beliebigen bzgl. Py zentralsymme-
trischen Potentialfunktion (Zentralpotential):

V(x) = U(]x]|) (3.87)
—V(x(t)) = —x(t)-F(t) fir jeden Bewegungsablauf (3.88)
Es soll wieder der allgemeinste mit der Newtonschen Bewegungsgleichung (3.60)

vertriagliche Bewegungsablauf bestimmt werden:
Ganz allgemein®® gilt

o= (L) s O
e F Gl s (389

Fiir einen Massenpunkt m unter dem Einflul der Kraft F(¢) lautet damit der Ener-
giesatz:

md LGP | o o
2 (dt' (t)l) SO + V(x(t)) = E zeitlich konstant

Unabhéngig von (3.87) folgt daraus unmittelbar

d
< x(r)
1= N (3.90)

2 L (x(t))|

2 (5= vy - 2D

m 2m ()|

Version vom 26. Marz 2009
42Giehe (Zeidler, 2003, S. 175, Integral Nr. 340).

43Man beachte FuBnote 33 sowie die Regel (2.24).
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Mit (3.87) ergibt sich aus (3.88) und (3.68)

F(t) — —%U(mlxm% . (3.91)

F(t) ist also eine Zentralkraft bzgl. Py. Nach dem Flidchensatz liegt also eine mit
(3.60) vertrigliche Bahnkurve stets in einer Ebene, die Fy enthélt und senkrecht
zum zeitlich konstanten Bahndrehimpuls L steht. Der Bewegungsablauf 148t sich
also durch ebene Polarkoordinaten ¢(t),r(t) = |x(t)| beschreiben:

x(t) = r(t) (cos p(t)e; + sinp(t)ey) .

Aus (3.90) folgt somit aufgrund der allgemeinen Formel®!

t r(t)
/ F(t)g (r(#)) At = / o(r) dr (3.92)

to 7(to)

mit dem (3.53) und (3.87):

(o) dr
t—ty =
’ /|x(to)| 2 (5 _ v IL|?
m (R y— (3.93)

L[

falls £ — U(r) —

> 0 im Integrationsbereich .

2mr?

Aufgrund der Drehimpulserhaltung kann man ohne Beschréankung der Allgemeinheit
¢(t) > 0 voraussetzen (entsprechende Orientierung der Polarkoordinaten). Falls der
(zeitlich konstante) Drehimpuls und somit auch r(¢) von Null verschieden ist, folgt
aus (3.76):*

L]

mr(t)?

p(t) = > 0;

Version vom 26. Miarz 2009
44Nach (3.53) (wir setzen die Existenz einer Stammfunktion von G voraus) und der Kettenregel

sind rechte und linke Seite von (3.92) beides Stammfunktionen von 7(¢)g (r(¢)). Da auflerdem beide

Stammfunktionen an der Stelle ¢t = tg verschwinden, miissen sie nach Lemma 3.3.1 iibereinstimmen.
45Wir schreiben hier ¢ statt (.
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©(t) ist dann also eine streng monoton wachsende Funktion der Zeit, so daf} eine
Funktion 7 mit r(t) = 7 (p(t)) existiert. Gemaf Kettenregel gilt damit

0= (e )

lo=e(t)

woraus mit (3.90)

1= (if(w)> il - (3.94)
f(so)Q\/ 2m (E ~U ) = %)

folgt. Mit der allgemeinen Substitutionsregel (3.92), auf ¢ statt ¢t angewandt, ergibt
sich daraus schlie8lich:

") IL| dr
Y —%o = “o0) L1 )
. f“2\/2m <E —U(r) — L > (3.95)

2mi?

2
falls £ — U(T) L

> ( im Integrationsbereich .

2mi?

Aus (3.93) resp. (3.95) 148t sich ¢ resp. ¢ als (i.a. mehrwertige) Funktion von r resp. 7
bestimmen, wobei das Vorzeichen der Wurzel durch (3.90) resp. (3.94) festgelegt ist.
©(7) bestimmt 7(¢), d.h. die Bahnkurve in Polarform. ¢(r) bestimmt 7(¢) und damit
die Zeitabhéngigkeit des Bahndurchlaufs (falls nicht ausgerechnet eine Kreisbahn
vorliegt). Damit ist der gesamte Bewegungsablauf festgelegt.

Als Beispiel wollen wir (3.95) fiir das Potential

mA
V(x)=——
x|
auswerten. Mit den Definitionen
def )\m2 |L| def AZ2m?
r)=-———, o= [2mE+ ——5 >0

ergibt sich gemaf (3.92) dafiir
/5(90) d¢ (g ) ‘5(@)
— o = ———— = arccos | —
o £leo) VOF — & o/ 1e(po)

arccos (M) = ¢ + const.
o}

und somit
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d.h.
£(p) = —a cos(p + o)

fiir geeignetes ¢ . Einsetzen der Definitionen fiir £ und « liefert bei geeigneter Wahl
des Ursprungs von ¢

. p
r(@) = 1+ecosp’
wobel
def !L\2 def QLD 2m p?
= — = — =4/1 E.
w2 ST T\ T

Im Falle A > 0 ist das offensichtlich im Einklang mit unseren Ergebnissen fiir das
KEPLER-Problem. Im Falle A\ < 0 entspricht das Potential dem CoULOMB-Potential
zweier Ladungen gleichen Vorzeichens. Dann ist p < 0 und somit auch ¢ < 0,
d.h. nach den Ergebnissen von 3.1.5, dafl die Bewegung hyperbolisch ist, jedoch
auf dem vom Brennpunkt weiter entfernten Hyperbelzweig verlduft (RUTHERFORD-
Streuung).



Kapitel 4

Skalar- und Vektorfelder

4.1 Richtungsableitung

4.1.1 Grundlegendes

Definition 4.1.1 Sei V' ein reeller Vektorraum. Dann versteht man unter einem
Skalarfeld iiber V eine Abbildung ® von V' in einen I-dimensionalen reellen Vek-
torraum:

V 3 x+—— ®(x) € R' - phys. Einheit.

Unter einem Vektorfeld iber V versteht man eine Abbildung F von V in sich:
Voax—Fx)eV.

Verabredung: Wenn in dieser Vorlesung von Skalar- oder Vektorfeldern
die Rede ist, so sind damit stets solche {iber dem Raum der Ortsvektoren
gemeint. Multiplikation mit physikalischen Einheiten sei wieder wie iiblich
erklart!

Beispiele:
(i) Diein 3.4.4 angesprochenen Potentialfunktionen V' (x) sind wichtige
Beispiele fiir Skalarfelder.

(ii) Weitere Beispiele fiir Skalarfelder sind etwa Dichte-Verteilungen
p(x), Temperaturverteilungen 7'(x), Druckverteilungen p(x) usw.
zu einem festen Zeitpunkt.

(iii) Die in die NEwWTONsche Bewegungsgleichung (3.60) eingehenden
Krifte F(¢) hiangen oft nur indirekt von der Zeit ab, indem sie
eigentlich durch Vektorfelder, sog. Kraftfelder F(x) gegeben sind:

F(t) = F(x(t)) ,

93
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wobei z.B.!

mM

ME x fiir die Schwerkraft zwischen zwei Massenpunkten .
e

—KX fiir die Kraft einer idealen Feder

F(x) = { .

(iv) Weitere wichtige Beispiele fiir Vektorfelder sind die elektromagneti-
schen Felder H(x), ..., D(x) und Stromdichten j(x) verschiedenster
Art zu einem festen Zeitpunkt.

Definition 4.1.2 Seien v ein konstanter Vektor und ® ein Skalarfeld. Dann defi-

nieren wir?
def d
(L) (x) = T O(x+1tv)
falls die betreffende Ableitung existiert. Wenn e ein dimensionsloser Einheitsvektor
(Richtung ) ist, bezeichnet man (LoP) (x) als die Richtungsableitung von ® in
Richtung von e an der Stelle x.

Analoge Definitionen gelten fiir Vektorfelder.

lt=0 °

Man beachte:?
(L ®)(x) = X (Ly D) (x) . (4.1)

Ein Skalarfeld ®(x) heifit (iiberall) stetig, wenn zu jedem x und zu jedem € > 0
ein § > 0 existiert mit:*

x — x| <0 = |P(x) — P(X)| <.

Analog ist die Stetigkeit eines Vektorfeldes definiert.

Eine Ortsvektorfunktion x(t) heiit stetig differenzierbar, wenn x(t) existiert
und stetig ist. Ein Skalar- resp. Vektorfeld heifit stetig differenzierbar , falls die
Richtungsableitung fiir jede Richtung e existiert und ein stetiges Skalar- resp. Vek-
torfeld liefert.

Lemma 4.1.3

Gegeben: (i) stetig differenzierbares Skalarfeld ®(x),
(ii)  differenzierbare Ortsvektorfunktion x(t),
(111) Basis {bl, bg, bg} .

Version vom 26. Mdrz 2009
!Siehe Tabelle unter (3.67).
2Dabei ist die physikalische Dimension des Parameters ¢ natiirlich so zu wihlen, daf ¢v ein

Ortsvektor ist.
3Die eingeschrinkte Linearititseigenschaft (4.1) folgt unmittelbar aus der Kettenregel (3.24)

fiir g(t) = At. Die volle lineare Abhéngigkeit der LiE-Ableitung (L, ®)(x) von v — Gleichung

(4.3) — werden wir anhand von Lemma 4.1.3 erkennen.
4Vgl. Abschnitt 3.1.1.
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Behauptung: Fiir alle t gilt

G (x0) = Z (x(1)- ) (Lo, @) (x(1)) .

Jj=1

wobei {bl, b? b3} die in (2.29) definierte reziproke Basis bezeichnet.

Beweisskizze: Aus

x(t') — x(t) (3:18)(# — 1) Vmite (', ) o5 >_Ab,
wobei: M % (¢ — ) (vmitt(t', £)- bl ) ,
folgt fiir beliebige ¢, ¢ mit ¢t # ¢’
@(x(t')) - cp(x(t)) - @(x(t) +Aby + A%by + /\3b3) - @(x(t) +A'by + /\2b2>
+<I>(x(t) £ Al + )\sz) - @(x(t) + Albl)
+o (x(t) + Albl) - (x(t))

und daraus nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

<I>(X<t’)t)l § ;I)(X(t)> _ /Aj - (L0, ) (x(t) +A'by + A%by + €3A3b3)

S (Lp,® ) (3(t) + Alby +€2Xh, )

(Lo, @ (x +§1>\1b1>
fiir geeignete &7 = &7 (', t) € [0, 1]. Mit

. N .
M —0, me(k(t)-bj) fir ! —t

folgt daraus die Behauptung. I

4.1.2 Der Gradient eines Skalarfeldes
Aus Definition 4.1.2 und Lemma 4.1.3 folgt®

(Ly®) (x) =V - Z b’ (Ly, ®

Version vom 26. Marz 2009
®Man setze x (t) = x + v t.
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fiir beliebiges v und jede Basis {by, by, bg}. Damit ist die Definition
3
grad ®(x) € b7 (L, ) (x) (4.2)
j=1
des Gradienten eines (hinreichend gutartigen) Skalarfeldes von der speziellen Wahl
der Basis {by, by, b3} unabhéngig und fiir dieses Vektorfeld gilt

v-grad ®(x) = (L, P) (x). (4.3)

Der Gradient von ®(x) zeigt also in die Richtung, in der ®(x) am schnellsten
anwéchst. Die zugehorige Richtungsableitung ist

max (Le®) (x) = |grad ®(x)]| . (4.4)

AufBlerdem steht grad ®(x) senkrecht auf der Flache durch x, auf der ® konstant ist.
Nach (4.2) besagt Lemma 4.1.3 also:°

%cb(x(t)> = %(t) - grad@(x(t)) : (4.5)

Fiir Krafte vom Typ
F(t) = —grad V(x(t)) , V stetig differenzierbar ,

gilt also (3.67). Dementsprechend bezeichnet man Vektorfelder vom Typ
F(x) = —grad V(x), V stetig differenzierbar, (4.6)

als konservativ,” das durch (4.6) bis auf eine additive Konstante eindeutig® zuge-
ordnete Skalarfeld V' (x) als Potentialfeld von F(x).

2

Definition 4.1.4 Sei f eine Funktion der drei Verdnderlichen x', 2% x3. Dann

bezeichnet man zum Beispiel

0 1 2 3y def ;. f(f,l’Z,iL's) - f($1,1‘2,l'3)
%f@,x,x):ghj:ll g_xl
£t

(im Falle der Existenz) als die partielle Ableitung von f nach der ersten Verdinder-
lichen an der Stelle (z*, x*, x3). Die partiellen Ableitungen nach den anderen Verdn-
derlichen sind entsprechend definiert.

Version vom 26. Marz 2009

6Man vergleiche (4.5) mit der Kettenregel (3.24).

"Eine Kraft vom Typ F(t) = x(t) x C, die ein geladenes Teilchen im konstanten homogenen
Magnetfeld erfihrt (vgl. Aufgabe 29), ist zwar auch im Sinne von (3.67) konservativ (mit V' = 0),
jedoch nicht durch ein Kraftfeld gegeben.

8Seien V;(x) und Va(x) Potentialfelder des gleichen Kraftfeldes F(x). Dann folgt aus (4.5)

d
T (V1 (x(t)) — Vg(x(t))) = 0 und somit nach Lemma 3.3.1 die zeitliche Konstanz von V; (x(t)) —

Va(x(t)) fiir jede Bahnbewegung x(t).
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Mit den Definitionen 4.1.2 und 4.1.4 gilt fiir jede Basis {by, by, bs}:
f(at 2% 2%) = ®(2'by + 2%by + 23b3)

> (2,27, 2%) = (Lp,®) (z'by + 2°by + 2°by) fiir j = 1,2,3. (4.7)

dai
Mithilfe partieller Ableitungen a8t sich der Gradient entsprechend (4.2) fiir eine
beliebige Basis {by, by, b3} daher folgendermafien ausdriicken:”

=

iq)(altl, 2%, 1)

Ox?
grad ®(x) = %@(xl,:ﬂ,x?’) bzgl. {b*, b2 b},
x
0 4.8
%(D(xl’xQ’xS) 1 ( )
x
wobei:  ®(z!, 22 23) dof O(x) fiir x = | 2? | bzgl. {by, by, bs}.
3
x
Beispiele:!
(i) Potential eines homogenen Kraftfeldes:
V(x) = —mg-x
0
@(glxl +92$2 +93x3)
0
— —gradV(x) = +m @(glxl + ¢%2* + ¢*2?)

0
@(glxl—f—g%Z—l—g?’x?’)

bzgl. Orthonormalbasis

gl
93
= +mg.

Die Potentialebenen sind hier die zu g senkrechten Ebenen.

(ii) Potential des Kraftfeldes einer idealen Feder:

V(x) = g(x)2 = —grad V(x) = —kx.
analog

Die Potentialflichen sind hier die Oberflichen der Kugeln mit Zentrum in F.

Version vom 26. Marz 2009
9Man beachte den Bezug auf die reziproke Basis! Ublicherweise beschréinkt man sich in (4.8)
auf physikalisch dimensionslose Basen {by,bs, b3} .
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(iii) Potential des Schwerkraftfeldes einer Punktmasse M in Py auf eine Punktmas-
se m mit Ortsvektor x :

M
V(x)=— ne = —grad V(x) = —7m]\4i

|X| analog |X|3 ’

Auch hier sind die Potentialflichen die Oberflichen der Kugeln mit Zentrum
in P().

Abschlieflend sei noch bemerkt, daf aus (4.5) und (4.7)

d 1 2 3 : =] 8 1 2 .3
" (z'(t), 2%(t), = (t)):;x (t) <% (2!, 22,z )) (4.9)

Imk:mk(t) fir k =1,2,3

folgt und somit die verallgemeinerte Kettenregel

4 ¢ ¢ = f(l’l(ql,q2,q?’),xz(ql,qz,q3),x3(q1,q2,q3))

aA 1 2 3_3 a J( A1 2 3 a 1 2 3

J=1

Lol —al (g1 ,42.43)

(4.10)
fiir stetig differenzierbare!! f und z¥. Entsprechende Formeln gelten natiirlich fiir
Funktionen von mehr als drei Verdnderlichen.

Anwendungsbeispiel zu (4.9): Sei S ein beliebiges thermodynamisches
System (zum Beispiel ein geschlossenes Gas) mit den Zustandsgleichun-

gen
V=V(PT)
und (dquivalent)
P=PWV,T),
wobei:
vV ¥ Volumen von S ,
P ¥ Druck von S ,

T ¢ Temperatur von S .

Version vom 26. Marz 2009

10Vgl. Tabelle unter (3.67).
"' Man identifiziert in natiirlicher Weise Funktionen f(z', 22, 2%) mit Skalarfeldern ®¢(z'e; +

2 ey + a3 e3) def f(z', 22 23) . Eigenschaften wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit von ® ¢ hiingen
dabei nicht von der Wahl der Basis {ej,e;,e1} ab und werden deshalb entsprechend f selbst
zugeordnet.
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Dann sind die Groflen

e 1 . .
a(P,T) o VBT aaTV(P T)  isobarer Ausdehnungkoeffizient

e 1 . .
BV, T) o ma—TP(V, T) tsochorer Spannungskoeffizient
~(P,T) o “VPT) Bp —V(P,T) isotherme Kompressibilitit

nicht voneinander unabhéngig:

Fiir beliebig vorgegebene Py, Ty gilt mit P(T) = ©p (V(Py,Tp), T) stets

P(Ty) = Py. Da andererseits V (P(T), T) = V(Py, Tp) fiir alle T gilt, folgt

somit
d_ /- dP(T) 0 3}
0=—=VIP(T),T) = —V(P,T)+=—=V(P,T
dT ( (), >(4,9)< dT 0P ( ) T (7, )>|P per)
R ra— v

und daraus schlieBlich:

a(Py, Ty) = B(Vo, To) v(Po, Ty) Py, wobei: Vi & V(Py, Th) .

4.1.3 TAYLOR-Entwicklung
Fiir stetig differenzierbare Funktionen f(t), g(t) und beliebige'? ¢;,t, € R gilt

FOgBOIZE E flta)glts) — f(t)g(t)

(3.53) /:2 %<f(t)g(t)) o
i | G050+ 10 30) at

und somit die Formel fiir partielle Integration :

[ Fwatrar = soao] - [ st (411

Version vom 26. Miarz 2009
2Die physikalische Dimension der t;,t; ist hier ohne Belang.




100 KAPITEL 4. SKALAR- UND VEKTORFELDER

Daraus ergibt sich fiir (n+1)-mal stetig differenzierbares F'(t), n € Z , die TAYLOR-
Entwicklung'®

1
Z—!b—tljF()()lt:tl

=0
1
+E/ (tg —t)nF (n+1) ( )dt th,t2 eR.

t1

(4.12)

von F(ty) um die Stelle ¢; herum.

Beweis durch vollstindige Induktion:

1. Fiir n = 0 folgt (4.12) direkt aus (3.53).

2. Wenn die Formel (4.12) bereits fiir n bewiesen ist, folgt sie daraus fiir n + 1
anstelle von n mit

1 [t )
) (ty — )" FH (1) dt
: 1
2/ d (ty —t)n Tt
¢ \dt  (n+1)!
(tz — t)n+1 (n+1 t=to 1 /t2
= 2 g+ S ty — )T (1) 4t
pori . (n ¥ 1] Ol * G ), =0 (tat.

Fiir beliebig oft stetig differenzierbares F'(t) ergibt sich'® aus (4.12):

L[
. /t (t2 = )" F" D () dt — 0
= F({t+At) = exp(At %) F(t) (TAYLOR Reihe) (4.13)
dif oo d v
L Z <Ata> F(t).
Jj= 0
Warnungen:

1. Wenn F(t) beliebig oft stetig differenzierbar ist, folgt daraus noch
nicht, dafl exp (At %)F (t) fur hinreichend kleines |At| konvergiert!

Version vom 26. Marz 2009

B3Wir benutzen die iibliche Schreibweise

FO) () % (i)y F(t).

MGetze t; =t und t| — ty = At.
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2. Selbst wenn z.B. exp(At £)F(0) fiir hinreichend kleines |At| kon-
vergiert, kann es passieren, dafl

F(At) # exp(At %)F(O) Vt>0

(siche dazu Lemma 9.1.7 von (Liicke, cine)).

Anmerkung: Funktionen F'(¢) mit

d
F(t+ At) = exp (At &> F(t) fur hinr. kleine |At]

nennt man (an der Stelle t) analytisch.

Viele Differentialgleichungen lassen sich mithilfe der TAYLOR-Entwicklung
systematisch losen.

Beispiele:

(i) Losungen von .
to f(t) = f(1) (4.14)
sind offensichtlich beliebig oft differenzierbar, die Konvergenz der
TAYLOR-Reihe ist offensichtlich und wegen

1 t2 . d n+1
ﬁ/ (t2 — 1) (&) F(t)dt

" 1 d n+1 to

_ e , .
Mitte;)verts. 77,' (dt’) f(t ) /t1 (tQ t) dt

1 to—t\"TH A\ o
"t 1) ( 2to 1) (@) f(#) fiir geeign.

konvergiert das Restglied (Integralausdruck) in (4.12) gegen Null.
Es gilt also (4.13) und nimmt fiir £ = 0 nach (4.14) die Form

fan=31 (ﬁ)j 7(0)

an. Folglich ist f(t) = exp (
zum Anfangswert f(0) = 1.

t
t_> die eindeutige Losung von (4.14)
0
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(ii) Entsprechend' erhilt man f(t) = cos (wot) resp. f(t) = sin (wot)
als eindeutige Losung der Oszillatorgleichung

F(t) + (wo)*f(t) =0

zu den Anfangswerten

resp.

Mit

d t t 1 t
—d x4+ —a = Lad)|x+—a] = —(L,P)[(x+ —a
dt ( to ) Def. 4.2 ( to > ( Lo ) “.1y to ( ) ( to )

folgt aus (4.12) fiir t; =0

-2 () (o [ (557) er e o

und somit nach Variablen-Substitution ¢ +— A(f) = t/ty entspr. (3.92) fiir t5 =t :

d(x+a) :Z !

vl
0

((£2)" ) (x) +% /0 1y <(ca)”“q>> (x4 Aa)dA. (4.15)

Fiir beliebig oft stetig differenzierbares ®(x) gilt also

1 (tz—t)n((ﬁa)nJrlq)) (X+£a)dt — 0

n' 0 tQ to 0 n—oo

— d(x+a) = (exp(La®))(x) (4.16)

Aus (4.3) und

3
S0
rad ®(z'b; + 2%by + 2°b = b!— &(z'b; + 2*by + 2°b
g ( 1 2 3) 4.3)4.8) JZI O ( 1 2 3)

Version vom 26. Miarz 2009

5Beweis als Ubungsvorschlag.
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folgt
(£a1b1+a2b2+a3b3q)) ((L’lbl + [Ezbg + l’gbg)

_ 1 2 3
— <a 8x1+a 8x2+a 8:c3> O(z by + 2°bg + z°by) .

Daher ist (4.16) gleichbedeutend mit:

1 [tz 1 (tg—t

— 0

_ " a1i+a2i+a3i n+1(b(x1+)\a1 .’L‘2+Aa2 x3+/\a3)dt — 0
n! Jo to dz! Dz 3 ’ '

n—oo

0 0
— O(z' +a', 2% 4+ a®, 2% + a®) = exp (alaxl + azaxz axz),)@(asl,ﬁ, z%).

(4.18)
Eine entsprechende Formel gilt natiirlich fiir die TAYLOR-Entwicklung von Funk-
tionen von mehr als drei Verdnderlichen.

0 0 o\
Bei der Berechnung von | a' = + a*— + a*—— | erhebt sich die Frage, wann
Oxt Ox? ox3

partielle Ableitungen miteinander vertauschbar sind. Dazu:

Lemma 4.1.5 Sei f(q1,q2) eine 2x stetig differenzierbare Funktion der Verdnderli-
chen q1,qo . Dann gilt:

99
0q1 0z

0

f(Ch,QZ) = ai%a—qlf(QhQQ)

fir alle qq, qo .

Beweisskizze: Die Behauptung ergibt sich durch 2-fache Anwendung
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf

(fla+e, @+ e)— fla,e+ea) - (fla+ea,qe) = fla )
=(fla+e,2+e)— fla+e,q)— (fla,e+e)— fla e)

in beiden moglichen Reihenfolgen. i

Mit (4.7) (bzw. (4.1) im Falle a o< b) ergibt sich daraus die
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Folgerung 4.1.6

Gegeben: (i) 2x stetig differenzierbares Skalarfeld @ ,
(ii) Vektoren a,b .

Behauptung: (L, (Lp®)) (x) = (Lp (La®P)) (%) .

4.2 Wegintegrale

4.2.1 Definitionen

Ein Massenpunkt m bewege sich unter dem EinfluBl eines Kraftfeldes F(x) sowie
weiterer Zusatzkrafte. Die resultierende Ortsvektorfunktion sei x(t).
Wiéhrend des Zeitintervalls [¢y, o] verrichtet dann das Kraftfeld F(x) an m die

Arbeit!® N
/ X(t) - F(x(t)) dt.

t1

Man erkennt leicht, daf§ diese Arbeit nur von dem Wegstiick
CE {x(t): t €[t b))

sowie der Durchlaufrichtung, nicht dagegen vom genaueren Bewegungsablauf ab-
hingt:'”

Lemma 4.2.1  Seien F(x) ein stetig differenzierbare Vektorfeld, y(t) eine stetig
differenzierbare Vektorfunktion und t(t') stetig differenzierbare Zeit-wertige Funktion
der Zeit t'. Mit

y() < x(1e)) 0 ), b )

gilt dann fir beliebige Zeitpunkte ty,t}

/tlt'z y(t') - F(y(t’)) q — /tz “(t). F<X(t>) "

t1

Beweisskizze: Da die Funktion x(¢) - F (x(t)) von ¢ voraussetzungsgemif stetig ist,

Version vom 26. Mirz 2009
16Vergleiche Abschnitt 3.4.1.
"Man beachte Folgerung 4.2.3.
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besitzt sie eine Stammfunktion'® f(t). Dafiir gilt

/tjzic(t).F(x(t)>dt 53 ft2) — f(t1)

= vt =y(t')
wetrons. Y (¢

Diese Uberlegungen fithren auf die folgende Definition:

Definition 4.2.2 Als einfaches Wegstiick bezeichnen wir eine streng geord-
nete'” Menge C von Ortsvektoren, fiir die eine einfache Parametrisierung exi-
stiert; d.h. eine stetig differenzierbare Ortsvektorfunktion x(t) sowie ein Zeitintervall

[tl, tg] (tl 7£ tg) mat:
(i) Y {x(t): telh b},
(i) x(t) # 0 fir alle t,
(111) t1 <7 <1 <ty = X(Tl) < X(TQ) .

Man bezeichnet x(t1) als den Anfangspunkt und x(t) als den Endpunkt von C.

Folgerung 4.2.3
Gegeben: (i) einfaches Wegstiick C

(ii) einfache Parametrisierungen (x(t),tq,ts)
und (y(t'),t},t5) von C.

Behauptung: Es existiert eine stetig differenzierbare, Zeit-wertige Funktion t(t')
mil
th=1t(ty), t2=1t(t5)
Version vom 26. Mdrz 2009

18Beachte FuBnote 20.
9Die Ordnungsrelation sei mit < bezeichnet.
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und

Beweisskizze: Aus den Voraussetzungen (i) und (ii) folgt die Existenz einer iiber
[t], 5] streng monoton wachsenden, stetigen Funktion ¢(¢') mit

y(t') = x(t(t')) .

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existieren daher zu beliebigen Zeit-
punkten 71, 7o Zwischenzeitpunkte 7,7’ mit?°

y(r2) —y(m)

yn)3(7) = ylm)- Y=Y
= y(n)- X(t(”))l _’;(t(ﬁ)>
102 M) ) 517

Durch Grenzbetrachtung 7, — 71 erkennt man daraus mit Bedingung (ii) von Defi-
nition 4.2.2, daB ¢(t') iiber [t],t5] stetig differenzierbar ist. 0

Definition 4.2.4 Seien F(x) ein stetiges Vektorfeld und C ein einfaches Wegstiick.
Dann bezeichnet man den nach Lemma 4.2.1 und Folgerung 4.2.3 von der speziellen
Wahl der einfachen Parametrisierung (x(t),t1,ts) unabhdingigen Ausdruck

/C F(x) - dx % /t ’ F (x(1)) -x(1)ds

1

als das Wegintegral von F(x) tiber C .

Anmerkungen:

(i) Anstelle des Begriffs Wegintegral werden oft auch die Begriffe
Linienintegral oder Kurvenintegral benutzt.

(ii) Die Wahl der Zeit ¢ als Integrationsparameter ist natiirlich mathe-
matisch belanglos und entspricht lediglich der physikalischen Moti-
vation.

(iii) Als Wegintegral eines Skalarfeldes ®(x) definiert man mitunter

/C B(x) dly, /t t2<1><x(t)> ()1t - /t ’ (%@(x(t}))-k(t) at,

1 1

—dix
(4.19)
Version vom 26. Marz 2009

20Das innere Produkt mit y (1) ist notwendig, weil der Mittelwertsatz nicht fiir Vektor-wertige
Funktionen gilt.
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was natiirlich wiederum von der speziellen Wahl der Parametrisie-
rung unabhéngig ist.

4.2.2 Eigenschaften des Wegintegrals

Aus Definition 4.2.4 und der Linearitdtseigenschaft (3.54) fiir gewohnliche Integrale
erkennt man sofort folgende Linearitatseigenschaft des Wegintegrals:

/C(ozFl(x) + fFy(x)) - dx = a/CFl(X) ~dx + ﬁ/cFQ(x) ~dx. (4.20)

Entsprechend ergibt sich aus dem Mittelwertsatz fiir gewohnliche Integrale derjenige
fiir Wegintegrale:

Lemma 4.2.5

Gegeben: (i) stetiges Vektorfeld F(x),
(ii) einfaches Wegstiick C,

(i) einfache Parametrisierung (x(t),t1,t2) von C,
Behauptung: Fiir geeignetes x' € C gilt
/F(x) Ldx =[] t(x’) F(x),
c

wobei

to
o] % / ()| dt

t1

t(x(t)) o %

den Bahntangenten- Vektor am Punkt x(t) bezeichnet.

die Weglinge von C und

Daraus ergibt sich unmittelbar die Abschétzung

/CF(X) ~dx

< [Clsup [F(x)] . (4.21)

xeC

Anmerkungen:

(i) Nach (4.20) und (4.21) éndert sich das Wegintegral also wenig, wenn
man das Vektorfeld F(x) ‘wenig’ verindert.
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(ii) In Abschnitt 4.3.4 werden wir sehen, daf sich das Wegintegral eines
Vektorfeldes auch dann nur wenig éndert, wenn man das Wegstiick
C ‘wenig’ deformiert.

(iii) Die Stetigkeitseigenschaften (i) und (ii) sollte das Wegintegral auch
besitzen, um physikalisch brauchbar zu sein.

Wenn Cy,...,C, einfache Wegstiicke sind, fiir die der Endpunkt von C, jeweils
mit dem Anfangspunkt von C,.; iibereinstimmt, dann bezeichnet man mit C; +
...+C, das aus Cy, . .., C, zusammengesetzte Wegstiick entsprechender Orientierung
(Durchlaufrichtung):

Dabei kann der zusammengesetzte Weg durchaus geschlossen sein, d.h. der An-
fangspunkt von C; mit dem Endpunkt von C,, iibereinstimmen. Dann macht es keinen
Sinn mehr, C; + ... + C, Anfangs- und Endpunkt zuzuordnen. Falls C; + ... + C,
wieder ein einfaches Wegstiick ist (also ohne Knickstellen, ohne Uberschneidungen
und nicht geschlossen), dann gilt offensichtlich:

/c e F(x) dx = /c F(x)-dx+... +/c F(x) - dx. (4.22)

Andernfalls nimmt man naheliegenderweise die rechte Seite von (4.22) als Defini-
tion fiir die linke.

Kehrt man bei einem (evtl. zusammengesetzten) Wegstiick C die Orientierung
um, so ergibt sich wiederum ein Wegstiick, das man mit —C bezeichnet.?! Mit dieser
Definition gilt:*?

/CF(X) Cdx = —/CF(X) Cdx. (4.23)

4.2.3 Wegintegrale iiber konservative Vektorfelder

Das Wegintegral [, F(x) - dx war so definiert, daf§ es fiir ein Kraftfeld F(x), das
auf einen Massenpunkt m wirkt, der lings C bewegt wird, die Arbeit angibt, die

Version vom 26. Méarz 2009
2'Wenn (x(t),t1,t2) eine Parametrisierung von C ist, dann ist also (x'(t) = x(t2 —t),0,t2 — t1)
eine Parametrisierung von —C.
22Aber: [, ®(x)dlx = [, P(x)diy.
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das Feld an m wihrend dessen Bewegung vom Anfangs- zum Endpunkt von C ver-
richtet.”> Wenn F(x) konservativ ist, also von der Form

F(x) = —grad V(x),

ergibt sich entsprechend zur Ableitung des einfachen Energiesatzes (3.69):
—/F(X) ~dx = V(x2) — V(x1),
c

wobei x; den Ortsvektor des Anfangs- und x5 den des End-Punktes von C bezeichnet.
Also:

Die Arbeit, die man gegen ein konservatives Kraftfeld bei Verschiebung
(mit beliebigem Geschwindigkeitsverlauf) verrichten muf}, stimmt mit der
Anderung der zugehorigen potentiellen Energie iiberein.

Mathematisch formuliert:

Lemma 4.2.6
Gegeben: (i) stetig differenzierbares Skalarfeld ®(x),
(i) einfaches Wegstiick C mit Anfangspunkt x; und Endpunkt xs .

Behauptung: /C(grad (ID(X)) cdx = D (x2) — P (x7) -

Beweis: Nach Definition 4.2.2 existiert eine einfache Parametrisierung
(x(t),tl,tg) von C mit

X1 = X(tl) s X9 = X(tg) . (424)
Nach Definition 4.2.4 gilt damit

/C<gl"ad @(X)> dx = /t2 x(t) - grad (I)<X(t)> dt

t1

o /: (%CD (x(t))) dt

— c1><x(t2)) - @(X(h)) ,

Haupts.

woraus mit (4.24) die Behauptung folgt. i

Version vom 26. Marz 2009
23Natiirlich kénnen dabei zusitzliche Krifte an m angreifen.
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Da nach Lemma 4.2.6 der Wert des Wegintegrals iiber ein konservatives Vektorfeld
(auBer vom Feld) nur von Anfangs- und Endpunkt des (als einfach vorausgesetzten)
Wegstiicks abhéngt, ist die Schreibweise

X2
/ F(x) - dx o /bcl' ant. weg  F(X) -dx  fiir konservative F(x) (4.25)

1 on x1 nach xo

sinnvoll. Es gilt sogar:

Lemma 4.2.7  Ein stetiges Vektorfeld F(x) st genau dann konservati, wenn
fiir je zwei einfache Wegstiicke C, C' aus der Ubereinstimmung der Anfangs- und

Endpunkte stets
/F(X) cdx = / F(x) - dx
C !

folgt.

Beweis: Es sei zundchst angenommen, daf fiir je zwei einfache Wegstiicke
C, C" aus der Ubereinstimmung der Anfangs- und Endpunkte stets

/CF(X)-dx:/lF(x)~dx

folgt. Dann ist die Definition

im Sinne von (4.25) erlaubt und es gilt

S Tio (d%/ox+§vF(X/)'dX')l

£=0
d x+EvV . ,
4.22) (d_f /x Fox) - dx ) oo
d §
Def.z.2.4 (d_f /0 v EGHEY) d{') |
v - F(x) o

Haupts.

fir alle v. Nach (4.3) folgt daraus
F(x) = —grad ®(x),

d.h. die Konservativitdt von F(x). Setzt man umgekehrt voraus, daf
F(x) konservativ ist, so folgt die entsprechende Wegunabhéngigkeit di-
rekt aus Lemma 4.2.6. i
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Mit (4.22) und (4.23) ergibt sich aus Lemma 4.2.7 unmittelbar die

Folgerung 4.2.8 FEin stetiges Vektorfeld F(x) ist genau dann konservativ, wenn

/ F(x)-dx =0 fir jeden geschlossenen Weg C
c

(der betrachteten Klasse) gilt.
Eine anschauliche Konsequenz der Konservativitit ergibt sich aus der folgenden

Definition 4.2.9 Unter einer Feldlinie eines Vektorfeldes F(x) versteht man
eine glatte, orientierte Kurve mazximaler Lange, auf der F(x) nirgends verschwindet
und in Richtung der Kurventangente zeigt.

Da sich also eine Feldlinie von F(x) stets aus einfachen Wegstiicken C zusam-
mensetzt, fiir deren einfache Parametrisierungen (x(t), ¢y, t2) stets x(¢)-F (x(t)) > 0
gilt, ergibt sich aus Folgerung 4.2.8 und Definition 4.2.4 unmittelbar:

Folgerung 4.2.10 FEin konservatives Vektorfeld kann keine geschlossene Feldline
besitzen.

Warnung: Aus dem Fehlen geschlossener Feldlinien folgt umgekehrt
noch nicht?* die Konservativitit des Vektorfeldes!

4.2.4 Beispiel: Entropie

Vorbemerkung: Fiir die Abschnitte 4.1 und 4.1 war der Bezug auf den
3-dimensionalen Raum der Ortsvektoren nicht wesentlich. Im folgenden
verwenden wir die entsprechende Ubertragung auf den 2-dimensionalen
Fall. Dabei erlauben wir uns auflerdem die Verwendung von Vektoren
mit Komponenten unterschiedlicher physikalischer Dimension.?’

Sei S ein geschlossenes thermodynamisches System, dessen Gleichgewichtszustédnde
eindeutig durch den Druck P und das Volumen V charakterisiert seien.

Version vom 26. Miarz 2009
24Giehe SchluB von Abschnitt 4.2.4.
25Da die Addition unterschiedlicher physikalischer GroBen grundsitzlich vermieden wird, ent-
stehen dadurch keine Probleme.
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Quasistatische Prozesse (kontinuierliche Verédnderung der Gleichgewichts-
zusténde) lassen sich dann als Wegstiicke C in der V, P-Ebene darstellen, und nach
dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik ist dann die innere Energie (geeig-
net normierte Gesamtenergie) des (ruhenden) Systems eine Funktion U(V, P). Die
Anderung der inneren Energie wihrend eines quasistatischen Prozesses ist also nach
Lemma 4.2.6 durch das Integral

o [t ()

iiber den entsprechenden Weg C gegeben.
Die mechanische Arbeit A A, die an S wihrend eines solchen Prozesses verrichtet
wird, sei stets durch das Wegintegral des Vektorfeldes

av.p® (~7)

AA:—/CPdvdéf/cA(v,P).d(]VD) .

Die Differenz AQ ' AU — AA bezeichnet man als die dem (geschlossenen!) System

wihrend des Prozesses zugefithrte Wdarmemenge. Sie ist also das Wegintegral
Vv
sa=[aw.r)a(y)
c P

o .
Cp(V) 51 (V. P)
Q. P) = .
Cv(p)a_PT(Va P)

iiber C gegeben:

iber das Vektorfeld

© orad U(V, P) — A(V, P),

wobei:

T(V, P) o Temperatur,
Cp(V) ' Wirmekapazitit von S bei konstantem Druck P,

Cy(P) ' Wirmekapazitit von S bei konstantem Volumen V.

Da / P AV fiir geschlossene Wege C mit dem Inhalt des von C berandeten Teilge-

c

bietes?® der V, P-Ebene iibereinstimmt, kann nach Folgerung 4.2.8 das Vektorfeld
A(V, P) nicht konservativ sein, obwohl seine Feldlinien alle parallel zur V-Achse,
also nicht geschlossen, sind. Wegen

Version vom 26. Marz 2009
26Es geniigt, einfache Rechtecke zu betrachten.
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kann dann auch Q(V, P) nicht konservativ sein.
In der Thermodynamik schliefft man aus der Unmoglichkeit, Warme vollstandig
in mechanische Arbeit umzuwandeln (2. Hauptsatz), dafl dagegen das Wegintegral

1
tiber %Q nur von Anfangs- und Endpunkt abhéngt (aufler vom Feld selbst) und

somit im Sinne von (4.25) die Definition

aer [P 1 V!
S(V,P) = / —Q(V', P') -d( ,) Entropie
wo.r) \T'(V', P') P

erlaubt.

4.3 Oberflaichenintegrale

4.3.1 Definitionen

Nach Aufgabe 15 ist der Strom J eines Mediums konstanter Stromdichte j durch
eine ebene Fliche S mit dem Flichenvektor?” S:

J=73-8S.

Zur Bestimmung des allgemeinen Stromes durch eine gekriimmte Fléche ist diese
durch eine Summe ebener Flichen zu approximieren, iiber die 3 ndherungsweise als
rdumlich konstant angesehen werden kann:

AS

e

Die Summe der Teilstrome liefert dann im Grenziibergang (als Oberflichenintegral)
den Gesarptstrom durch S.
Diese Uberlegungen fithren auf folgende

Definition 4.3.1 Als einfaches Fldchenstiick bezeichnen wir eine Menge S
von Ortsvektoren gemeinsam mit einer Abbildung n(x) von S in die Menge der
dimensionslosen Finheitsvektoren, sofern dazu eine einfache Parametrisierung
(X(s,t),sl,sg,tl,tg) existiert, d.h. Zeitpunkte sy, sq,t1,1o und eine eineindeutige,
stetig differenzierbare Abbildung x(s,t) von [sq, 2| X [t1,ta] auf S mit:

Version vom 26. Mdrz 2009

2"Der Fliachenvektor ist per. def. senkrecht zur Fliche und sein Betrag stimmt mit dem Flichen-
inhalt iiberein.
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Mit entsprechendem Mehraufwand im Vergleich zu (4.19) und Folgerung 4.2.3 erhélt
man

Lemma 4.3.2

Gegeben: (i) stetiges Vektorfeld 3(x),
(ii) einfaches Fldachenstick S .

Behauptung: Das Doppelintegral

/: (/_] (x(s.1)) - ((%x(s,t)) < %X(s,t)) ds) dt

liefert fiir jede einfache Parametrisierung (x(s,t), s1,S9,t1,t2) von S den gleichen

Wert.

Definition 4.3.3 Seien 3(x) ein stetiges Vektorfeld und S ein einfaches Flichen-
stiick. Dann bezeichnet man den nach Lemma 4.5.2 von der speziellen Wahl der
Parametrisierung unabhdangigen Ausdruck

/S J(x) - dS, /j < / 7 (x(s.0)) - <(%x(5,t)) « %x(s,t)) ds) dt

als das Oberflichenintegral von j(x) tber S.
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Anmerkungen:

(i) Falls g(x) tatséichlich eine Stromdichte ist, gibt also [¢g(x) - dSx
den Gesamtstrom durch S an, der positiv ist, wenn er in Richtung
der Flachennormalen durch S hindurchtritt.

(ii) Als Oberflachenintegral eines Skalarfeldes ®(x) definiert man mit-
unter

/S B(x)dS, /8 (®60n(x) -ds,

_ /tt </ B (x(s,1) ‘ <§8X(S,t)> x%x(s,t} ds> at

was natiirlich ebenfalls von der speziellen Wahl der Parametrisie-
rung unabhéngig ist.

Definition 4.3.4 Seien C ein einfaches Wegstiick und S ein einfaches Flichen-
stiick. Dann nennen wir C einen Tetlrand von S, falls eine einfache Parametrisie-

rung (x(s,t), s1, 2, t1,t2) von S existiert, fir die <X(t) o X(SQ,t),tl,t2> eine einfa-
che Parametrisierung von C ist:

Anschaulich leicht verstandlich ist:

Folgerung 4.3.5 Jedes einfache Flichenstiick S besitzt genau vier bis auf zykli-

sche Vertauschung der Indizes eindeutige Teilrinder Cy,...,Cy, die sich zu einem
geschlossenen Weg
def

oS X ((c1 AN cg) e

aneinanderfigen:
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Definition 4.3.6 Den einem einfachen Flichenstiick S gemaf Folgerung 4.3.5 ein-
deutig zugeordneten Weg OS, der aus den Teilrindern resultiert, bezeichnet man als
den (orientierten) Rand von S.

Anmerkung: Wenn man die Orientierung des Randes kennt, liegt damit
bereits die Orientierung der Flichennormalen fest.

4.3.2 Beispiele geeigneter Flichenparametrisierungen
Projektionsintegral

Seien j(x) ein stetiges Vektorfeld, {e, €2, e3} eine Orthonormalbasis und

X(s,t) = f(s) +tg(s) , 81, 82,11, 12
2® (s, f(s) +tg(s))

eine einfache Parametrisierung®® des Flichenstiicks S. Dann ist

S

def
X3(S7t) = f(8> +tg(8) 7817527t17t2
0

eine einfache Parametrisierung der Projektion S; von S auf die eq, es-Ebene und
mit

Jk(x) = J(X) e fir k= 1,2,3
gilt:??

[as)-as. - / ([ xts.tn- ((Gpmte0) Gt ) as)
- [93<J(x1,x2,x3($1,x2))-e3>dSX

Entsprechende Formeln gelten fiir die Wegintegrale von 3; und j5 iiber S.

Version vom 26. Miarz 2009
28Natiirlich 148t nicht jedes einfache Flichenstiick eine solche Parametrisierung zu.
29Wegen

es- ((%x(s,t)) % %x(s,t)) =e3- ((%X?,(S,t)) X3 5,1) ) |( x3(s,1)) th3(8 t)‘
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Ausschnitt einer Kugeloberflache

Hier bietet sich die Parametrisierung mithilfe von Polarkoordinaten (Kugelko-
ordinaten) r, v, p an:

x(r, 9, @) =r sinv cospe; + rsind sinpey + r cosve;
Im einfachsten Falle ist dann

(X(ﬁa SD) déf X(R719a 30)71917 1927 P15 @2) )
wobei: 0 <) < ¥y <7, 0 < 1 < g <27,

eine einfache Parametrisierung von S:*

7“d§f]X|:R, n=e,.

Mit
90 (0, 6) = Reo(R, 0, 9) %xw, 2) = R sinde (R, 0,).
n(x(R9,¢)) = e,(R,0,9)

ergibt sich dann fiir das Oberflachenintegral:

P2 Va2
/g(x) -dSy = / (/ (R, Y, ) R? sin19d19) de,
S 1 91

wobei: j7(R,9,¢) € 3(x(r,9,¢)) - e,(r, 9, ).
Fiir den Spezialfall j7 = 1 ergibt sich offensichtlich der Fléacheninhalt

©2 V2
|S|:/ / R? sinddv | dy,
P1 Y1
Version vom 26. Marz 2009

30In diesem Falle zeigt die Flichennormale aus der Kugel heraus. ¢ ist der Winkel zwischen x
und e3, ¢ der Winkel, den die e-es-Ebene mit der x-es-Ebene bildet.
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dessen rein winkelabhéngigen Anteil

P2 V2
Qs / </ sinﬁdﬁ) dp = — (s — 1) (cos ¥y — cos )
© 9

1 1

man als den zugehorigen Raumwinkel (Winkelbereich, den S, vom Ursprung aus
gesehen, iiberdeckt) bezeichnet.
Im Grenzfall (¥, 02, ¢1,p2) — (0,7,0,7) konvergiert Qs gegen

/ dQ) = 47
voll. Winkelber.

und |S| gegen die gesamte Kugeloberfliiche, die sich somit zu 47 R? ergibt.

Ausschnitt einer Zylinderoberfliche

Hier bietet sich die Parametrisierung mithilfe von Zylinderkoordinaten p, p, h an:
x(p,0,h) =pcospe; + psinpe, + hes.
Im einfachsten Falle ist dann

(X(% h) = x(R,p, h),p1,02,h1, h2) , wobei: 0 < ¢ < g <27,

eine einfache Parametrisierung von S:*!

n=e,, p=~R.

Mit 0 9,
%X(% h) = Re,(R,p,h), %X(%h) =en(R,p,h),

n (x(R, ©, h)) =e,(R,¢,h)

Version vom 26. Marz 2009

3In diesem Falle zeigt die Flichennormale aus dem Zylinder heraus.
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ergibt sich dann fiir das Oberflachenintegral:

ho 2
/y(x)-dsx:/ (/ j"(R,so,h)Rdw>dh,
S h1 ©1

.. ef
wobei: j°(p, p, h) & 7 <X(p, ©, h)) ~e,(p,,h).

4.3.3 Eigenschaften des Oberflichenintegrals

Aus Definition 4.3.3 und der Linearitdtseigenschaft (3.54) fiir gewohnliche Integrale
erkennt man sofort folgende Linearitatseigenschaft des Oberflachenintegrals:

/s(a'h(xHﬁJl(X)) 1dSx :a[gjl(x) -de+ﬁ/S.72(X)-de (4.26)

Entsprechend ergibt sich durch 2-fache Anwendung des Mittelwertsatzes fiir gewohn-
liche Integrale der Mittelwertsatz fiir Oberflachenintegrale:

Lemma 4.3.7

Gegeben: (i) stetiges Vektorfeld j(z),
(ii) einfaches Fldchenstick S .

Behauptung: Fiir geeignetes x' € S gilt

/5 5(x) - dSy = S| n(x) - 5(x)

5% / as,
S

wobeil

der Fldacheninhalt von S ist.

Hieraus folgt direkt die Abschéitzung

\ JECIES

Anmerkung: Die Anmerkungen (i)—(iii) von Abschnitt 4.2.2 bzgl. der
Stetigkeitseigenschaften des Wegintegrals gelten fiir das Oberflacheninte-
gral entsprechend.

< |S]sup |g(x)]. (4.27)

xeS
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Seien &1, ..., S, einfache Flichenstiicke mit folgenden Eigenschaften
(i) Je zwei Fléchenstiicke S;, S haben hochstens Randpunkte gemeinsam.
(i) Wenn S; und Sj, gemeinsam ein Wegstiick nicht verschwindender Lénge men-

genméflig enthalten, dann haben die zugehorigen Teilrdnder entgegengesetzte
Orientierung.*?

(iii) Die Vereinigung der Flachenstiicke Sy, ..., S, ist eine ‘verniinftig’ zusammen-
héngende Menge.

(iv) Der Durchschnitt von jeweils drei verschiedenen Fliachenstiicken enthélt hoch-
stens einen Punkt.

Unter diesen Bedingungen bezeichnet man mit S; + ...+ S, das zusammengesetzte
Fléchenstiick entspr. Orientierung (Zuordnung der Flichennormalen):

S1+8+8+ 8

Als Rand 0 (S, + ...+ S,) bezeichnet man den (geschlossenen) orientierten Weg,
der sich aus all den Randstiicken zusammensetzt, die nicht in zwei verschiede-
nen Fldchenstiicken mengenméfig enthalten sind. Falls kein solches Randstiick exi-
stiert,** dann nennt man S;+. . .+S,, geschlossen und schreibt: 0 (S; + ...+ 8,,) =
0.

Falls §; + ...+ &, wieder ein einfaches Fliachenstiick ist, ist die neue Definition
des Randes dquivalent zur alten Definition 4.3.6. Auflerdem gilt dann offensichtlich:

/Smm g(x) - dSy = /31 3(x) - dSx + ...+ /ng(x) .dS, . (4.28)

Andernfalls nimmt man naheliegenderweise die rechte Seite von (4.28) als Defini-
tion fiir die linke.

Kehrt man bei einem Flachenstiick S die Orientierung um, so ergibt sich wieder
ein Flichenstiick, das man mit —S bezeichnet.?* Mit dieser Definition gilt:

/_ a() S = - /5 3(x) - Sy (4.29)

Version vom 26. Méarz 2009
32Das garantiert die Orientierbarkeit der zusammengesetzten Fliche (fast {iberall).
33Man denke etwa an die Oberfliche eines Wiirfels.
34Wenn (x(s,t), s1, 82,11, t2) eine Parametrisierung von S ist, dann ist also (x(t, s), s1, S2,t1,2)
eine Parametrisierung von —§ .
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4.3.4 Der Satz von STOKES

Es gibt verschiedene physikalische Hinweise auf einen engen Zusammenhang zwi-
schen Flachenintegralen iiber eine orientierte Flache S und Wegintegralen iiber deren
Rand 0S:

7.B. lautet das Induktionsgesetz der Elektrodynamik — wir benutzen hier
als Mafisystem das SI (Systéme International d’Unités, siehe Anhang A.3.3 von
(Liicke, edyn)) — bzgl. einer festen Leiterschleife lings 0S

/ E(x,t) -dx = 4 /B(X, t)-dSx (4.30)
oS dt Js )

N J/
e

induzierte Spannung magn. Kraftflu durch S

,] n = posit. magn. Kraftlufl

S
0S = Leiterschleife

wobei natiirlich E(x,t) das von der Zeit ¢ abhéngige elektrische Feld und B(x,t) die
ebenfalls t-abhéngige magnetische Kraftfludichte bezeichnet.

Ein weiteres Beispiel ist das AMPEREsche Durchflutungsgesetz der Magne-
tostatik

. H(x)-dx = /ngakr(x) -dSx, (4.31)

wobei H(x) das Magnetfeld und .k (x) die elektrische Leitungsstromdichte be-
zeichnet.

Es liegt also der Versuch nahe, allgemein das Wegintegral iiber den Rand 0§
eines einfachen Fliachenstiicks § auf ein Flachenintegral iiber S zuriickzufiihren:

Seien also A(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld, S ein einfaches Fldchen-

stiick und (x(s,t), s1, $2,t1,t2) eine (2x stetig differenzierbare) einfache Parametri-
sierung von S. Dann gilt (mit offensichtlichen schreibtechnischen Abkiirzungen)

A(x) - dx =
58 Wegeadd.

/tf <A <X(82,t)> - Ox(s2,t) — A(x(sl,t)> -&X(sl,t))dt
—l—/” (A(X(s,t1)> - 0sX(8,t1) — A(x(s,t2)> '38X($,t2))ds

S1
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und somit

Lemma 4. 1 5

o= LIQZIQ;{(aSX.bj) <(£bjA) (x).atx)

— (0 - V) ((EbjA) (x) - 83X>:| dsdt
(234) /: /: i(bj x (L, A) (X)> (04x x Oyx) dsdt.

Als Resultat ergibt sich also der®

Satz 4.3.8 (Satz von STOKES)

Gegeben: (i) stetig differenzierbares Vektorfeld A(x),
(ii) einfaches Flichenstick S ,
(111) Basis {bl, bg, bg} .

Behauptung: A(x)-dx = / [Z b’ x )] - dSx .

oS

Mit dem Mittelwertsatz fir Flachenintegrale (Lemma 4.3.7) ergibt sich aus dem
Satz von STOKES unmittelbar die

Folgerung 4.3.9

Gegeben: (i) stetig differenzierbares Vektorfeld A(x),
(ii) Ortsvektor xq ,
(ii) dimensionsloser Einheitsvektor e,
(ii) Schar einfacher Flichensticke S mit
lim, o Supyes, | (x) —ell) =

(n(x) Y Flichennormale von S, an der Stelle X).

3
Behauptung: e - ij x (Lp,A) (XO)] A(x) - dx

j=1 =0 ’S | BS.
Version vom 26. Miarz 2009

35Eigentlich haben wir den Satz von STOKES nur fiir den Fall bewiesen, da8 S eine 2-mal stetig
differenzierbare einfache Parametrisierung zuléfit (Verwendung von Lemma 4.1.5). Aufgrund der

Stetigkeitseigenschaften der Integrale gilt der Satz dann aber auch ohne diese Einschrankung.
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Definition 4.3.10 Sei A(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann bezeich-
net man das nach Folgerung 4.3.9 von der speziellen. Wahl der Basis {by,bs, b3}
unabhingige®® Vektorfeld
3
rotA(x) o ij x (Lp,A) (x)

j=1
als Rotation von A(x).

Die Bezeichnung ‘Rotation’ erklért sich aus dem Satz von STOKES, der nun die
Form

A(x)-dx = /rotA(X) - dSx (4.32)
as S

annimmt. Danach 148t sich rotA(x) als eine Art Flachendichte der Feldwirbel in-
terpretieren.

Z.B. gilt fiir das Geschwindigkeitsfeld v(x) = wq X = eines starren Korpers, der
mit der Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz) |wg| im Rechtsschraubensinn um die
Achse rotiert, die durch Py geht und in Richtung von wyq zeigt:*”

rot (wg X x) = 2wy . (4.33)

Nach (4.7) und Definition 4.3.10 gilt fiir jedes dimensionslose orthonormale Rechts-
system {ey, e, e3}

@Ag’(x % ) — %AQ(x e )
rotA(x) = %Al(xl,xz,x?’) — %Ag’(xl,xz,w?’) ) (4.34)
x x
O 19,1 2 3 9 i1 2 3
@A (7, x ,x)—@A (x7, 2%, x7)
falls
x! Al(xt, 22 23)
x= 22|, Ax)= [ A%(2', 2%, 2%) | bzgl. {ei, ey e3}.
x3 A3 (2t 2?, 23)

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld A (x) gilt nach (4.32), Folgerung 4.3.9 und
Folgerung 4.2.8:

A (x) konservativ <= rotA(x) = 0. (4.35)

Nach (4.32), Folgerung 4.3.9 und Lemma 4.3.7 ist das Induktionsgesetz (4.30)
dquivalent zu der MAXWELLschen Gleichung?®

rotE(x,t) = —%B(X, t). (4.36)

Version vom 26. Marz 2009
36Diese Basisunabhingigkeit folgt auch aus (4.3).

37Vgl. Ubungsaufgabe 54.

38Natiirlich ist hier hinreichend gute ¢-Abhingigkeit vorausgesetzt.
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Entsprechend ist das AMPEREsche Gesetz (4.31) dquivalent zum statischen Spezial-
fall

rotH(x) = Jmak: (X) (4.37)
der MAXWELLschen Gleichung
0
rotH(x,t) = Jmaw (X, ) + aD(X, t).

Schlieflich sei noch erwihnt, daff aus (4.32) und Lemma 4.3.7 die in Anmer-
kung (ii) zu (4.21) angesprochene stetige Abhéngigkeit des Wegintegrals (fiir Vek-
torfelder) vom Weg folgt.

4.4 Volumenintegrale

4.4.1 Definitionen

Definition 4.4.1 Als einfaches (positiv orientiertes) Raumgebiet bezeich-
nen wir eine Menge G von Ortsvektoren, fir die eine einfache Parametrisierung
existiert; d.h. Zeitpunkte sy, so, 11,2, u1, ug (oder entspr. Parameter anderer physika-
lischer Dimension) und eine eineindeutige stetig differenzierbare Abbildung x(s,t,u)
von [s1, o] X [t1,ta] X [uy, us] auf G mit

0 0 0
%X(s,t,u) . <&x(s,t,u) X %X(s,t,u)> >0 Vs, t,u.

................

Lo
’ ] /’
|
U9 R EEE
// ]

Ul, tl
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Lemma 4.4.2

Gegeben: (i) stetiges Skalarfeld p(x),
(ii) einfaches Raumgebiet G .

Behauptung: Das 3-fache Integral

L (] pixtstcnn st (st x st as) ) au

liefert fir jede einfache Parametrisierung (X(s,t,u), s1, Sa, 11,12, ut,us) von G den
gleichen Wert.

Definition 4.4.3 Seien p(x) ein stetiges Skalarfeld und G ein einfaches Raum-
gebiet. Dann bezeichnet man den nach Lemma /.J.2 von der speziellen Wahl der
Parametrisierung (x(s,t,u), s1, 2, t1, ta, ur, us) unabhdngigen Ausdruck

| reoavs
def /u ( /: ( / jQp(x(s,t,u)) %X(s,t,u) - (%X(s,t,u) « a%x(s,t,u)) ds) dt> du

als das Volumenintegral von p(x) iber G.

Falls p(x) die Dichte-Verteilung einer additiven physikalischen Grofle (z.B. Mas-
se, Ladung, ... ) ist, dann gibt also

/g p(x) dVs

die Summe aller Anteile dieser Groe in G (z.B. Gesamtmasse innerhalb G, Gesamt-
ladung innerhalb G, ...) an.

Fiir ein Vektorfeld F(x) wihlen wir (der Kiirze wegen) die von der speziellen
Wahl der Basis {b;, b, b3} unabhéngige Definition:

/g F'(x)dVy

/ F(x)dV, & / F2(x)dVy | bzgl. {by, by, by}, (4.38)
g g

falls F(x) = | F2(x) | bzgl {b;, by, bs}.
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Definition 4.4.4 Seien S ein einfaches Flichenstiick und G ein einfaches Raum-
gebiet. Dann nennen wir S einen Teilrand von G, falls eine einfache Parametri-
sierung (x(s,t,u), s1, 89,11, ta, u1, uz) von G existiert, fir die

(X(Sv t) déf X(Sa t7 Ug), 51, 52, tla t2)

eine einfache Parametrisierung von S ist.

P

S

Anschaulich leicht verstandlich ist die

Folgerung 4.4.5 Jedes einfache Raumgebiet G besitzt genau sechs bis auf Vertau-
schung der Indizes eindeutige Teilrinder Sy, . .., Sg, die zusammen ein geschlossenes
Fldchenstiick

0G=8+...+ S8

bilden.

Definition 4.4.6 Das einem einfachen Raumgebiet G entsprechend Folgerung 4.4.5
eindeutig zugeordnete Flichenstiick 0G, das sich aus den Teilrindern zusammen-
setzt, bezeichnet man als den (orientierten) Rand von G.

4.4.2 Anwendungsbeispiel (Trigheitstensor)

Ein starrer Korper K fiille zur Zeit t das einfache Raumgebiet G; aus. Seine Mas-
sendichte zum Zeitpunkt ¢ sei p(x,t):

Gesamtmasse aller in G’ befindlichen

/ J—
gcg — pix,t) dVi = { Teile von KC zur Zeit t.

g/
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Die Geschwindigkeitsverteilung sei

Geschwindigkeit des bei x befindlichen
Korperpunktes zur Zeit t.

vixt) = {

In Analogie zu einem System von Massenpunkten definiert man dann z.B. als Ge-
samtdrehimpuls von K bzgl. Py zur Zeit t :

L(t) ¥ / x X v(x,t) p(x, t) dVi . (4.39)
' —d
—dp
Entsprechend gilt dann:*”
d B def | Gesamtdrehmoment bzgl. F
aL(t) = M() = { auf C zur Zeit ¢ .

Fiir den Spezialfall daf sich  momentan um eine Achse A(t) durch B in Richtung
w(t) mit der Winkelgeschwindigkeit |w(t)| (im Rechtsschraubensinn) dreht, also fiir

v(x,t) = w(t) x x,

folgt aus (4.39)
WLt = & /g X X (w(t) x x) pu(x,t) dVy
- /g (w(t) x x) - (W' x x) pu(x,t)dVy

und somit

v(x,t) =w(t) x x = w' - L(t) = 6, (W, w(t)) Vtuw',

wobei: 0 (wq,ws) dﬁf/ (w1 X X) - (we X x) pu(x,t)dVy fiir bel. wy, ws .
Gt

(4.40)
Die Abbildung
wi,wy — 0 (Wi, ws)
bezeichnet man als den Trdgheitstensor von K zur Zeit t; als ‘Tensor’ deshalb,
weil sie in beiden Argumenten linear ist:
Oy (@wy + Bwi,wa) = ab(wi,ws)+ B0 (W, ws), (4.41)
O (w1, awy + fwh) = ab(wi,ws)+ G0 (wi,w)) . .

Version vom 26. Marz 2009

39Vgl. Abschnitte 3.4.2 und 3.4.3.
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Anmerkung: 6, ist natiirlich eindeutig festgelegt, wenn man seine ko-
varitanten Komponenten

(60);0 % 60 (by by)  fiir j.k € {1,2.3)
bzgl. einer beliebigen Basis {by, by, b3} kennt.

Fiir verschiedene Anwendungen nutzt man aus, daf§ der Trégheitstensor symme-
trisch ist; d.h.:

Ht (Ldl,UJQ) = Gt (wQ,wl) ‘v’wl,wg. (442)
Den speziellen Wert
Oi(e,e) = / 72 u(x,t) dVy, (4.43)
Gt
wobei: ry & le X x| = |[Komponente von x senkrecht zu e | ,

bezeichnet man als das Trédgheitsmoment von K zur Zeit t bzgl. der Achse durch
Py in Richtung des Einheitsvektors e.

Als Beispiel sei eine homogene Massenkugel konstanter Massendichte p vom
Radius R mit Mittelpunkt F, betrachtet:

Mit
O<ri<ry, 0<t <¥y<m, 0<p <y <2
ist
{X(T7 197 (10)7 1,72, 191, 1927 9017 (;02}
einfache Parametrisierung eines Gebietes G’ das fiir

r1—0, Y97—0, ¢ —0,
ro — R, ¥y —m, p3—27

in die volle Kugel G mit Radius R iibergeht:
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Daher gilt

0, défet(eg (3:,)):/27r /7r /Ru|e3><x|2 2x- 3X><£X dr | d9 ) de
s ’ 0 0 0 or oV Oy

Im zweiten Beispiel von Abschnitt 4.3.2 wurde gezeigt:

0
%X(r,ﬁ,go) = rey(r,d,¢),

%x(r,ﬁ,gp) = rsindey(r,v,p).

Entsprechend gilt
%X(T’, 197 90) = er(ra 797 80)
und somit*’
2x 3x><£x = r’sinde, - (eg xe,)
or” \ov” T o) T e
= 72 sind

(d.h.: dV = r? sind dr dd dy). Mit |es x x| = r sind folgt daraus

Ocs

= /27r /7r /Rr4sin3ﬁgx(rﬁ ) 2}((7“19 )xix(rﬁ )| dr)dd ) d

=p 0 0 0 87" YUy @ 819 YUy @ 830 YUy, @ 2
R ™ 27

—,u/ rtdr / sin® 9 dv / dep

=3RS = —cosﬁ—l—%cos?’ﬁ‘g =2m
-
Resultat: g
O,(e,e) = i TR

2
= ~ R? Gesamtmasse .
Aufg. (D7) 5

Aus (4.41), (4.42) folgt — bei gleicher physikalischer Dimension von w; und wy —
allgemein:
1
Gt(wl, w2> = Z (Ht(wl + Wo, W1 + LU2> — Gt(wl — Wo, W — wg)) . (444)

Version vom 26. Marz 2009

40vgl]. Ubungsaufgabe 57.
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Der Tragheitstensor ist also stets durch die Tragheitsmomente festgelegt. Fiir obiges
Beispiel folgt aus (4.44) speziell:

et(wla w2)

(\wl + w2]2 0 witw, — |w1 — w2]2 0 w,—ws )
|wi+wa Wy —wal

Kugelsymm.

= Wi - Wy 0e3.

4.4.3 Eigenschaften des Volumenintegrals

Aus Definition 4.4.3 und der Linearitdtseigenschaft (3.54) fiir gewohnliche Integrale
erkennt man sofort folgende Linearitdtseigenschaft des Volumenintegrals:

Lme@+ﬁm@D&&—alkm@dm+ﬁlkﬂ@dﬂ- (4.45)

Entsprechend ergibt sich durch 3-fache Anwendung des gewchnlichen Mittelwert-
satzes der Integralrechnung der Mittelwertsatz fiir Volumenintegrale:

Lemma 4.4.7

Gegeben: (i) stetiges Skalarfeld p(x),
(ii) einfaches Raumgebiet G .

Behauptung: FEs existiert ein X' € G mit

/mmeZWM@m
g

G| d:ef/dvx
g

wobei

der Rauminhalt von G ist.

Hieraus folgt direkt die Abschétzung:

/g p(x) dVi

Anmerkung: Die Anmerkungen (i)—(iii) von 4.2.2 bzgl. der Stetigkeits-

eigenschaften des Wegintegrals gelten fiir das Volumenintegral entspre-
chend.

< |G|sup|p(x)| - (4.46)

xeg
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Seien G; und G, einfache Raumgebiete mit folgenden Eigenschaften:

(i) Je zwei Raumgebiete G;, G haben hochstens Randpunkte gemeinsam.

(ii) Die Vereinigung der Raumgebiete Gy, ..., G, ist eine ‘verniinftig’ zusammen-
héngende Menge.

Unter diesen Bedingungen bezeichnet man mit G, + ...+ G, das zusammengesetzte
Raumgebiet:

Gi+ G2+ 33

Als Rand 0 (G, + ...+ G,) bezeichnet man das (geschlossene) orientierte Fléchen-
stiick, das sich aus all den Randstiicken zusammensetzt, die nicht in zwei verschie-
denen Raumgebieten mengenméfig enthalten sind. Falls G; + ... 4+ G,, wieder ein
einfaches Raumgebiet ist, ist die neue Definition des Randes dquivalent zur alten
Definition 4.4.6. Aulerdem gilt dann offensichtlich:

/gﬁﬁgn p(x) AV = /g p(x) Vi + ... +/n p(x) dVy. (4.47)

Andernfalls nimmt man naheliegenderweise die rechte Seite von (4.47) als Defini-
tion fiir die linke.

4.4.4 Der Satz von GAUSS

Es gibt verschiedene physikalische Hinweise auf einen engen Zusammenhang zwi-
schen Volumenintegralen iiber einfache Gebiete G und Fléachenintegralen iiber deren
Rand 0G:

Erfahrungsgemés ist z.B. die (bei einem abgeschlossenen System) erhaltene Ge-
samtladung eine Erhaltungsgrofle: Es gibt kein Raumgebiet, in dem Ladung
erzeugt oder vernichtet wird. Fiir eine Ladungsverteilung p(x,¢) mit der Ladungs-
Stromdichte j(x,t) muf} also fiir jedes einfache Raumgebiet G

D xndv, + / J(x,1) - dSy =0 (4.48)
dt Jg  Jog

vV A vV
Gesamtladung in G Ladungsstrom durch 0G

gelten.*!

Version vom 26. Marz 2009

' Hinreichend schneller Abfall von j im Unendlichen garantiert also & [o5 p(x,t) dVx = 0.
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Ein weiteres Beispiel ist das GAUSssche Gesetz

/ g(x) - dSx = —47r'y/u(x) dVy, (4.49)
oG g

wobei v wieder die Gravitationskonstante bezeichnet und g(x) das von der Massen-
verteilung (Massendichte) u(x) erzeugte Gravitationsfeld, d.h.:

g(x) def 1 { Schwerkraft, die die gesamte Massenverteilung

m | auf einen bei x befindlichen Test-Massenpunkt m ausiibt .

Dementsprechend liegt der Versuch nahe, allgemein das Oberflachenintegral iiber
den Rand 0G eines einfachen Raumgebiets auf ein Volumenintegral iiber G zuriick-
zufithren:

Seien also y(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld, G ein einfaches Raum-
gebiet und (x(s,t,u), s1, S2,t1, o, us, us) eine 2-mal stetig differenzierbare einfache
Parametrisierung von G. Dann gilt:

[aorase = [ ([ {amts i ((goxtsitiw) < gxts o))
o (x(s tw)) ((%x(s,t,u1)> % Qx(s,t,ul)) } ds) dt
+ / (/ {](x(s,tQ,i))- ((%x(s,titu)) « %x<s,t2,u>>
o (x(s ) ((%X(s,tl,u)) « %X(S,tl,u)) } d5> du
4 / (/tt {J(X(Sg,t,u))- ((%x(s2,t,u)) « %X@Q,t,u))
— 7 (x(s1,t,u)) - ((%x(sl,t,u)> X %x(sl,t,u)> } dt) du .

.
"

R
S
|
|

4 1

. |

] s ]
5

. |

S , (R T Ry P A |

’ 1 ’ t ’ ’

" . .

‘ 'y 2 . .
u9 4 ’
.
.
’ ] ’
.
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ui| /'t

s1 So

+zykl. Vert. v. s,t,u
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und wegen

o (0 0
Lemre 415 B (%X X §X> + zykl. Vert. v. s, t,u

somit:

uz 2o sz /g 0 0
/8g_7(x)-de = /ul /tl /51 (%J)-<£XXEX> dsdt du (4.50)

+zykl. Vert. v. s,t,u.

Aus Lemma 4.1.3 folgert man leicht*?, daff allgemein

d
3@ (x(0) = (£v®) (x(1)_,,

gilt. Mit den Definitionen

b; = bi(s,t,u) aef %X(s,t,u),
_ det 0
by = ba(s,t,u) 85X(S’t’u)’
_ det O
by = bs(s,t,u) = atx(s,zﬁ,u)
folgt daraus
0
—i(x) = (L) (x),
ou
0
22I(x) = (Lbg) (%)
ds
0

500 = (La3) ().

was zusammen mit (4.50) und (2.29)

/BQJ(X)-de - /: /: /i [b* - (Lp,g) (%)] %X. (%X « %X> ds dt du

S1 k=1
(4.51)
liefert.

Definition 4.4.8 Sei 3(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann bezeichnet
man das nach (4.2) von der speziellen Wahl der Basis {by,bs,bs} unabhdingige

Skalarfeld

def

div g(x) = b* - (Ly,7) (x)

B
Il w
—

als Divergenz von j3(x).

Version vom 26. Marz 2009

42Man wihle dort eine Orthonormalbasis {b1, ba, b3} mit by o x(¢) und beachte (4.1).
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Mit Definition 4.4.8 lautet also unser Resultat (4.51):%%

Satz 4.4.9 (Satz von GAUSS)

Gegeben: (i)  stetig differenzierbares Vektorfeld 3(x) ,
(ii) einfaches Raumgebiet G ,
(111) Basis {bl, bQ, bg} .

Behauptung: / J(x) - dSx = ./divg(x) dVi
ag g

Mit Lemma 4.4.7 ergibt sich aus dem Satz von GAUSS unmittelbar die

Folgerung 4.4.10

Gegeben: (1) stetig differenzierbares Vektorfeld 3(x),

) Ortsvektor xq ,

(i) Schar einfacher Raumgebiete G, mit hm sup |x —Xo| =0,
)

nge
(iV Basis {bl, bg, bg} .
1
Behauptung:  div g(xg) = hm J(x) - dSx.
=0 |Gl 9G.

Die Divergenz 148t sich also als (Volumen-)Dichte der Feldquellen interpretieren.
3
Z.B. gilt fiir das Geschwindigkeitsfeld v(x) = Z Ak (er - X) e eines in die or-
k=1
thogonalen Richtungen e, es, e3 gleichformig (rotations- und scherungsfrei) expan-
dierenden Mediums:**

div Z )\k ek ek = )\1 + )\2 + )\3 (452)

Nach (4.7) und Definition 4.4.8 gilt fiir jede (physikalisch) dimensionslose Ortho-
normalbasis {ej, e, e3}:

3
divy(x) = Z ai (zh, 2% 2%), (4.53)
k=1

Version vom 26. Marz 2009

43Eigentlich haben wir den Theorem 4.4.9 nur fiir den Fall bewiesen, dafl G eine zweimal stetig
differenzierbare einfache Parametrisierung zuléfit (Verwendung von Lemma (4.1.5)). Aufgrund der
Stetigkeitseigenschaften der Integrale gilt das Theorem dann aber auch ohne diese Einschriankung.
44vg]. Ubungsaufgabe 61.
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falls
xl jl(x1>$27$3)
x={a2] . a0 = | Pt e®) | bugl fer e e}
23 ]3(951, 22, :c3)

Ein (stetiges) Vektorfeld j(x) bezeichnet man als quellfres, falls

LAgﬂX%dSXZO

fir jedes einfache Raumgebiet G gilt. Das ist dquivalent®® dazu, dafl das Oberfli-
chenintegral von j(x) nur vom Rand der Integrationsfliche abhéngt (aufler vom Feld
g selbst). Fiir stetig differenzierbare 7(x) gilt auflerdem nach dem GAussschen Satz
und Folgerung 4.4.10:

‘](X) quellfrei <= divy(x) =0. ‘ (4.54)

Nach dem Gaussschen Satz und Lemma 4.4.7 ist (4.48) dquivalent zur sog. Kon-
tinuitdtsgleichung:

0

5 (x,t) +divg(x,t) =0. (4.55)
Entsprechend ist das GAuUsssche Gesetz (4.49) dquivalent zu

divg(x) = —4my pu(x) . (4.56)

Die Massendichte stimmt also bis auf einen konstanten Faktor mit der Quelldichte
des Gravitationsfeldes iiberein!

In einfachen Fallen (z.B. fiir die gewohnliche Wérmeleitung) ist die Stromdichte
eines diffundierenden Mediums proportional zum Dichte-Gefille:

J(x,t) = — Dgrad p(x,1),
D : D:iffusionskonstante .

Dann wird die Kontinuitéitsgleichung (4.55) zur homogenen Diffusionsgleichung:*°

0
wobei: A ¥ div grad LAPLACE-Operator . (4.58)

SchlieBlich sei noch erwihnt, daff aus dem Satz von GAUSS und Lemma 4.4.7 (im
Zusammenhang mit (4.27) und (4.28)) die stetige Abhéngigkeit des Oberflacheninte-
grals (fiir Vektorfelder) von der Oberfléche folgt.

Version vom 26. Marz 2009
45Man beachte die Analogie zum Wegintegral konservativer Vektorfelder.
460\t der rein imaginiiren ‘Diffusionskonstanten’ D = z% ergibt sich die freie SCHRODINGER-
Gleichung eines Massenpunktes ohne innere Freiheitsgrade.
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4.4.5 Die PoissoNsche Gleichung

Mit dem Ergebnis von Ubungsaufgabe 56 18t sich fiir einfache Raumgebiete G
leicht zeigen, dafl

x — x/ | 4rm  fiir X' innerhalb G,
/89 —|x T -dSx = { 0  fir X’ auerhalb G (4.59)
gilt; denn wegen
x—x , : . )
F(x)= x—xp fir x # x' = divF(x) =0 fiir x # x (4.60)
X — X

gilt (4.59) nach dem Satz von GAUSS auch dann, wenn G nicht ausgerechnet eine
Kugel mit dem Mittelpunkts-Ortsvektor x’ ist. Fiir

def N X=X
L A | 4.61
O s (161)

B Gravitationsfeld, das von der
N Massenverteilung p(x’) erzeugt wird

folgt!™ aus (4.59):

x — X
g(x)-dSy = —vlim (/ p(x’ —de/) - dSy
/89» ( ) e—0 G R3\ U, (9G) ( ) ’X — X,|3
x —x
= —~lim w(x') (/ R de) AV,
0 Jr3\U, (69) og [x —x'?
= —47T'y/u(x) dVi.
g

Das Gausssche Gesetz (4.49) ist also tatsichlich eine Folge des Gravitationsgeset-
zes.*®

Anmerkung: Die Divergenz von (4.61) liefert geméf (4.56) und (4.60)
ein Beispiel fiir den Fall, dafl sich Differentiation und Integration nicht
vertauschen lassen!

Version vom 26. Miarz 2009

47U, (0G) bezeichnet—wie allgemein iiblich—die e- Umgebung von 9G :

U.(06) ¥ {x : ||x—X|| < eVx' € 0G}.

48vgl. 3.5.2.
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Beachtet man andererseits*’

(4.61) < g(x) = —grad 6(x),

/ 4.62
wobei:  ¢(x) oo —y / | pix ),| dVy  Gravitationspotential , ( )
r3 | X —X

so ergibt sich aus (4.56) und (4.58) die sog. PoissoNsche Gleichung

A / ) v = —am p(x) (4.63)

s |x — X/|

fiir riumlich begrenzte u(x), die insbesondere fiir die Elektrodynamik sehr wich-
tig ist.

4.4.6 Der Satz von EARNSHAW

Das Potential ®(x) geméiB (4.62) ist die einzige Losung von®
AD(x) = 4y u(x) (4.64)
zu vorgegebenem pu(x), die im Unendlichen verschwindet, d.h. die Bedingung

lim sup |®(x)| =0

R—oo x|>R

erfiillt. Das folgt fast unmittelbar aus dem

Satz 4.4.11 (Satz von EARNSHAW)

Gegeben: (i) einfaches Gebiet G ,
(ii) zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld ®(x), das der sog.
LAPLACE-Gleichung
AdP(x) =0
tberall in G gentigt.

Behauptung: Falls ®(x), im Inneren G\ 0G von G sein Mazimum bzgl. G an-
nimmt, dann ist ®(x) dber G konstant.

Wir beweisen zunéchst den folgenden Mittelwertsatz:

Version vom 26. Mdrz 2009
49Bei der Berechnung von grad ¢(x) ist die Vertauschung von Differentiation und Integration
erlaubt, weil die Singularitidt des Integranden nicht so stark ist.
0Vgl. (4.63).
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Lemma 4.4.12

Gegeben: (i) G, ®(x) wie im Satz von EARNSHAW ,
(i) Kugel G’ C G.

Behauptung: Der Mittelwert von ®(xq) iber die Kugeloberfliche stimmt mit dem
Wert im Kugelmittelpunkt diberein:
1

P(x0) = 9G] ) O(x) [dSx| ,  wobei x © Mittelpunkt von G'.

Beweisskizze zu Lemma 4.4.12: Sei xg € G und G = G’ fiir geeig-
netes R > 0, wobei

G, Y {x: |x—xo|| <r} fiirr>0.

Dann geniigt offensichtlich der Nachweis von

def d 1

= —— ®(x)|dSx| =0 fiirre (0,R).
410611 Jog, "0 14 o

f(r)
Zum Beweis hierfiir konnen wir 0.B.d.A. xo = 0 annehmen. In Kugelkoordina-
ten®! gilt dann

d d /1 [/
af(r) — o (m/o (/0 O(x(r, 9, p) r%inﬁdﬁ) dgp)

1
= / grad ®(x) - dSx
a6,

47rr?

G
1
s I . AD(x)dVy
- 0

n. Vorauss.

Beweisskizze zum Satz von EARNSHAW: Angenommen, ®(x) sei im
Punkte x¢ € G \ 9G maximal. Nach Lemma 4.4.12 mufl dann ®(x) auf
der Oberfliche und damit auch innerhalb jeder Kugel mit Zentrum xg
konstant sein, die ganz in G liegt. Indem man sich von xq aus durch
G bewegt, erkennt man dann, dal ®(x) im Inneren von G und damit
aufgrund der Stetigkeit auf ganz G konstant sein muf. I

Version vom 26. Marz 2009

51Vgl. Beispiel (ii) von 4.3.2.
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4.5 Niitzliche Formeln

4.5.1 Teilzusammenfassung

Fiir stetig differenzierbare Skalarfelder ®(x) gilt:*
d
(La®) (x) = d—§<I>(x +&a),_, (4.65)

= Richtungsableitung , falls |a| =1,

3
L, = Za b’ Ly, fiir jede Basis {by, by, b3}, (4.66)
j=1

3
grad®(x) = Y b/ (L, ®)(x) fiir jede Basis {b;, by, bs},  (4.67)
j=1

a-grad®(x) = (LaP)(x), (4.68)
%CD (x(t)) = =x(t)-grad ® (x()) , (4.69)

flxt 22 2%) = ®(a'by + 2°by + 2°b3) ,  {by, by, b3} dimensionslos

0 1.2 3 1 2 3 s (4.70)
Er (2,27, 2%) = (Lp,®) (x)(z'by + 2°by + 2°bs) fiir j =1,2,3.
T

Entsprechend (4.70) ergibt sich in Verallgemeinerung von (4.69) folgende wichtige
Differentiationsregel (verallgemeinerte Kettenregel):

—

0 171 n' n/ 1 n'
_aqkf< (¢....d"),...,2"(q', ..., q ))
" 0 , 0
_ J( 1 n 1 n (471)
_Z;(—aqu (¢ .q )) Ere (@),
]:
firk=1,...,n".

In entsprechender Verallgemeinerung von (4.15) gilt die TAYLOR-Entwicklung:
Oz +al,... 2" +a")

1/ ,9 0\’
:(I)(xl,...,x”)—i—zﬁ(alﬁ—i-...—i—a”axn) Ozt ... 2"
=17

L N 0 o\ "t )
1 n N N .
—l—m/o(l—/\) (a _8x1+'”+a _0x”) O(z" + Xay ..., 2" + Aa”) dA
fir N =1,2,3,... .

Version vom 26. Marz 2009
52Entsprechende Formeln gelten natiirlich fiir Vektorfelder.
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Fiir stetig differenzierbare Skalar- und Vektorfelder gilt weiter:

/ grad ®(x) - dx = &(x)|,0 & ®(C-Ende) — &(C-Anfang) (4.72)
c
3
rot A(x) = ij x (Lp,A) (x) fiir jede Basis {by, by, b3} (4.73)
/ rot A(x) - dSx = A(x) - dx, Satz von STOKES
S

88

divy(x) = z:b’C (Lp,7) (x) fir jede Basis {by, by, b3}, (4.74)

/divg(x) dVy = / J(x) - dSx, Satz von GAUSS
g ag
/
px) dVe = —dmp(x), PoissoN-Gleichung
R3 |X — X/|

F(X) konservativ

= —grad ®(x) fiir geeignetes Skalarpotential d(x)

(4.75)
—= / -dx =0 fiir jeden geschlossenen Weg C

<= rotF(x) =0 fiir alle x € R?,

x) quellfrei

— / -dSx =0 fiir jedes geschlossene Flichenstiick & (4.76)

< divB(x) =0 fiir alle x € R?

<= B(x) =rot A(x) fiir gecignetes Vektorpotential A(x).

Die letzte Aquivalenz in (4.76) folgt aus dem Ergebnis von Ubungsaufgabe 65 (bzw.
der Herleitung von (4.98)) zusammen mit (4.89).

4.5.2 Algebra des NABLA-Operators

Den nach (4.67) von der speziellen Wahl der Basis {by, by, bg} unabhéngigen
formalen Vektor®

3
vV EN by, (4.77)

J=1

Version vom 26. Marz 2009

53Man faBt also die Ableitungen Ly, als Entwicklungskoffizienten von V bzgl. {b!,b? b3} auf.
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nennt man Nabla-Operator. Bei entspr. Interpretation der formalen Vektorope-

rationen mit V gilt also:

grad ®(x) = VP(x),
rot A(x) = V xA(x),
divy(x) = V- -A(x),
A V.V,

Fiir Orthonormalbasen {eq, e, e3} gilt entsprechend (4.70)

LAPLACE-Operator .

Ox!
V- a% bugl. (er,es, ) (4.82)
9
Ox3
und somit:
0 1.2 3
el CRE R
Vo(x) = %@(I A I I (4.83)
x
%@(:Ul,xz,m?’)
O 4301 .2 3 O 1901 .2 3
@A (x*, ,ZE)—%A (x*, 2%, z°)
V xA(x) = %Al(xl,xz,x?’) - %A3(m1,x2,x3) (4.84)
%A2<$lax27x3) - WA1<I171:27$3)
x
falls (e, ey, e3) rechtshindig
0 0 0
V. J(X) = %]1(1’1,‘%27 $3> + @j2<$1, LU2, xS) + @]3(%1,&32,373) ) (485)
ON (9N  [9Y)

Formeln der Vektor-Algebra behalten offensichtlich ihre Giiltigkeit, wenn in ihnen
einige Vektoren durch V ersetzt werden und nur derjenige, der in allen Termen ganz

rechts steht,” durch ein (hinreichend gutartiges) Vektorfeld.

dem Entwicklungssatz (2.23) die Formel

So ergibt sich z.B. aus

V x(VxAX)=V(V-Ax) - LAA(x).

(4.87)

Version vom 26. Marz 2009

54S0fern ein solcher Vektor existiert.
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Aus der Antisymmetrie des Vektorproduktes ergibt sich entsprechend®
V x (Vo(x)), (4.88)
sowie unter zusitzlicher Beriicksichtigung der Zyklizitit des Spatproduktes:®°
V- (VxFx))=0. (4.89)

Bei Formeln, in denen Produkte von Feldern auftreten, sind die Produktregeln (3.27—
3.29) der Differentiation zu beachten. Dementsprechend gilt:>

V (01(x)Ps(x)) = @1(x)VDs(x) + o(x) VD (x), (4.90)
V. (Px)F(x) = &)V -F(x)+F(x) V(x), (4.91)
V x (¢(x)F(x)) = ¢(x)V xF(x) —F(x) x V&(x), (4.92)
V(FX)-Gx) = (FX) x (VxGx)+(Fx) V)GEx)) (4.93)
(G x (V x F(x) + (G(x) - V) F(x)) .
V x (F(x) x G(x)) = F(x)(V- G( )) (F(x) - V) G(x) (4.94)
~(G() (V- F(x) - (G(x)- V) F(x))

V. (F(x) x G(x)) = G(x) (VxFx)-Fx) (VxGx). (495

Merkregel: In (4.90)—(4.95) stehen rechts jeweils zwei Ausdriicke, in
denen V stets nur auf eines der Felder wirkt, und die jeder fiir sich
mit der linken Seite iibereinstimmen wiirden, wenn V ein gewohnlicher
Vektor wiére.

4.5.3 Konstruktion von Vektorpotentialen

Aufgabe: Sei B(x) ein quellfreies stetiges Vektorfeld. Man konstruiere dazu
cin Vektorpotential, d.h. ein stetig differenzierbares Vektorfeld A (x) mit

rot A(x) = B(x). (4.96)

POINCARE-Konstruktion: Gemif der Folgerung 4.3.9 zum Satz von STOKES
ist (4.96) dquivalent dazu, daf

/CA(X) cdx = /SB(X) -dSx , C=0S8 (4.97)

Version vom 26. Marz 2009

%5Strikte Anwendung der beschriebenen Regel wiirde auf (V x V)e - F(x) = 0 fithren. (4.88)
folgt natiirlich auch direkt aus (4.75).

*Das Verschwinden von Volumenintegralen iiber die linke Seite von (4.89) folgt auch aus den
Sétzen von GAUSS und STOKES sowie (4.72).

57(4.93) und (4.94) entsprechen wieder dem Entwicklungssatz (2.23).
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fiir jedes einfache Flichenstiick S gilt. Da B(x) divergenzfrei vorausgesetzt ist, hingt
das Fléchenintegral iiber B(x) nach dem Satz von GAUSS nur vom berandenden Weg
C und nicht vom genaueren Verlauf der Fléche S ab. Somit ist (4.96) dquivalent dazu,
daB zu jedem (hinreichend gutartigen) geschlossenen Weg C ein Fléchenstiick S
existiert, fiir das (4.97) gilt. Zu gegebenem C wihlen wir fiir S zweckméBig diejenige
Flache, die der Ortsvektor x beim Durchlaufen von C iiberstreicht:

C

S/ a

Fy
Falls also (x(t);t1,t2) eine geeignete Parametrisierung von C ist, dann ist
(x(s,t) = sx(t);0,1,1,1s)

eine geeignete (wenn auch nicht im strengen Sinne ‘einfache’) Parametrisierung von
S. Damit gilt:

/S B(x)-dS, — /t ’ ( /O “Blsx(t)) - (x(t) x sx(0)) ds) dt
_ /: ( /O " sx(t) xB(sx(t))ds) x(t) dt
_ /C(—/OlsxxB(sx)ds) L dx.

A(x) o /01 sx x B(sx)ds (4.98)

(4.97) ist also fiir

erfiillt. Da (4.98) von C unabhéngig ist, ist dies eine®® Losung von (4.96), wie man
auch leicht direkt nachrechnen kann (Ubungsaufgabe 65).

Sei B(x) 2-mal stetig differenzierbar’ und seien A(x), A’(x) quellfreie Vektor-
potentiale von B(x). Dann gilt also

rot (A(x) —A'(x)) =0, div (A(x)—A'(x))=0

Version vom 26. Marz 2009

%8Man beachte den lokalen Charakter dieser Losung.
%9 Andernfalls betrachte man im folgenden anstelle von (A (x) — A’(x)) das mithilfe eines geeig-

neten Skalarfeldes ®(x) geglittete Vektorfeld / d(x —x') (AX) — A'(X)) AV .
g
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und somit nach (4.87)

A (A(x)—A'(x))=0.
Falls beide Vektorpotentiale im Unendlichen (in allen Richtungen gleichméBig) ver-
schwinden, miissen sie daher nach dem Satz von EARNSHAW iibereinstimmen. Mit
anderen Worten: Es gibt hochstens ein quellfreies Vektorpotential A (x) von B(x)
mit limjy e |A(x)| = 0. Falls B(x) im Unendlichen hinreichend schnell verschwin-
det, existiert diese Losung:

Lemma 4.5.1

Gegeben: (i) €>0,
(ii) stetig differenzierbares, quellfreies Vektorfeld B(x) mit:

‘ 1|im Ix>T (IB(x)| + |(LB) (x)]) = 0 fiir alle e.

Behauptung: R
Alx) = / 1ot BO)
R

s dm|x — X/|

ist das einzige quellfreie Vektorpotential von B(x) mit limx o |A(x)| = 0.

Beweisskizze:
B _ !
rotA(x) = Vx|(W ></ Bl =x) 4,
R3 47T|X/|
B _ /
_ a [ BE=X) gy
(4.87) re AT/
!
_ _A _B) AV
rs 4T|x — X/|
POiSSO:n*Gl‘ B(X) ' I

Man kann zeigen,® daff zu jedem stetigen Skalarfeld p(x) eine 2-mal stetig differen-
zierbare Losung ®(x) der Poissonschen Differentialgleichung®!

A = —4mp

existiert. Damit ergibt sich der

Version vom 26. Mdrz 2009
60Siehe (Liicke, 1995).
61Fiir rdumlich begrenzte p war die Losung durch (4.63) gegeben.
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Satz 4.5.2 (Fundamentalsatz der Vektoranalysis) Jedes stetig differenzier-
bare Vektorfeld F(x) erlaubt eine Zerlequng

F(x) = Fi(x) + Fa(x)

in ein wirbelfreies (d.h. konservatives) stetig differenzierbares Feld F1(x) und ein
quellfreies stetig differenzierbares Feld Fo(x) . Falls eine der Bedingungen

lim |Fi(x)] =0 oder lim |Fy(x)|=0

x| —o0 [x|—o0

erfillt werden kann, ist diese Zerlequng dadurch eindeutig festgelegt.

Beweisskizze: Man wihle eine Losung von
AP = —divF

und setze
F, = —grad®.

Damit ist eine Zerlegung der gewiinschten Art gegeben. Sei nun
F(x) = Fi(x) + F3(x)
eine weitere Zerlegung der gewiinschten Art. Dann ist

F;(x) - Fj(x) = (F(x) - F(x)) — (F(x) - F;(x))

fir 7 = 1,2 sowohl wirbel- als auch quellfrei, geniigt also nach (4.87)
der LAPLACE-Gleichung. Falls also Fy(x) — F/(x) oder Fy(x) — Fj(x)
auBerdem im Unendlichen verschwindet, miissen nach dem Satz von
EARNSHAW somit beide Zerlegungen iibereinstimmen. I

Falls F (zusammen mit seinen Ableitungen 1. Ordnung) im Unendlichen hinreichend
schnell verschwindet, ist die Zerlegung im Sinne des Fundamentalsatzes nach (4.87)
offensichtlich durch

YE—y

rs 4T|x — %

—
d”—(xé‘dvxl, Fy(x) = rot /
R

gegeben. Das hat folgende direkte Konsequenz:

rot F(x')
s Am|x — x/|

dVie

Jedes konservative Vektorfeld F(x), das im Unendlichen hinreichend
schnell verschwindet, 148t sich — analog zum Gravitationsfeld einer Mas-
senverteilung oder zum CoULOMB-Feld einer elektrischen Ladungsvertei-
lung — in der Form

F(x):—grad/ K Pix) dVi
R

3 |X—X’|



146 KAPITEL 4. SKALAR- UND VEKTORFELDER

mit der Ladungsdichte
der div F(x)

darstellen!

4.5.4 Funktionentheoretische Hilfsmittel

Bzgl. der in diesem Abschnitt nicht angegebenen Beweise sei auf Kapi-
tel 2 von (Liicke, ftm) verwiesen. Wann immer von einem Flichenstiick
S C C die Rede ist, ist C im Sinne von Abschnitt 2.3.4 als e, es-Ebene
des R3 mit rechtshéindiger Orthonormalbasis (e1, €2, €3) zu verstehen und
die Flachennormale von & mit es zu identifizieren. Damit ist die Orien-
tierung des Randes 05 im Sinne von Definition 4.3.6 festgelegt.

Definition 4.5.3 Seien O eine offene®® Teilmenge von C und f(z) eine komplex-
wertige Funktion tiber O . Dann heifst f(z) in O holomorph, wenn die komplexe

Ableitung
%f(z) ar o flz+A2) — f(z)

Az—0 Az
Az#0

von f(2) fiir alle z € O existiert und (als Vektorfeld betrachtet) stetig®® ist.

Fiir Funktionen einer komplexen Variablen gelten — unter offensichtlichen Voraus-
setzungen — die entsprechenden Regeln wie fiir Funktionen einer reellen Varia-
blen:%

1. Linearitdt: d
o (/) +229(2)) = 2 f'(t) + 2 (1),

2. Produktregel:
L (120) = FD9) + £ (2).

3. Quotientenregel:

Version vom 26. Marz 2009
62 Offen meint: Zu jedem Punkt in O gibt es eine ganze Umgebung, die in O liegt.

63Man kann zeigen, daf8 die Stetigkeit von f’(z) automatisch gegeben ist (Satz von GOURSAT).
64Fiir holomorphe Funktionen einer einzigen Variablen schreiben wir natiirlich f’(z) bzw. <L f(2)

statt 2 f(z).
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4. Kettenregel:
d o /
—1(9) =9 £'(92)) .
5. Ableitung der Umkehrfunktion:

d ., 1
&f (Z)_ )

6. Ableitung von Potenzen:

7. Ableitung impliziter Funktionen:

< () = =0 ().

Lemma 4.5.4 Seien O eine offene Teilmenge von C und f(z) eine komplezwertige
Funktion tiber O . f(z) ist genau dann holomorph, wenn

u(e,y) DR(fle+iy) VoyeR

und .
v@,y) CS(fla+iy) VeyeR

in O stetig differenzierbar (im Sinne von Skalarfeldern) sind und dort den CAUCHY-
RIEMANNschen Differentialgleichungen

0 0 0 0
a_$u<x7y) - a_yv<x7y) ) %U(%y) - _a_yu(xvy) :

geniigen.

Folgerung 4.5.5 Seien O eine offene Teilmenge von C und f(z) eine in O holo-
morphe Funktion. Dann ist

)Y <f(2*)>* VzeOl Y (. 0}
eine in OV holomorphe Funktion von z und es gilt

% £1z) = (f’(z*))* Vee ol
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Folgerung 4.5.6 Seien S ein einfaches Flichenstick in C (als Ebene im R? auf-

gefafit) und f(z) eine holomorphe Funktion tiber O o S\S. Dann besitzt f(z) eine

Stammfunktion F(z), d.h. es gilt

F'(z)=f(z) Vz€O.

Definition 4.5.7 Seien C ein Wegstiick in C mit einfacher Parametrisierung (z(t),

tl,tg) und f(z) eine auf C stetige Funktion. Dann bezeichnet man

/Cf(z) dz & /t1t2f<z(t)>,z'(t) dt

als das komplexe Wegintegral ® von f(z) idiber C .

Lemma 4.5.8 Seien C ein einfaches Wegstiick in C mit Anfangspunkt z; und
Endpunkt zo , O C C eine offene Umgebung von C und F(z) eine in O holomorphe
Funktion. Dann qilt

CF'(Z) dz = F(z) — F(2).

Folgerung 4.5.9 (CaucHyscher Integralsatz) Seien O eine offene Teilmenge
von C, f(z) eine in O holomorphe Funktion und S C O ein einfaches Flichenstiick.
Dann gilt [, f(z)dz=0.

Mithilfe des CAUCHYschen Integralsatzes &3t sich leicht zeigen:

+o0
/ e (Ret20)” qp = VT
e R (4.99)

fir alle R, 2o € C mit: R (R?) >0 < R(R)

(siche z.B. Beweis von Gleichung 2.31 von (Liicke, ftm)).

Version vom 26. Marz 2009
65Das komplexe Wegintegral ist natiirlich von der speziellen Wahl der Weg-Parametrisierung
unabhéngig.



file:ftm.pdf#ftm-cLI

4.5. NUTZLICHE FORMELN 149

Lemma 4.5.10 (CAucHYsche Integralformel) Seien S ein einfaches Flichenstiick
in C, zy ein Punkt aus dem Inneren S von S und f(z) eine auf ganz S stetige Funk-
tion, die im Inneren von S\ {zo} holomorph ist. Dann gilt

f(z0) = = () dz.

2T Jas 2 — 20

Mithilfe der CAucHYschen Integralformel beweist man fiir holomorphe Funktionen
leicht® das sog. Mazimum-Prinzip:

sup |f(z)| = |f(2)| fiir geeignetes Z € OS,
z€S8

falls f(z) in einer Umgebung des einfachen Flichenstiicks S holomorph ist .

Lemma 4.5.11 Seien S ein einfaches Flichenstick in C und g(z) eine auf 0S
stetige Funktion. Dann gilt

d\” 9(2) / 9(2)
< I = [ 9 4, v eS8 veN.
(dZO) /as Z =z as (2 — z0)" ™! 0=

Folgerung 4.5.12 Seien O eine offene Teilmenge von C und f(z) eine in O ho-
lomorphe Funktion. Dann ist f(z) in O beliebig oft komplex differenzierbar und
fiir jedes einfache Flichenstick S C O gilt

f(”)(zo) def (i)l’f(z)lzzo_’/_! Ldz V2 €S, v eN.

dz T 2mi Jas (2 — 20)V T

Version vom 26. Marz 2009

66Der Beweis ist analog demjenigen des Satzes von EARNSHAW (Satz 4.4.11): Man zeigt zunsichst,
dafl | f(z0)| fiir hinreichend kleines r > 0 nie gréfler sein kann als der Mittelwert von |f(z)| iiber
OU,(zp) .
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Folgerung 4.5.13 Sei zp € C, sei 0 < 1 < 1o und sei f(z) in einer Umgebung
von

Dry o oof {z€C:r <|z— 2| <ro}

holomorph. Dann ist die LAURENT-Entwicklung

+o0o
flz) = Z e, (2 —20)" V2€Du s \ODr 1y,
G 1
Cy def —/ —f(z) -dz,
211 AUy (20) (Z — ZO)V+

absolut konvergent.

Folgerung 4.5.14 Seien zp € C ;R > 0 und f(z) eine in Ur(zy) holomorphe
Funktion. Dann konvergiert die TAYLOR-Entwicklung

v

2 F0) (2,
fz) =Y f (' ) (2 —20)" Vz€Un(z)

absolut.

Definition 4.5.15 Wenn die Voraussetzungen von Folgerung 4.5.13 fir alle r €
(0,79) erfillt sind, bezeichnet man c_; als das Residuum von f(z) an der Stelle
zZ =20 .

Folgerung 4.5.16 (Residuensatz) Sei S ein einfaches Flichenstick in C und
sei f(2) in einer Umgebung von S mit Ausnahme endlich vieler (voneinander ver-
schiedener) Punkte zq,...,z, € S\ OS holomorph. Dann gilt

z)dz = 2mi Res, ,
| J@)dz=2 Z esz, (/)

wobei Res,, (f) jeweils das Residuum von f(z) an der Stelle z = z, bezeichnet.

Folgerung 4.5.17 (Satz von LIOUVILLE) Sei f(z) eine ganze analytische
Funktion, d.h. f(z) sei in ganz C holomorph. Dann gilt:

f st polynomial beschrinkt = [ ist ein Polynom.
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Beweis: Siche Ubungsaufgabe 42 von (Liicke, ftm). |

Folgerung 4.5.18 (Fundamentalsatz der Algebra) Zu jedem Polynom n-ten
Grades Q(z) existieren komplexe Zahlen a, zy, ..., z, mit

Q(z) =a

J

(z—2;) VzeC.

1

n

Beweis: Siehe Satz 3.1.2 von (Liicke, ftm). g

Lemma 4.5.19  Seien ¢, R > 0 und sei {c,},c,, eine Folge komplexer Zahlen

mat ch R” < oco. Dann konvergiert ch, 2¥ absolut und gleichmdflig fir alle
v=0 v=0
2z € Ur_(0) gegen eine holomorphe Funktion mit:

d [oe) oo
. Zc,,z” = Zycyz”_l Vze Ugr(0).
v=0 v=1

oo
Beweisskizze: Aus der Konvergenz von Z ¢, R” folgt
v=0

g sup e, R”| < o0
VEZ4

und somit

Ny
g c, 2"

v=N;

N2 v
R—¢
<S8 E ( R ) Vz EZJR,E«U,

v=N

woraus die Behauptung leicht folgt. g
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Kapitel 5

GewdOhnliche
Differentialgleichungen

5.1 Vektorielle Differentialgleichungen
1. Ordnung

5.1.1 Motivation und Definitionen

Sei v(x) das (stationéire) Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit. Die Bahnkurve
(Stromfaden) eines ‘Fliissigkeitspartikel” gentigt dann der Gleichung

x(t) = v (x(1)) (5.1)

Intuitiv ist klar, dafl zu jedem Anfangswert x(0) genau eine Bahnkurve x(t) existiert:

/\)\

_ <$;\
Ry

Wenn das richtig ist, kann man also definieren:

F; (%) o x(t), x(t) Losung von (5.1) mit x(0) = %, (5.2)

Die Schar von Abbildungen F;, t € R!, bezeichnet man dann als den Fluf des
Vektorfeldes v(x), und dafir gilt:

FiFy = Fyp (5.3)

155
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Beweis: Sei x(t) die Losung zur Anfangsbedingung x(0) = x¢. Dann ist x/() o

x(t + t') die Losung zur Anfangsbedingung x’(0) = xg, o x(t') und somit

Fiw(xo) = x(t + ') = X'(t) = Fi(xp) = Fi (Fi(%o))
i

Die Konsequenzen aus diesen Betrachtungen sollten sich auch auf den Fall {ibertra-
gen lassen, dafl die Vektoren x und v Rdumen mit von 3 verschiedener Dimension
angehoren. In diesem Sinne ist (5.1) der Prototyp einer vektoriellen Differentialglei-
chung 1. Ordnung:

Definition 5.1.1 Unter einer (expliziten, gewdhnlichen') vektoriellen Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung verstehen wir eine Gleichung der Form

(1) = vi(x(1)) (5.4)

wobei vi(x(t)) ein t-abhingiges Vektorfeld tiber einem n-dimensionalen (euklidi-
schen) Vektorraum Vi, ist.

Als Lésung der Differentialgleichung bezeichnen wir jede stetig differenzierbare
Vektorfunktion x(t) (mit Werten in 'V,,), fir die (5.4) gilt.

Die Differentialgleichung heif$t linear, falls eine Vektorfunktion vo(t) (Inho-
mogenitdt) und ein lineares,” t-abhingiges Vektorfeld Ty(x) existieren mit

vi(x) = vo(t) + Te(x) .
Die lineare Differentialgleichung heifst homogen, falls vo = 0.

Anmerkungen:

(i) Bei Darstellung in Spaltenschreibweise bzgl. einer Basis bezeichnet
man (5.4) auch als ein System von (i.a. gekoppelten) Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung.

(ii) Von der t-Abhéngigkeit des Vektorfeldes v;(x) kann man sich durch
Erhohung der Dimension des Vektorraumes befreien. Indem man
namlich bzgl. einer Basis {by,...,by11}

Vxntr g (X5, X™)
def : def

V(X) = : ., E = phys. Einh. v. v;,
( ) U;L(le/E(Xl’---,Xn) phy t

E

Version vom 26. Mirz 2009
"Wihrend die sog. gewdhnlichen Differentialgleichungen nur Funktionen einer einzigen
Variablen behandeln, stellen die sog. partiellen Differentialgleichungen, wie etwa die MAX-
WELLschen Gleichungen, Beziehungen zwischen partiellen Ableitungen von Funktionen mehrerer
Veranderlicher dar.
*Es gilt also Ty(ax + fy) = aTi(x) + 3T(y).
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wahlt, ergibt sich

X(t) = V(X)) } L) K= (x())

T
X"H0) =0

fiir x(t) = (Xl(t),...,X”(t)) :

Beispiel:* Der Impuls p () eines Elektrons im homogenen zeitabhéngigen elek-
tromagnetischen Feld E(t), H(t) geniigt der vektoriellen, inhomogenen, linearen Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung

. def def (e
B() = G+ Tu(p() . GO ™ @EW) . T(p) ™ 2=p x poH()

e

(im S.I. in nichtrelativistischer Ndherung).

5.1.2 Eindeutigkeit von Losungen
Satz 5.1.2

Gegeben: (i) n-dimensionaler euklidischer Vektorraum V,,
(ii)  bzgl. t und x gleichzeitig stetig differenzierbares t-abhingiges
Vektorfeld vi(x) dber V,,

) Xg € Vi,
iv)  Zeitpunkt t,
(v) 6>0

) stetig differenzierbare Vektorfunktionen x1(t), Xa(t) mit
x;(to) = xo und ;(t) = v, (Xj(t)> fiir |t —tol <&, 5 € {1,2}

Behauptung:  x;(t) = xo(t) fir ||t —to|| < 6.

Beweisskizze: Fiir gegebenes ¢, und 6’ > 0 bezeichne By, 5 jeweils die Menge
aller stetigen Vektorfunktionen &(¢) iiber Uy (to) mit endlicher Norm

def
1€l = sup [E()] -
teUg (to)

Fiir beliebig vorgegebene T, R ist dann die Einschrankung der Abbildung

€ — (V) (0 % w0+ [ vi () av
auf?

def

thXo,R = {£ € Bto,(s/ : HXO - SHto,é’ < R}

Version vom 26. Miarz 2009

3Vgl. Ubungsaufgabe 29.
“Hier identifizieren wir x¢ mit der entspr. konstanten Funktion.
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fiir hinreichend kleines ¢’ € (0,0) kontrahierend bzgl. der Norm ||.||, 5 d.h. es
existiert ein A € (0, 1) mit

| Viona = N[ S A€ =Ml V€M € My
05

Da andererseits aus (vi) entsprechend dem Hauptsatz der Integralrechnung
NigoX;(t) = x;(t)  fiir t € Uy (to), j € {1,2}

folgt, muf} somit
[x1 — X2||t0,5' =0

gelten, wenn R hinreichend grofl gewéhlt war. Da die entspr. Aussage offensichtlich
auch fiir jeden anderen Zeitpunkt ¢, € (t — J,t + §) anstelle von t, gilt, folgt somit
die Behauptung. i

Nachweis der Kontraktionseigenschaft: Aus (ii) und dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung folgt

v (&) —ve(m) = v (n+re)
def £€-m

& —n|(Leve) (m+1'e), e= &l

fiir geeignetes ' = ' (¢',€,n) € [0,|€ — n|] . Fiir beliebige T, R geniigt v_(.) im Gebiet
t|<T, | <R, [n| <R
daher der sog. LiPSCHITZ- Bedingung

Ve (§) —vi(m)| < Cl€ -

mit einer geeigneten Konstanten C' = C(T, R) . Daraus ergibt sich die Kontraktions-
eigenschaft gemé&f

t
€ — "7||t0,6' = sup / (vt/ (S(t')) — vy (n(t’))) dt’
teUsi (to) |/ to

< & sup |ve(E() —ve(n®)|. g

/€Uy (to)

Offensichtlich lassen sich ¢’ und A sogar unabhiingig von tg € T wihlen!

5.1.3 Existenz der Flufllinien

Aus dem Beweis von Satz 5.1.2 erkennt man auch die Giiltigkeit von
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Satz 5.1.3

Gegeben:  V,, v¢(x),xo wie in Satz 5.1.2

Behauptung:  Es existieren ein maximales, offenes Zeitintervall I (i.d. Regel
I =R) mit ty € I sowie eine stetig differenzierbare Vektorfunktion x(t) iber I mit
x(tp) = x¢ und

x(t) = vi (x(t)) Vtel.

Wenn sich t einer endlichen Intervallgrenze von I (sofern eine solche tiberhaupt
existiert) néihert, strebt |x(t)| gegen Unendlich.

Beweisskizze [P1cARD-LINDELOF- Verfahren]: Wir definieren

n(t) def Xg Vit

und wihlen R grofl genug, dafl

B
to,1 2

HVI - Ntmxon

gilt. Geméfl Beweis zu Satz 5.1.2 existiert ein ¢’ € (0,1), fiir das

. - 1
Mo mobt = Mromibe, | <5161 — &l V&L, €2 € Migoin
0,

gilt. Mit der rekursiven Definition

0 def 3 1 4 def ..
Niy x,6 = &, Ntlf),tmg = Ny xo (Nt”o)x()ﬁ) firv=1,2,3,...
gilt dann:
S
N — N M

H toxo [, 50

s S 72 s v+l
< Hn*foo,Xon +HJ\/}U,XU”?7]\]t0,x0n ...+ HNtl:uxoniNtVo—j_xon

to,0’ to,0’ to,0’

<R/2 <2-1R/2 <2-vR/2

<R.

Daraus erkennt man, daf

x(t) % lim (Ntxn) (t) fiir t € Uy (to)

v——+00

als stetige® Funktion iiber Us (to) existiert und dort der Gleichung

X(t) = (Nto,xox> (t) )
d.h. der Integralgleichung
t
x(t) = %o + / vy (x(t')) dt’ Vvt € Us (to)
to

Version vom 26. Méarz 2009

5Ganz allgemein sind die Grenzwerte gleichmifig konvergenter Folgen stetiger Funktionen auch
stetige Funktionen, wie man leicht sieht.
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geniigt. Aus dieser Integralgleichung folgt
x(to) = %o
sowie durch Differentiation:
x(t) = v (x(t)) Vit e Us(to).

Es existiert also die gesuchte Losung in einer Umgebung von ¢t = t,. Wenn diese
Losung bei maximaler Fortsetzung z.B. in Richtung wachsender ¢ beschrankt bleibt,
ergibt sich durch sténdige Wiederholung des beschriebenen Verfahrens fiir wachsende
Anfangszeiten eine Fortsetzung auf [t, +00). Eine analoge Uberlegung gilt fiir die
linke Grenze von I . I

5.2 Vektorielle Differentialgleichungen héherer
Ordnung

5.2.1 2. Ordnung zur Orientierung

Als Prototyp einer (expliziten,® gewdhnlichen) vektoriellen Differentialgleichung 2.
Ordnung kann man die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes m in einem Ge-
schwindigkeits- und Zeit-abhingigem Kraftfeld” F, ansehen:

mX(t) = Fy (x(t),%(t)) (5.5)

Das zugehorige Anfangswertproblem® ist im Prinzip dasselbe, wie das in 5.1 behan-
delte. Mit den Definitionen®’

X(#) % (x(t), x(¢) Zeiteinh.) € Va,

V, (X(t) ¥ <>'<(t), %Ft (x(t),%(t)) Zeiteinh.> € Van

ist (5.5) ndmlich dquivalent zu

X(t) = Vi (X(t)) (5.6)
und die Anfangsbedingungen
X(to) =Xp, X(to) = Vp

sind dquivalent zu
X(to) = (x0, Vo Zeiteinh.)

Version vom 26. Marz 2009
6 Bxplizit heiBt eine Differentialgleichung, wenn sie die héchste Ableitung durch die niedrigeren
ausdriickt.

7.B. F, (x(t), x(1)) = q(Et (x(t)) +%(t) x By (X(t)))
8Vgl. 3.3.2.
“Hierbei sind x(¢) und x(¢) formal als unabhéngig zu betrachten. Siehe dazu 5.2.3.
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5.2.2 Allgemeine Definition

Definition 5.2.1 Unter einer (expliziten, gewohnlichen) vektoriellen Differen-
tialgleichung N-ter Ordnung verstehen wir eine Gleichung der Form

(%) ) x(t) = F, <x(t), x(t) Zeiteinh., .. . , (%) o x(t) (Zeitez'nh.)N_1> :

wobei Fy (x1,...,xy) eine t-abhingige V,,-wertige'® Funktion der N Vektor-Variablen
X1,...,Xn €V, ist. Als Losung der Differentialgleichung bezeichnen wir jede N -
mal stetig differenzierbare Vektorfunktion x(t) (mit Werten in'V,,), die der Differen-
tialgleichung gentigt. Die Differentialgleichung heifit linear, falls eine Vektorfunkti-
on G(t) (Inhomogenitit ) und lineare t-abhdingige Vektorfelder Ty 4(x), ..., Tn(x)
tber V,, existieren mit

Fy(x1,...,%x5) = G() + Y Ty (xy) .

Die lineare Differentialgleichung heifst homogen, falls G(t) = 0 fiir alle t.

Anmerkungen:

(i) Bei Darstellung in Spaltenschreibweise bzgl. einer Basis spricht man
von einem System von (i.a. gekoppelten) Differentialgleichun-
gen N-ter Ordnung.

(ii) Eine skalare (d.h.n = 1) lineare Differentialgleichung N-ter Ord-
nung ist also stets von der Form

(%)Nx(t) Ry +iqu(t) (%)V_lx(t).

5.2.3 Riickfiihrung auf Differentialgleichungen 1. Ordnung

Nach 5.2.1 ist klar, wie sich eine vektorielle Differentialgleichung N-ter Ordnung auf
eine solche der Form (5.6) zuriickfithren 148t:

Mit dem Vektorfeld

def

Vi (xq,...,xy) = (xz, co XN, By (X, Xy ) - (Zeiteinh.)N) /Zeiteinh.  (5.7)

Version vom 26. Marz 2009
10y bezeichnet wieder den n-dimensionalen euklidischen Vektorraum.
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gilt

(5.8)

X(t) = Vi (X(1))
= { X(to) = (X0 .- Xn_1) -

Auf diese Weise lassen sich die Sitze 5.1.2 und 5.1.3 auf (vektorielle) Differential-
gleichungen beliebiger Ordnung anwenden!

5.3 Lineare vektorielle Differentialgleichungen

5.3.1 Riickfiihrung des homogenen Problems auf ein funda-
mentales Losungssystem
Das allgemeine (also fiir bel. X(¢y)) Anfangswertproblem
X(to) = Xo (5.9)
zur homogenen, linearen Differentialgleichung!*

X(t) = Te (X(1)) (5.10)

ist praktisch geldst, wenn ein fundamentales Lésungssystem gefunden ist,'?
d.h. ein Satz von N’ Losungen'® X (¢),..., Xy (t) von (5.10) mit

{Xy(tg),...,Xn/(to)} Basis von Vi (5.11)
Die gesuchte Losung von (5.9)/(5.10) ist dann nédmlich nach (2.28):
Nl
X(t) =) (X0, X7) X;(t)
2 512

wobei:  {X',... XN} 20 {Xi(to), ..., Xni(to)} reziproke Basis

Version vom 26. Marz 2009

1T, (X(¢)) ist also ein lineares Vektorfeld.
2Fiir zeitunabhingiges T; ist die Losung des Anfangswertproblems direkt durch X(t) =

o0

tl/
Z — T (Ty... Ty(Xp) . ..) gegeben.
v=0 %/_/

v-mal
BN"=N-n,vgl (5.7).
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In Verallgemeinerung von (2.34) 148t sich zeigen, daf (5.11) dquivalent dazu ist, da8
die sog. WRONSKI-Determinante

det (X1(to), .., Xnr(to))

des Fundamentalsystems zur Zeit ¢, von Null verschieden ist (siche (7.31) und Lem-
ma 7.3.8 von (Liicke, eine)). Aufgrund der entsprechenden Verallgemeinerung der
CrAMERschen Regel (siehe Aufgabe El6e) von (Liicke, eine)) sind die Entwick-
lungskoeffizienten in (5.12) durch

det (Xl(to), R ,Xo, R ,X]\p(f()))

(X0, X7) = det (X1 (to), .-, X;(to), ..., Xni(to)) (5.13)

gegeben (Auswertung fiir den Fall (5.7) mit n = 1 als Ubungsvorschlag).

5.3.2 Riickfiihrung des inhomogenen Problems auf das
homogene

Wie in Ubungsaufgabe 32 iiberzeugt man sich leicht davon, daff sich das allgemeine
Anfangswertproblem zur inhomogenen, linearen Differentialgleichung

X(t) = G(t) + T, (X(t)) (5.14)

auf dasjenige (ndmlich (5.9)/(5.10)) der zugehorigen homogenen Gleichung zuriick-
fihren 148t, wenn man irgendeine partikuldre Losung X,..(t) um den Zeitpunkt
t = to herum bereits kennt.'* Dann folgt namlich aus der Linearitit von T}, dafl

Kiom (£) < X(t) = Xpans (1) (5.15)

genau dann die—nach Satz 5.1.2 eindeutige—Losung des Anfangswertproblems
Xhom(tO) - XO - Xpart(t0> (516)

zur homogenen Gleichung (5.10) ist, wenn X(¢) die gesuchte Losung von (5.9)/(5.14)
ist.

Falls ein fundamentales Losungssystem X;(t),..., Xy (t) der homogenen Glei-
chung (5.10) bekannt ist, so ergibt sich daraus eine partikuldre Losung von (5.14)
durch Variation der Konstanten (Xo,X’) in (5.12) in Abhiingigkeit von ¢:

Xpart (£) = Z C;(t)X;(t)

dt’
(5.17)

bdet (X (), ..., G(¥) - Zeiteinh., ..., Xy ()
bei:'® Cy(t) < Zeitei h.l/ Lo AR
wobel ]( ) erein " det (X1<t/),. N ,Xj(lf/), o 7XN’(t/))

Version vom 26. Méarz 2009
14X part (t) soll (5.14) erfiillen und in einer Umgebung von ¢ = to erkliirt sein. Die Anfangsbedin-
gung (5.9) muf} jedoch nicht erfiillt sein.



file:eine.pdf#eine-Det
file:eine.pdf#eine-L-invert2
file:eine.pdf#eine-E-Cramer

KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

164
Beweis:
Xpart (1)
N’ N’
= Ci(H)X;(t) + > CiX(1)
j=1 j=1
_ N’ . ) . o 1N/ det(Xy(),...,G(t') Zeiteinh.,..., Xy (1) <
(5.10) 2521 Ci(O)T (X5 (1)) 517 Zeiteinh.”* 3700 Jo0 (X (1), X, () XN/(tJ’V)) X;(¢)
= Tt (Xpars(t)) o= GO
i

Man beachte, daf (5.17) auch die (eindeutige) Losung des sog Einschaltproblems
(5.18)

(G(t) = 0 fiir t < tg) = (X (t) = 0 fiir ¢ < £o)

darstellt!

Bzgl. weiterer spezieller Losungsmethoden siehe

(Kamke, 1961; Kamke, 1965)

5.3.3 Anwendungsbeispiel: Gedampfter harmonischer
Oszillator mit duflerer Kraft
Die entsprechende Bewegungsgleichung ist von der Form
(5.19)

m(t) +2pa(t) + ka(t) = f(t).

Da dies mit )
F (X', X2) % — (f(t) — k X' = 2p X?/Zeiteinh. )

m
die Form
Z(t) = F, (x(t), &(t) - Zeiteinh.)
annimmt, ist (5.19) mit der Identifizierung
= (1)
X(t) = (X(t) : Zeiteinh.)
nach 5.2.3 dquivalent zur linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

X(t) = G(t) + T (X(1)) | (5.20)

Version vom 26. Marz 2009

5Nach Satz 5.1.2 muB (5.11) fiir ‘alle’ ¢ gelten, wenn die Aussage fiir t = t gilt.
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wobei: !0
def 0 def X?/Zeiteinh.
G(t) = < Zeit;linh. f(t)) ) T (X) = (_Zeit;inh./l,<d Xl _ %pXQ) :
Fiir kleine Dampfung, d.h. fiir
mk > p? >0 (5.21)

ist ein fundamentales Losungssystem von (5.20) durch

def z1(t) def o (t)
Xi(t) = (:'El(t) : Zeiteinh.) » Xa(t) = <:fc2(t) - Zeiteinh.
und
def _p def _pp . . def 1 3
x1(t) = e P cos (wot) , x2(t) = e sin(wet), mit wy = —/mr—p> (5.22)
m

gegeben.'” Die Entwicklungskoeffizienten der partikuliren Losung (5.17) von (5.20)
sind also:

Ci(t) ,
dot 0 e P! sin (wot')
-/ LIW) et (psin (o) + wpcos (ot a
t qet ( , e~ cos (wot') / e~ sin (wot') )
e Pt (—pcos (wot') — wosin (wot')) e P (—psin (wot') + wo cos (wot'))
-1 [ :
= f () sin (wet") et dt’
m wo to
o +1 ¢ / N, +pt’ 34/
Cy(t) = f(t") cos (wot")e™ dt’. (analoge Rechnung)
m wo to
Somit ist
pari (t)
e Pt ¢ . ! ,
— (sin (wot) / f(t) cos (wot')e™" dt’ — cos (wot) / f(t") sin (wpt')e dt'>
m wo to to

die Losung des Einschaltproblems
( F(t) =0 fiir ¢ < t0> — <xpart(t) — 0 fiir t < t0>

zu (5.19) fiir den Fall (5.21).
Version vom 26. Marz 2009
6V, (X(1) ¥ G(t) + T (X(t) = ( F (X t)’)‘(f)Zeitemh') im Einklang mit (5.7).
17Vgl. Ubungsaufgabe 34.
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Kapitel 6

Lineare partielle
Differentialgleichungen

6.1 Kleine Schwingungen einer Saite

6.1.1 Bewegungsgleichung

Es soll die Bewegungsgleichung fiir die Schwingungen einer gespannten Saite in
folgender Niherung abgeleitet werden:!

e Der Biegewiderstand wird vernachléssigt, weil die Saite hinreichend diinn ist.

e Fiir die Zugkraft wird das HOOKEsche Gesetz angenommen: Der Betrag der
Zugkraft ist proportional zur relativen Langendnderung der Saite am jeweiligen
Ort.

e Die ungespannte Saite ist homogen.

Im Gleichgewichtszustand ohne duflere Kraft befinde sich die Saite auf der Geraden
parallel e; durch den Bezugspunkt Py der Ortsvektoren. x(I,t) bezeichne jeweils den
Ortsvektor zur Zeit ¢ desjenigen Saitenquerschnitts, dessen Ortsvektor im Ruhezu-
stand (ohne duBere Kraft) le; ist:

Ix(.,.)(l7 t)
x(1,t)

Fy \/lel

Die Auslenkung aus dem Gleichgewichtszustand wird also durch die Vektorfunktion

Saite

E(Lt) Ex(,t) — le (6.1)
Version vom 26. Marz 2009

!Die Schwerkraft wird gegebenenfalls als dufiere Kraft beriicksichtigt.

167
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gegeben. Die innere Kraft, mit der der Teil der Saite zu [ > [y an dem Teil zu [ < [,
angreift,sei jeweils mit I

) (lo, ) bezeichnet. Die Vektorsumme aller duBeren Kréfte

die auf das Teilstiick zu l1 <l< Iy wirken, sei jeweils mit F(ly, l5;t) bezeichnet. Dann
gilt fiir jedes solche Teilstiick mit Iy > [y

lo B 2
,u/l (a) X(l, t) dl = F(ll, lg, t) + Ix(.,.) (lg, t) — Ix(.,.) (ll, t)

wobei:

def Masse eines Saitenstiicks der Liange L im Gleichgewichtszustand (ohne duflere Krifte)
= . (6.2)
L
Nach Division durch I, — I3 und Grenziibergang [, — [; ergibt sich somit die Bewe-

gungsgleichung

1 <%) x(l,t) =f(l,t) + %IX(_,.)(Z, t), (6.3)

wobel

det .. F(, I+ Al
t1) = A%I—IEFOT

die duflere Kraft pro [-Intervall bezeichnet. Es ist also nur noch Iy
men:

(1, t) zu bestim-
Die Lange des Saitenstiicks zum Parameterbereich [l — Al,[] ist

Ll - Al
im Gleichgewichtszustand (ohne dufiere Krifte) und
0

l
Li+AL= / It ' dr
! 1—Al al ( )

im gemiB x(.,t) ausgelenkten Zustand. Daher gilt?

T Ey : 0 , , ax(l t)
L)1) = A%I—IH-O ((E1 Ey) + — Al (/ N ﬁx(l )‘ dli’ — Al)) |al—

x(l,t ‘
mit
Ey 1 Flastititsmodul der entspannten Saite
Ey ' Elastititsmodul der Saite im (gespannten) Gleichgewichtszustand
und somit

Lo (.t) = ((E1 — Ey) + Ey ('; (1, t)‘ )) %L”; (6.4)

Version vom 26. Miarz 2009

2Siehe Ubungsaufgabe 81.
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Wir wollen im folgenden die Schreibweise

def a . def 8

f,(l’t) - &f(lvt) ’ f(lvt) = E (l7t)

sowie das entsprechende fiir hohere Ableitungen und vektorwertige Funktionen ver-
wenden. Mit

x| = 142 g (€
~ e
lin. Nah. L+er &7,
1 /
x/| tin. Nah, L-er-gr,
=£" =e;+§’
AN " //\
x _ o xTx = x! (x-x") [|x]
x| x/|”
~ glldifE//_<£//‘e>e
lin Nah, 5 1=
1/ _ ", x’
|X | = X |X'|
~ " .
lin.r\ﬂléh 6 €1
gilt dann nach (6.4)
L lin, Nih (1 —Ep) €+ Ei(§"-el)e

und somit fiir (6.3)

in linearer Niherung:

10\ ON* i L o
(aga‘gmw—(a>50¢%~af0¢)ﬁHJ—Ll3

(6.5)

mit den Definitionen
def | Ej def ., def

& -, E2:E3:E1—E0.
1%

und
&6, [ Cet,
wobei {e1, e, e3} eine beliebige Ergdnzung von e; zu einer Orthonormalbasis ist.
Die Gleichungen fiir die longitudinale Schwingung ¢! und die transversalen
Schwingungen &%, &3 sind also in linearer Niherung entkoppelt® und dementspre-
chend unabhéngig voneinander zu l6sen.

Version vom 26. Marz 2009
3Weil wir die duflere Kraft als vom Schwingungszustand unabhingig vorausgesetzt haben.
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6.1.2 Energiesatz und Anfangswertproblem

Alle drei Gleichungen in (6.5) haben die Form der 1-dimensionalen inhomogenen
Wellengleichung

2L t) — (1) = j(1,t), (6.6)
deren allgemeine Losung sich analog zum Vorgehen bei gewohnlichen linearen Dif-
ferentialgleichungen* nach Auffinden einer partiellen Losung auf die Losung der ho-
mogenen Wellengleichung

2 (1,8) — U(1,t) =0 (6.7)

zuriickfithren 1483t.
Der Einfachheit halber sei angenommen, dafl die Saite bei [ = [; und [ = [, fest
eingespannt sei, also die Randbedingungen®

V(1) = U(la,t) =0 Vi (6.8)

erfiillt seien, was natiirlich
voraussetzt. Dann ergibt sich durch partielle Integration®
1 (20

la
\i} o _ = Z (v 2
/h Lovna=—3 [ 2 waofa

und somit nach Multiplikation von (6.7) mit ¢ ¥(1,t) sowie Integration iiber [ der
Erhaltungssatz

(6.7) = %E@(w:o, (6.9)
wobei L ) I
Egl(t) défﬁ/ (\Il(l,t)) A+ [ wan)? al (6.10)
\2 h 2 h _
—Bgn() =)

als Energie (des betrachteten Schwingungsfreiheitsgrads) zur Zeit ¢ zu interpretieren
ist. Wie beim harmonischen Oszillator” folgt aus dem Energiesatz (6.9) die Eindeu-
tigkeit der Losung von (6.7) zu vorgegebenen Anfangswerten

U(1,0) = g(l), U(1,0)=h(l). (6.11)

Version vom 26. Mirz 2009

4Siehe 5.3.2

5Geeignete Randbedingungen sind in der Tat notwendig, um die Losung des Anfangswertpro-
blems (6.7)/(6.11) eindeutig festzulegen. Auf die allgemeinsten Randbedingungen, die in diesem
Sinne geeignet sind, sei hier nicht eingegangen.

6Siehe Gleichung (4.11)

"Siehe 3.5.1 und Ubungsaufgaben 31,32.
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Fiir je zwei Losungen Uy, ¥y des Anfangswertproblems (6.7)/(6.11) mit den Rand-
bedingungen (6.8) ist ndmlich

U(l,t) =Uq(l,t) — Ua(l, 1)
eine Losung von (6.7) zu den Anfangswerten
W(l,0)=W(,0)=0 VI,
und Randbedingungen (6.8), woraus mit (6.9)
Ey(t)=0 ¥Vt

und somit gemif (6.10)
U(l,t)=0 Vit

folgt.

6.1.3 Losungen fiir die fest eingespannte Saite

Die Saite sei an den Punkten

=0, 1=1] (6.12)

eingespannt. Fiir natiirliches n ist dann W(l,¢) = ®,(l,¢) mit
D, (1,t) © gin (n%l) cos (nwot) , wo = —¢ (6.13)

jeweils Losung® von (6.7) zu den Randbedingungen (6.8) und den Anfangsbedingun-
gen

0,(1,0) = Sin<n%l> Vi,

. (6.14)
b,(1,0) = 0 vi.
Entsprechend ist W(l,t) = W, (I,¢) mit
U, (1,t) ' sin <n%l> sin (nwot) (6.15)

jeweils Losung von (6.7) zu den Randbedingungen (6.8) und den Anfangsbedingun-
gen

U, (,0) = 0 Vi,

_ (T (6.16)
U,.(,0) = nwosm<nLl> Vi,

Hinsichtlich der iiblichen Addition von Funktionen und Multiplikation mit reellen
Zahlen bilden die Losungen von (6.7)/(6.8)/(6.12) einen reellen Vektorraum Vsaite
geméf Definition 1.2.1. Man {iberzeugt sich leicht davon, daf§ die Vektoren ®,, und

Version vom 26. Marz 2009

8 Auf solche Losungen fiihrt der Separationsansatz V(l,t) = g(1)x(t).
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U, fiir natiirliche n in Viaie insgesamt linear unabhiingig voneinander sind.” Nach
Lemma 1.2.6 kann Vg also nicht endlichdimensional sein. Auch bilden die ®,,
und ¥,, keine Basis von Vg,ite in dem Sinne, dafl sich jedes Element von Vg, als
Linearkombination endlich vieler ®, und V,, darstellen 148t (HAMEL-Basis). Da-
gegen werden wir mithilfe der FOURIER-Theorie zeigen, dafl sich jede Losung von
(6.7)/(6.8) als unendliche Linearkombination der ®, und W, schreiben 148t.

Dazu beachten wir zweckméfigerweise, dal jede (2-mal stetig differenzierbare)
Losung von (6.7)/(6.8)/(6.12) eine eindeutige (2-mal stetig differenzierbare) Fort-
setzung zu beliebigen [ erlaubt, die den Bedingungen

V(1) = —U(—Lt) VI.t (6.17)

und

U(l+2L,t)=V(l,t) Vi.t (6.18)

geniigt. Umgekehrt garantieren die Bedingungen (6.17)/(6.18) die Randbedingungen
(6.8) fiir [I1, 1] = [0, L] . Statt (6.7) iiber [0, L] mit diesen Randbedingungen zu lésen,
kann man also (6.7) iiber R-Langeneinheit mit den Zusatzbedingungen (6.17)/(6.18)
16sen. Die allgemeine Losung dafiir ist nach D’ ALEMBERT:

V(1) = Wp(l,t) = flet—1) — f(et+1),
wobei f () fl+2L) VI. (6.19)

fl) = —% (g(l) + % /Ol h(l') dl’)

sind dazu die Anfangsbedingungen (6.11) fiir ungerade, periodische g(1), h(l) erfiillt.
Insbesondere gilt also
U, ®, fir f(I) = —1 sin (n¥l),
P70, fir f(I) = +1 cos (nZ1) .
Auflerdem erkennt man aus (6.19), dafl ¢ der Betrag der Ausbreitungsgeschwindig-
keit der fortschreitenden Saitenwellen ist.

Mit

6.2 FOURIER-Theorie

Die Ausfithrungen von 6.1.3 fiithren auf die Frage, welche 2 L-periodischen
Funktionen von [ sich als unendliche Linearkombinationen der speziel-
len Funktionen sin (n%l) und cos (n%l) schreiben lassen. Dabei ist es
zweckméfig, mit komplexen Zahlen zu arbeiten. Statt 7! werden wir
zunéchst wt schreiben.

Version vom 26. Marz 2009

1
97.B. mithilfe des inneren Produktes (f | g) def / f()
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6.2.1 FoOURIER-Reihen

Definition 6.2.1 Fine komplexwertige Funktion f(t) heifit stiickweise stetig,
wenn sich jedes endliche Intervall so in endlich viele Teilintervalle zerlegen ldfst,
dafs fiir jedes dieser Teilintervalle I folgende beiden Bedingungen erfillt sind:

(1) f(t) ist im Inneren von I stetig.

(11) Es existieren die Grenzwerte von f (inf(I) + €) und f (sup(l) — €) fire — +0.

Definition 6.2.2 FEine komplezwertige Funktion f(t) heifit stiickweise stetig
differenzierbar, wenn sich jedes endliche Intervall so in endlich viele Teilinter-
valle zerlegen lafst, dafs fiir jedes dieser Teilintervalle I folgende beiden Bedingungen
erfullt sind:

(i) Im Inneren von I existiert die Ableitung f(t) von f(t) und ist stetig.
(ii) Es existieren die Grenzwerte von f (inf(I) + €) und f (sup(I) — €) fiire — +0.

FEine komplexwertige Funktion f(t) heifit stiickweise stetig differenzierbar,
wenn sie stickweise stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.

Definition 6.2.3 FEine komplezwertige Funktion f(t) heifit stiickweise mono-
ton, wenn sich jedes endliche Intervall so in endlich viele Teilintervalle zerlegen
laft, daf$ f(t) im Inneren jedes dieser Teilintervalle monoton ist.

Definition 6.2.4 Man sagt, eine komplezwertige Funktion f(t) erfiille die DIRICH-
LET-Bedingungen zur Periode 2;”, wenn folgende vier Aussagen gelten:

(1) Fir alle t gilt f(t) = f (t~|— %ﬂ) .
(i1) f ist stiickweise stetig.

(11i) R(f) und I(f) sind stickweise monoton.

(iv) Fir alle t gilt f(t) %&L“io (F(t+ A + f(t — A1) .

Satz 6.2.5 Die komplexwertige Funktion f(t) geniige den DIRICHLETschen Bedin-

gungen zur Periode %’r . Mit den FOURIERschen Entwicklungskoeffizienten '°
gt w o [T :
o) o= / F) e tdt  firveZ (6.20)
T J-7/w

Version vom 26. Mdrz 2009
10Wie allgemein {iblich, bezeichnen wir mit Z die Menge aller ganzen Zahlen.
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gilt dann die FOURIERSsche Rethenentwicklung

+n
f(t) = lim c,(f) e VYt e R - Zeiteinheit . (6.21)

n—-+00
v=—n

Die Konvergenz in (6.21) ist gleichmdfiig tber jedem abgeschlossenen Intervall I,
iiber dem f stetig ist.'* Falls f iiberall stetig ist und stiickweise stetig differenzierbar,
dann konvergiert (6.21) absolut und es gilt

M Vvez. (6.22)

(4%

e (f) =

Beweis: Siehe Anhang B. i

Indem wir nun wieder 71 statt wt schreiben, wird (6.21) zu

+n
f (iLl) = lim c,(f) Tt V1€ R - Lingeneinheit
w

n—-+00
v=—n

und (6.20) zu

Damit ergibt sich fiir w = w/L

fiir ungerade f :

)y = zz'zcy(f)sin(”%Q Vie[-L,+L]

mit Cy = —c(f) (6.23)
1 L ez
- ﬂ/_Lf(z)sm (Tl) dl YveZ.
Entsprechend ergibt sich
fiir gerade f :
- vm
f) = eolf)+2Y enlf)eos (1) Vie[-L+L)

v=1 (6.24)

mit Cy =

cu(f)
_ %/L fyeos (SEn) @ vwvez,
L

Version vom 26. Marz 2009
"Dank der DIRICHLET-Bedingungen ist f dann fiir hinreichend kleines € > 0 auch iiber U, (1)
stetig.
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Fiir stetig differenzierbare f ist die Konvergenz in (6.23) und (6.24) nach Satz 6.2.5
absolut und gleichméfig iiber [—L, L]. Daher 1afit sich die (nach 6.1.2 eindeuti-
ge) Losung W(l,t) der homogenen Wellengleichung (6.7) zu den Randbedingungen
(6.8)/(6.12) und Anfangsbedingungen (6.11) fiir hinreichend gutartige g, h in der

Form
W(l,t)=2i) (cn(g)cbn(l,t) + Cq:g? \Ifn(l,t)>

darstellen, wobei die ®,(1,t), ¥, (I, t) die speziellen Losungen aus 6.1.3 sind und die
Anfangswert‘funktionen g und h als ungerade Funktionen fortgesetzt zu denken sind
(Beweis als Ubungsvorschlag).

6.2.2 FOURIER-Integrale

Fir L — 400 bzw. w — 0 geht die FOURIER-Reihe in ein FOURIER-Integral
iiber:

Satz 6.2.6 Die komplezwertige Funktion f(t) geniige den DIRICHLETSchen Beding-
ungen mit Ausnahme der Periodizititsforderung (i) und sei absolut integrabel, d.h.

es set
T

I t)] dt < oo.
Am ) 1Ol dE< oo

Dann existiert die sog. FOURIER-Transformierte

s Ldef 1 Hoe it Lo
W) = — tYe ™'dt VYw € R/Zeiteinheit 6.25
For— [ s / (6:25)

und gentigt der Bedingung

+Q

f(t) = — lim f( ye“tdw VYt eR- Zeiteinheit. (6.26)
271 Q—+o00

Beweis: Siehe Anhang B. I

Anmerkung: Zur (approximativen) numerischen Bestimmung des FOURIER-Integrals
wird in der Praxis die sog. schnelle FOURIER- Transformation (FFT) — siche z.B. An-
hang A.1 von (Liicke, musi) — benutzt.

Fiir hinreichend gutartige f erkennt man leicht!'? die Giiltigkeit des folgenden ‘FOURIER-
Vokabulars’:

Version vom 26. Marz 2009

12Regel (F9) ist eine einfache Folgerung aus (4.99).
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Ft) = 2= [ Flw)et™ dw | fw) = Z= [ f(t)e7™! dt
¢ f(1) ¢ f(w) (F1)
(0 + falt) Filw) + fa(w) (F2)
2 £(1) iw f(w) (F3)
tf(t) iZf(w) (F4)
f(t+7) e+ f(w) (F5)
et £ (1) Flw +wo) (F6)
(o) (F-) (F7)
(£(-2) (Fw) (F8)
f(t) = e flw) = s | (F9)
VI () falt) J AW falw — o) do' | (F10)
J A folt — 1) at Varhi@)fw) | (F11)
[ £(£)dt = V27 f(0) (F12)

6.3 Feldgleichungen

6.3.1 Freie elektromagnetische Wellen

In der Vorlesung iiber klassische Elektrodynamik wird gezeigt werden, daf§ die Kom-
ponenten sowohl der elektrischen Feldstiarke als auch der magnetischen Kraftfuf}-
dichte elektromagnetischer Strahlung der homogenen Wellengleichung

(13)2 W(x, 1) — AU(x,1) = 0 (6.27)

c ot
iiber dem R? geniigen, wobei ¢ nun den Betrag der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
bezeichnet. Anstelle von (6.8) verlangt man nun, daf die Losungen ¥(x,t) zu jedem
Zeitpunkt ¢ fiir x — oo hinreichend schnell abfallen. Dann rechnet man mithilfe des
GAussschen Satzes und (4.91) leicht nach, daf die analog (6.10) definierte ‘Energie’

By /R3 ((%%\y(x, t)>2 +(VU(x, t))2> v

zeitlich konstant ist. Wie in 6.1.2 folgt daraus die Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems

(6.28)

2\IJ(X, 0) = h(x).

\I}(X70) :g(X) Ot

(6.29)
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Direkte Verallgemeinerung der D’ ALEMBERTsche Losung (6.19) von (6.7) liefert die
speziellen Losungen®®

U(x, 1) = Up(x,t) & flelk|t —k-x), (6.30)

von (6.27), die man als (nicht monochromatische) ebene Wellen bezeichnet. Dabei
darf f natiirlich nicht mehr periodisch sein, sondern sollte stattdessen im Unendli-
chen hinreichend schnell verschwinden. (6.27) stellt zwar nicht mehr die allgemeinste
Losung von (6.27) dar, aber die Resultate zum FOURIER-Integral zeigen, dafl sich
jede Losung von (6.27) als (kontinuierliche) Uberlagerung von Losungen der Form
(6.30) darstellen 1&8t:

U(x, 1) = (27)2 /

]R3

("M (1) + e T (1)) X (6.31)

002 5 (g = 25 )

ist offensichtlich die Losung von (6.27) zu den Anfangsbedingungen (6.29), wobei

F0 ™ (2m) 9 [ ) avi (6.32)

die direkte 3-dimensionale Verallgemeinerung der FOURIER-Transformierten (6.25)
ist.

6.3.2 Wairmeleitung

Die Losung (6.31) von (6.27) hétte man mithilfe der FOURIERschen Integraltrans-
formation auch systematisch ableiten konnen. Die Verfahren soll am Beispiel der
Wiérmeleitung erldutert werden:

Die Temperaturverteilung u(x,t) eines homogenen, isotropen Korpers geniigt
— solange keine Warmequellen (oder -Senken) vorhanden sind —der Wérmelei-
tungsgleichung

0
gu(x, t) =D Au(x,t), (6.33)
also der Diffusionsgleichung (4.57) mit der ‘Diffusionskonstanten’

Wirmeleitfahigkeit

D=

(spezifische Wirme)-(Massendichte) .

Version vom 26. Méarz 2009

13 Antisymmetrie in x muf nicht mehr gefordert werden, da im Endlichen keine Randbedingungen
gestellt sind.
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Anmerkung: (6.33) entspricht der Kontinuitéitsgleichung
plx,t) +divy(x,t) =0
fiir die Warmestromdichte
1(x,t) = —grad u(x, t) - Warmeleitfahigkeit
und die rdumliche Warmemengendichte

p(x,t) = u(x,t) - (spezifische Wirme) - Massendichte .

Offensichtlich ist (6.33) — fir hinreichend gutartige u(x,t) — dquivalent zu der Glei-

chung

d 2
5k, 1) = =D k" (k. 1) (6.34)

fiir die FOURIER-Transformierte
~ def —3/2 —ik-x
uk,t) = (2m) /u(x, t)e dVi
von u(x,t) bzgl. x. Die allgemeine Losung von (6.34) ist
t(k,t) = e PP (k)

wobei u(k) beliebig ist. Die Losung von (6.33) zu (hinreichend gutartig) vorgegebe-
nem u(x,0) ist also

u(x,t) = (2m) 32 / e~ DItk u(k) dVi, (6.35)

u(k) o (2%)_3/2/u(x, 0) e~ >V .

Mit den Regeln zur FOURIER-Transformation folgt daraus fiir ¢ > 0 :

/pt(x’) u(x —x',0)dVy

e

u(x,t) = (2m)”

wobel

pe(x') = (2W>g/€_D|k|2t€ik.dek

Im Einklang mit der physikalischen Interpretation gilt also
(u(x,O) >0 VX€R3> = (u(x,t) >0 VXR37t>O> .

DaB (6.35) fiir negative ¢ i.a. nicht existiert, ist physikalisch durchaus plausibel
(Irreversibilitédt des Warmetransports).



Anhang A

Tensoren!

A.1 Der Dualraum

A.1.1 Linearformen

Definition A.1.1 Unter einer Linearform iiber einem reellen Vektorraum V
versteht man eine Zuordnung

v — O(v) |
~~ ——
ev reelle Zahl
die die Bedingung
O(avy+ [fve) =adP(vy) + [ P(va)

fiir alle vy,vo € V' und fir alle reellen o, 3 erfiillt.

Definition A.1.2 Sein &1, Py Linearformen iber einunddemselben reellen Vektor-
raum V und sei vy eine beliebige reelle Zahl. Dann definiert man die Linearformen
v ®; und &1 + Py durch:

(o) (v) © y(ev)),
(q)l + CDQ) (V) = (I)l(V) + CI)Q(V)

VveV.

Lemma A.1.3 Sei V ein reeller Vektorraum. Dann ist die Menge V* aller Line-
arformen tiber V. mit der in Definition A.1.2 erkldrten Multiplikation und Addition
ebenfalls ein reeller Vektorraum, der sog. zu V duale Vektorraum (der Kovek-
toren ).

Beweis: Offensichtlich. i

Version vom 26. Marz 2009

Siehe auch (Fischer und Kaul, 2003, Kap. II, § 8, Nr. 4)
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A.1.2 Die duale Basis

Lemma A.1.4 Sei {by,...,b,} eine Basis des n-dimensionalen reellen Vektor-
raumes V. Dann gibt es genau eine (Minimal-) Basis {®',... ®"} von V*, die
sog. zu {by,...,b,} duale Basis, mit

(b)) =06 firjk=1,...,n.

Beweis: Jeder Vektor v € V' 148t sich eindeutig in der Form
v=Ab;+...+\"b,
darstellen, weshalb die Definition
Pl (v) = N

erlaubt und notwendig ist. Man erkennt daraus auch unmittelbar, dafl fiir beliebige
® € V* die Darstellung
S =y @+ .+, D"

gilt, wobei die p; eindeutig und durch

pj = ®(by)

gegeben sind. i

Folgerung A.1.5 Sei {by,...,b,} eine Basis des n-dimensionalen reellen Vek-
torraumes V. Dann gilt fiir die zu {by,...,b,} reziproke Basis {b',... . b"} in V
und die zu {by,...,b,} duale Basis {®',... ®"} in V* der Zusammenhang

Pl (v) = (bj,v) firalleveVundj=1,...,n.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma A.1.4 und (2.30). g
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A.1.3 Basiswechsel
Lemma A.1.6

Gegeben: (i) n-dimensionaler reeller Vektorraum V
(ii) reelle Zahlen )\jk ,
(iii) Basen {by,...,b,} und {b},... bl } von V mit*
b, & N\!b, firk=1,....n.

Behauptung: Der Zusammenhang zwischen der zu {b',...,bl,} dualen Basis
{®", ..., 9"} und der zu {by,...,b,} dualen Basis {®',..., ®"} ist durch

=\’ ¢

und somit auch durch
P =\, o

gegeben, wobei die )\jk eindeutig durch
NN =6l firjk=1,....n (K6)

charakterisiert sind.

Beweisskizze: Die Gleichung &/ = /\k,j ¥ folgt aufgrund der Eindeu-
tigkeit der Entwicklungskoeffizienten aus

(b)) = \'®/(b)
A7
PR LN

Entsprechend folgt (K6) durch Einsetzen von ®7 = X, &% in ®! =
A

A.2 Allgemeine Tensoren

A.2.1 Definitionen

Version vom 26. Mdirz 2009

2Wir benutzen die EINSTEINsche Summationskonvention: Wenn in einem Produkt einunddie-
selbe Variable einmal als oberer und einmal als unterer Index auftritt, dann ist dariiber von 1 bis
n zu summieren. Es gilt also z.B.

M b =M1bi 4+ MN%by4 ...+ )\ b,.



182 ANHANG A. TENSOREN

Definition A.2.1 Seien Vi, ..., Vy reelle Vektorraume. Dann versteht man unter
einer Multilinearform tber Vi x ... x Vy eine Zuordnung

Vi Vo ,..., VN —>T(V1,...,VN),
~— ~—~ —————
eV els eVn reelle Zahl

die die Bedingung
T(vi,...,av;+0V,...,vp) =aT(v,...,vy) + BT(vi,...,V},...,VN)

fir alle j € {1,...,N}, alle v € V;, alle v, € Vi, (k =1,...,N) und alle reellen
a, B erfillt.

Definition A.2.2 Sei V' ein reeller Vektorraum. Unter einem p-stufig kontra-
varianten und ¢-stufig kovarianten Tensor iiber V versteht man® dann eine
Multilinearform tber Vi X ... x Vi, , sofern genau p der Vektorrdiume Vi,..., Vi,
mat V*, die tibrigen mit 'V idbereinstimmen. Im Falle ¢ = 0 spricht man auch von
einem kontravarianten Tensor p-ter Stufe und im Falle p = 0 von einem ko-
varianten Tensor g-ter Stufe. Unter einem Tensor 0. Stufe, auch Skalar
genannt, versteht man eine reelle Zahl. Tensoren 2. Stufe nennt man auch Dyaden.

Definition A.2.3 Sei T ein Tensor der Stufe (p,q) tber dem reellen Vektorraum
V. Dann nennt man T symmetrisch, falls

T(Vi,...,Vpsq) =T (Vﬂ(l), o ,Vﬂ(pﬂ))
fiir alle Permutationen ™ von 1,...,p+ q gilt, die die Bedingung
Vi=V<= V)=V firj=1,...,p+q
erfillen. Im Falle
TV, Vprq) = sign (1) T (Va()s - - -, Va(pia))

nennt man T antisymmetrisch.

Beispiele:
(i) Jedem Vektor v € V' entspricht (1-1-deutig) ein kontravarianter Tensor
Ty(®) = &(v) firdeV”

1. Stufe iiber V.

Version vom 26. Marz 2009

3Siehe z.B. (Naas und Schmid, 1967).
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(i) jeder Kovektor ® € V* ist ein kovarianter Tensor 1. Stufe iiber V.

(iii) Das Skalarprodukt eines euklidischen reellen Vektorraumes V' ist ein symme-
trischer kovarianter Tensor 2. Stufe {iber V.

(iv) Das Spat-Produkt eines 3-dimensionalen euklidischen reellen Vektorraumes V'
ist ein antisymmetrischer kovarianter Tensor 3. Stufe iiber V .

(v) Jeder linearen Abbildung L eines reellen Vektorraumes V' in sich entspricht
(1-1-deutig) ein ‘gemischter’ Tensor

Tp(®,v) = ¢(L(v)) firdeV* , velV

der Stufe (1,1) iiber V.

Definition A.2.4 Sei V ein reeller Vektorraum. Seien weiterhin 11, T, Tensoren
iiber V' der Stufe (p1,q1) bzw. (p2,q2). Dann definiert man als Produkt (Tensor-
produkt, im Falle py + q1 = pa + q¢2 = 1 auch dyadisches Produkt genannt) die
Multilinearform®

def
(Ty ® Ts) (Vl, R S T ,V;)2+q2) =T (vy,... Vprta ) To (V'l, . ,V;)2+q2)

.. / /
tber Vi X« o X Vg X VI X oo X VL

Version vom 26. Marz 2009

4Somit ist Ty ® Ty also ein Tensor der Stufe (p; + pa, q1 + q2) iiber V.
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A.2.2 Komponenten-Darstellung von Tensoren

Lemma A.2.5

Gegeben: (i)  Fin n-dimensionaler reeller Vektorraum V
(ii) ein Tensor T iber V der Stufe (p,q)
mit Vi,..., Vo=V und Vyi1,...,.Vory =V,
(ii) eine Basis {by,...,b,} von V.

Behauptung: Fiir alle reellen Zahlen u™, , pf (r=1,....p, s=1,...,q; k =
1,...,n) gilt

P

1 gkt Pk J1 J _ 1 p J1 Jqpkre-k
T(Mqu) 7"'7Mk;p¢)p7lu’1 le""::uqujq)_/'Lkl"':ukplll '-',LquT J1--Jg

J1

{by,...,b,} eindeutig und durch

wobei die reellen Zahlen T" ", s » Qe sog. Komponenten von T' bzgl. der Basis
ki...k def k k
T pjlqu:T((I>1,...,(I>P,bjl,...,qu)

gegeben sind.”

Beweis: Offensichtlich. I

Beispiele:

(i) Fiir v eV giltt
(T, = dF(v) firk=1,...,n.

(ii) Fiir @ € V* gilt
(Ts); = ®(by) firj=1,...,n.

(iii) Falls die lineare Abbildung L von V in V' durch
L(b;) =\ by, fiir j=1,...,n
charakterisiert ist, gilt

(TL)kj:)\jk fir j,k=1,...,n.

Version vom 26. Marz 2009
®Wie in A.1.2 bezeichnet {®* ... ®*»} die zu by,...,b, duale Basis.
6Vgl. Beispiel (i) in A.2.1.
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Fiir einen Tensor entsprechend Lemma A.2.5 gilt offensichtlich:

T = 7k Ty, ® ... 0T, @Tgpn @ ... & Tei, -

Ji---Jq

Die Gesamtheit dieser Vektoren (zu festen n,p,q) bildet einen reellen Vektorraum
der Dimension nP*?.

Lemma A.2.6

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V|
(ii) ein Tensor T tber V der Stufe (p,q) mit
Vi=...=V,=Viund V1 =...=Vy =V,
(iii) eine Basis {by,...,b,} von V.

(iv) reelle Zahlen )\jk mit det ()\jk) #0.

Behauptung: Der Zusammenhang zwischen den Komponenten T' kl...kpjlqu von
T bzgl. der neuen Basis der

b, € \fby firj=1,....n

und den Komponenten ke von T bzgl. der Basis {b1,...,b,} ist geben durch

jl--~jq

ki..k k ly...1
T F1---Rp ':)‘klh'”)‘plp/\jlml"')"qul P

J1--Jq J mi...mgq ’

wober die )\kj wieder durch (K6) eindeutig charakterisiert sind.

Beweis: Direkte Folge von Lemma A.1.6 und Lemma A.2.5. i

Anmerkung: Entsprechendes gilt fiir andere Anordnungen von V' und
V* in der Folge Vi,...,V,4,. Z.B. definiert man fiir den Tensor T" der
Stufe (2,3) im Falle V), =V, =V* 1, =V3=V; =V
Tkljdjz k2j3 déf T (q)kl bJ1v bJ2> (Dk b )
fir ki, ks, j1, jo, J3 € {1,...,n}. Dann gilt entsprechend:
T k1 ky )\kl A\ ml/\ m2)\k2 . m3Tll l2

Jij2  J3 171 12773 mimz mg’

Folgerung A.2.7 Im Falle p,q > 1 gibt es unter den Vomussetzungen von Lemma
A.2.6 einen Tensor T' der Stufe (p — 1,q — 1), dessen Komponenten ke ljl et
bzgl. {b1,...,b,} aus denen von T durch sog. Kontraktion der Indizes k, und j,

hervorgehen:
Akl...kp_1 o kl...kp
T jlqufl - jlquflkp ’

Beweis: Direkte Folge von Lemma A.2.6 und (K6). g
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A.2.3 Natiirliche Zuordnungen

Nach Beispiel (i) von A.2.1 lassen sich die Vektoren v € V' in natiirlicher Weise
eineindeutig den kovarianten Tensoren 1. Stufe iiber V' zuordnen; weshalb vielfach
beide Begriffe synonym benutzt werden. Entsprechendes gilt gemafl Beispiel (v) von
A.2.1 fir den Zusammenhang zwischen den linearen Abbildungen von V' in V und
den Tensoren der Stufe (1,1) iiber V.

Wenn V' euklidisch ist, dann liefert das Skalarprodukt nach Folgerung A.1.5
auf natiirliche Weise eine eineindeutige (strukturerhaltende) Zuordnung zwischen
den Elementen von V* und V. Daraus folgt eine natiirliche Zuordnung zwischen
Tensoren iiber V' zu gleichem p + ¢ .

Lemma A.2.8

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler, euklidischer (reeller) Vektorr. V',
(ii) ein Tensor T tber V der Stufe (p,q),
wober Vi = ... =V, =V",
(iii) eine Basis {by,...,b,} von V.

1. Behauptung: Die Zuordnung’
U WP vy v = T (UL WP WP (D) by v, vy)

J

eV cv
ist von der speziellen Wahl der Basis {by,...,b,} unabhingig und stellt (im Falle

q > 0) einen Tensor der Stufe (p+1,q — 1) iber V dar, dessen Komponenten bzgl.
{by,...,b,} konventionsgemajs mit

kl...kp+1
T ]2]q

bezeichnet werden, um den engen Zusammenhang mit T zu betonen.
2. Behauptung: Die Zuordnung®
W 0P v vy v e T (\Ill, WP (b V) B vy, ,Vq)

-~

S
eV ev

ist von der speziellen Wahl der Basis {by,...,b,} unabhdingig und stellt (im Falle
p > 0) einen Tensor der Stufe (p —1,q+ 1) iber V dar, dessen Komponenten bzgl.
{by,...,b,} konventionsgemdfS mit

TRk
J1---Jg+1

bezeichnet werden.”

Version vom 26. Mirz 2009
"Hier bezeichnet {bl, . ,b"} wieder die zu {by,...,b,} reziproke Basis.
Hier bezeichnet {®',..., @™} wieder die zu {by,...,b,} duale Basis.
9Die Bezeichnungsweise ist konsistent: Herunterziehen eines zuvor heraufgezogen Indexes —
bzw. umgekehrt — fiihrt auf die urspriinglichen Komponenten zuriick.
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Beweis: Der Tensorcharakter der angegebenen Zuordnungen ist evi-
dent. Es ist also nur die Basisunabhéngigkeit der Definitionen, d.h. von
UP ! (b/) b, und (bj, v,41) D7 zu zeigen. Das folgt aber aus

b, =\"b, < b’ =N Dbt
= 07 =N, Dk,

wobei der Zusammenhang zwischen den /\jk und den N, durch (K6) bzw.
durch
L
AN =0f
gegeben ist. !’ i

Anmerkung: Durch Mehrfachanwendung der in Lemma A.2.8 angege-
benen Vorschrift sind natiirlich auch die Tensoren mit den Komponenten
kl...kp/

ot 411 g

(fur beliebiges p € {0,...,p — 2}) und

T

Tkl...kpjl...jq/‘ ‘
Jq'+1+-Ja

(fiir beliebiges ¢q € {0, ...,q — 2} )erklart.

Folgerung A.2.9

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler, euklidischer (reeller) Vektorr. V,
(ii) eine Basis {by,...,b,} von V.

Behauptung: Fiir den sog. metrischen Tensor

def
9(V1, V2) = (V17V2)
——

Skalarprod.
qilt ' '
Jkj = (bk7bj> ’ gkj = (bkabl) g5 gkj - (bkabj) :

Beweis: Die erste Beziehung folgt direkt aus der Definition der Kompo-
nenten eines Tensors. Die zweite Beziehung folgt daraus mit

gkj PerTDef. g (q)k (bl) bl’ b])
= @kk(b? gij
- b*, bl) g,
Folg. (A15) ( ) 9

Version vom 26. Marz 2009

10Vgl]. Lemma A.1.6 und Folgerung A.1.5.

187
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und

(b*,b") (b;, b;) b*, (by, b;) b')
bt b))

ot

Folg. 1.6)

Il

Die letzte Beziehung folgt aus
g" =g (@* (b') b;, ® (b™)b,,)
analog zur ersten mit Folgerung A.1.5. i

Folgerung A.2.10 Unter den Voraussetzungen von Lemma A.2.8 gilt fir die dort
angesprochenen Tensorkomponenten (im Falle ¢ > 0)

k‘1...k‘p+1 o k;p+1j1 kl...kp
T jode 9 T,
und (im Falle p > 0)
kl...k'p_l . kl...kp
T rodgrr . Girkp J1--Jq

(die gjr. und g" sind wie in Folgerung A.2.9 definiert).

Beweis: Analog Folgerung A.2.9. I

Anmerkung: Entsprechendes gilt fiir andere Anordnungen von V* und
V in der Folge V4,...,V,4,. Z.B. ist einem Tensor der Stufe (2,3) iiber

1 ko

V mit den Komponenten 7" iie s

den Komponenten

genau ein Tensor der Stufe (3,2) mit

ki koks __ _ _kim ksrol ko
ioge =g g g,

bzgl. der Basis {by,...,b,} zugeordnet.

A.2.4 Physikalische Tensoren

Im Zusammenhang mit physikalischen Betrachtungen ist es oft zweckméfig, auch
das Produkt eines Tensors iiber V' mit einer physikalischen Grofleneinheit als Tensor
(gleicher Stufe) iiber V' zu bezeichnen. Wir beschranken uns hier auf 3-dimensionales
V. Als Komponenten des neuen Tensors bzgl. der Basis {by, by, b3} von V seien
dann die mit der Groéfeneinheit multiplizierten Komponenten des urspriinglichen
Tensors bezeichnet; z.B.

Tjkl =V (by, by, bs) - Volumeneinheit
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im Falle

~

def . . ..
T (x1,X2,%X3) = V (x1,X2,X3) - Volumeneinheit fiir x;,x5,x3 € V.

Unter Verwendung der in 1.1.5 besprochenen natiirlichen Zuordnungen zwischen ver-
schiedenen 3-dimensionalen physikalischen Vektorrdumen lassen sich dann Tensoren
auch in natiirlicher Weise mit multilinearen Abbildungen iiber Sequenzen verschie-
dener 3-dimensionaler physikalischer Vektorrdume identifizieren; z.B.:

T (v,F,x) :T<V

Léngeneinh. F Léngeneinh. ) Geschw.-Einh. Krafteinh.
X . .

Geschw.—Einh.’ Krafteinh. ’ Léngeneinh. Léngeneinh. ’

Die Regeln fiir das Herauf- und Herunterzichen von Tensorindizes entsprechend
A.2.3 iibertragen sich automatisch auf den so erweiterten Tensorbegriff.

A.3 Antisymmetrische Tensoren

A.3.1 Volumenformen

Definition A.3.1 Unter einer Volumenform iiber einem n-dimensionalen reel-

len Vektorraum V' wversteht man einen antisymmetrischen kovarianten Tensor n-ter
Stufe tiber V.

Lemma A.3.2

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V',
(ii) eine Basis {by,...,b,} von V ,
(iii)  eine reelle Zahl Vy .

Behauptung: Fs existiert genau eine Volumenform V tiber V- mit
V(by,...,b,) =V,
namlich diejenige mit den Komponenten
V(bg,,...,br,) =L Vo

bzgl. {b1,...,b,}, wobei

o +1  falls (ky, ..., k,) gerade Permutation von (ji,...,Jn),
e =< —1 falls (k1, ..., kn) ungerade Permutation von (j1,...,jn),
0 sonst.

Fiir beliebige
v;=\'b eV



190 ANHANG A. TENSOREN

qilt also
V(Vi,...,Vy) L Jet ()\jk> Vo,
mit

det () Eo A el

Beweis: Offensichtlich. i

Lemma A.3.3

Gegeben: (i)  ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V',
(ii) eine nichttriviale Volumenform V dber V',
(i) Vektoren vyi,...,v, € V.

Behauptung: V(vy,...,v,) =0 <= {vy,...,v,} linear abhdngig.

Beweis: Seien die vy, ..., v, linear unabhéingig. Dann ist {vy,...,v,}
nach Lemma 1.2.6 eine Basis. Wenn V aber fiir eine Basis verschwindet,
muf} V nach Lemma A.3.2 fiir beliebige Argumente verschwinden. Nach
Voraussetzungen (ii) miissen die vy,...,v, also linear abhingig sein,
wenn V(vy,...,v,) = 0 gilt. Seien nun die vy, ..., v, linear abhingig
angenommen. Dann 1d8t sich einer der Vektoren, den wir 0.B.d.A. mit
v identifizieren konnen, als Linearkombination der iibrigen schreiben:

vi=Avy+ ...+ ", fiir geeignete \?,...,\" € R

(fiir n=1 ist das Lemma trivial). Dann gilt aber

V(Vi, .oy V) = Z)\jV(Vj, ceey Vi)

und somit V(vy,...,v,) = 0 aufgrund der Antisymmetrie von V. i

Folgerung A.3.4

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V',
(ii) nichttriviale Volumenformen Vi, Vy tiber V.

Behauptung: Entweder gilt fir jede Basis {b1,...,b,} von V

Vl(bl, o ,bn)VQ(bl, o ,bn) > 0,
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oder es gilt fiir jede Basis {by,...,b,} von V

Vl(bl, .. ,bn)VQ(bl, . ,bn) <0.
Beweis: Folgt direkt aus Lemmata Lemma 2.7 und 2.8. i

A.3.2 Orientierung endlichdimensionaler Vektorraume

Definition A.3.5 Unter einer Orientierung eines n-dimensionalen reellen Vek-
torraumes versteht man die Einteilung aller Minimalbasen in Rechts- und Links-
systeme mithilfe einer nichttrivialen Volumenform V :

0,

Rechtssystem  falls V(by, ..., by,)
b 0

, >
th- buf {Lz’nkssystem Jalls V(by, ..., by) <

(vgl. Folgerung von 2.2.1.)

Folgerung A.3.6 Die Orientierung eines n-dimensionalen reellen Vektorraumes
ist bereits festgelegt, sobald fiir mindestens eine Minimalbasis gesagt ist, ob sie ein
Rechts- oder ein Linkssystem ist.

Beweis: Folgt direkt aus Definition A.3.5 und Folgerung A.3.4. i

Folgerung A.3.7 Fliir reelle Zahlen )\jk, ykj (j,k=1,...,n) gilt stets

det ()\jl ulk) = det ()\jk) det (ujk>

(auf der rechten Seite ohne Summation tber gleiche Indizes).

Beweis: Man wihle eine Basis {by,...,b,} eines n-dimensionalen reel-
len Vektorraumes, eine Volumenform V dariiber mit V(by,...,b,) =1
(nach Lemma A.3.2 stets moglich) und definiere:

~ def def

c; = /ijbk od; =

)\jkck = ()\jl ,ulk> by, .

Falls die c; linear abhéngig sind, dann sind natiirlich auch die d; linear
abhéngig und die Behauptung folgt direkt aus Lemmata A.3.2 und 2.1.7.
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Andernfalls, wenn die c; linear unabhéngig sind, also nach Lemma 1.2.6
eine Basis bilden, folgt gemaf Lemma A.3.2:

det (Ajl Mﬁ) — V(d,,...,d)
= det )\jk V(cy, ..., ¢n)

= det )\jk det (uf). i

Lemma A.3.8

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler, reeller euklidischer Vektorraum V',
(ii) eine Volumenform V iiber V',
(ii) zwei Orthonormalbasen {e;} , {€}} von V .

Behauptung: |V(ey,...,e,)| = |V(el,...,€e))].

e n

Beweis: Zweifache Anwendung von Lemma 2.1.5 (fir V' = V) liefert

e; = )\jlel (A.1)
mit :
A= (ex ) (s:2)(e3'v ex) = iy (A.3)

Aus (A.2) folgt mit Lemma 1.3

e 1 fur ) = k

ALyt = gb 3t { J=F,
it J 0 sonst

und somit

1 = det ()\ L k) _ det ()\’“) det( ’“)
I # Folg. (214) I u]
2

o et (3,)

Y

insbesondere also
det (A1) =1.

Mit (A.1) und Lemma A.3.2 folgt daraus die Behauptung,. i
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Folgerung A.3.9

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler, reeller euklidischer Vektorraum V',
(ii) eine Orientierung von V .

Behauptung: Es gibt genau eine Volumenform V dberV | die wir die natiirliche
nennen wollen, die die Bedingungen

Ve e,) = +1  falls {ey,...,e,} Rechtssystem,
L) —1 falls {ey, ..., e,} Linkssystem

fiir jede Orthonormalbasis {e1,...,e,} von V erfillt.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma A.3.2, Folgerung A.3.4 und Lemma A.3.8. I

Anmerkung: Ublicherweise benutzt man die Schreibweise

det(vy,...,vy) of V(Vi, .oy Vi)

fiir die natiirliche Volumenform V.

A.3.3 Allgemeine antisymmetrische Tensoren

Im Hinblick auf Abschnitt A.2.3 konnen wir uns hier auf kovariante Tensoren be-
schranken. Finen antisymmetrischen Tensor der Stufe (0,¢) bezeichnet man auch
als g-Form .

Definition A.3.10 Seien V ein n-dimensionaler ein reeller Vektorraum, A eine a-
Form iiber V- und B eine b-Form iiber V . Dann definiert man das duf3ere Produkt
AN B von A und B gemdf!

dof -
(ANB)(Vi,..., Vo) = ﬁéejf”i:gA(vjl, .., Vj,) B (VjaH, . ana+b)
firvy, ..., vaip € V.

Fiir beliebige W', ... W9 € V* gilt entsprechend Definition A.3.10 also:'?

VA AU =l gt g @ Wi,

J1---Jq

Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich:

Version vom 26. Marz 2009
"Somit gilt hier: AANB = (—-1)"BAA.
2Da die Produkte ® und A assoziativ sind, kann hier auf die Verwendung von Klammern
verzichtet werden.
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Lemma A.3.11

Gegeben: (i) ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V',
(ii) eine Basis {by,...,b,} von V ,
(iii) eine natirliche Zahl q ,

(i) eine g-Form A diber V .

Behauptung: Mit der zu {by,...,b,} dualen Basis {®', ... ®"} gilt:

1 . .
A:aA(bjl,...,qu) PN LD

Die Gesamtheit aller g-Formen iiber einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V
bilden also einen reellen Vektorraum der Dimension (;) . Fiir ¢ > n stellt die Abbil-
dung auf 0 die einzige ¢-Form iiber V' dar.

Lemma A.3.12

Gegeben: (i) ein euklidischer reeller Vektorraum V',
(ii) eine Basis {by,...,b,} von V',

(ili) eine natirliche Volumenform V dber V',
(iv) eine g-Form A dberV , ¢ <mn.

Behauptung: Die durch

o 1 , ,
(*A)(Vgt1s .-+, Vi) o aA(bjl,...,b“)V(bjl,...,qu,vq+1,...,vn)

firves,...,v, €V

gegebene n — q-Form %A ist von der Wahl der Basis {by,...,b,} unabhingig.

Beweis: xA ist das % fache der g-fachen Kontraktion des Tensorprodukts
von A und V. Die Behauptung folgt also aus Folgerung A.2.7; bzw. direkt
aus (K6).

Fiir (physikalisch) dimensionslose, rechtshéndige Orthonormalbasen {ey, ..., e,} gilt
entsprechend Lemma A.3.12 fiir den sog. HODGE-Sternoperator * offensichtlich

(xA)(egs1,-..,€,) = Aler, ..., €,).

Daraus erkennt man, daf§ der HODGE-Sternoperator bis auf ein eventuelles Vorzei-
chen idempotent ist, d.h.
#(xA) = (—1)%"=9 A

Y
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und daf fiir n = 3 in Analogie zum Vektorprodukt
#(O A %) = P3

gilt.



196 ANHANG A. TENSOREN



Anhang B

Beweilse zur FOURIER-Theorie

B.1 Integral-Sinus und Folgen vom Typ §

Der sog. Integral-Sinus

Aol / o 2v+41
_ def sin(\) B o A
Si) = /0 N = ;( D 2u+1)-2u+1)!

gehort zu den sog. ‘nicht elementaren Funktionen’, d.h. er 148t sich nicht durch
eine Formel definieren, in der nur endlich viele algebraische oder trigonometrische
Operationen mit der unabhéngigen Variablen, der Funktion selbst und Konstan-
ten ausgefithrt werden. Der Grenzwert fiir A — 400 lalt sich dagegen exakt als
Vielfaches von 7 angeben:

A /
lim / s\) gy 2 T (B.1)
0

Beweisskizze zu (B.1): Durch Unterteilung des Integrationsbereichs
an den Nullstellen von sin(\') erkennt man leicht die Stetigkeit! von

o0 : /
he) e N sin(X) d\' fiire>0.
0 N

Version vom 26. Marz 2009
Man beachte, daf beschriinkte, monotone Folgen stets konvergieren und daf8 auch (1 —e=*)/\
fiir A > 0 monoton fallend ist:

d 1—e? __1—(1+>\)e_’\
dx A A2

1
<0 VA>0; denn1+)\<e/\:1+)\+§)\2+...

197
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Fiir € > 0 gilt dariiber hinaus

d o0
—h(e) = —/ e~ sin AdA
de 0
_ %/00 (e—(e—i))\ . e—(e+i)/\) dX
0
-1
o 14e

und somit -
h(e) = 5 arctane Ve >0,

wegen li+m h(e) = 0. Fiir ¢ — 40 ergibt sich damit die Behauptung.
i

Definition B.1.1 FEine Folge stiickweise stetiger, beschrinkter Funktionen §o(\),
0 (N), 02(A),... dber R bezeichnen wir als Folge vom Typ §, wenn fir jede
stiickweise stetige, beschrinkte Funktion f(\) dber R und fir alle reellen a,b mit
a<0<b

im [ ) 0,00 A = tim LH) S0

v——+00 e——+40 2

qgilt.

Lemma B.1.2 Seig(\) eine komplezwertige, stiickweise stetige, beschrinkte Funk-
tion tber R, die folgenden beiden Bedingungen geniigt:

()
g(A) >0 VAeR,
() 0 +A

1
lim g(\)dXN = lim g\ dN = 5

A——+o00 ) A——+o00 0

Dann st
def

0n(N) =ng(n)) firneZ,, NeR
eine Folge vom Typ ¢ .

Beweisskizze: Fiir beliebiges ¢ > 0 und natiirliches n existieren nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung geeignete

Aen € (—€,0), A5, €(0,4¢)
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mit
+e€

fA) ng(n\)dx = f()\e_n)/ ng(nX)d + f()\jn) /OJrCng(n)\) d\.

—€

Wegen

‘/_::O fA)ngnA)dA = jef (A) ng(nA) d)\‘

< a0l (5= o)« (5= [ rstn))

und
0 “+e€

1
lim ng(nA\)d\ = lim ng(n\)di = 3
n—oo J_. n—oo Jg

folgt daraus die Behauptung. I

Nach (B.1) geniigt
_sinA

g(\) = -

allen Anforderungen von Lemma B.1.2 mit Ausnahme der Positivitdtsforderung (i).
Daher? ist der Beweis von Lemma B.1.2 nicht iibertragbar, aber

5,(0) = Sin:;)\)

ist dennoch eine Folge vom Typ 0, wie wir im néchsten Abschnitt zeigen werden.

B.2 DiricHLETsche Formel
Definition B.2.1 Man sagt von einer (komplezwertigen) Funktion f(t), sie sei
von endlicher Variation dber |a,b], falls eine Konstante C existiert mit:
a<to<ti <. .t,<b= > |f(t,)— f(t1)|<C
v=1

(fir alle natiirlichen n). Das dabei kleinstmdgliche C bezeichnet man als die
Totalvariation Ty[a,b] von f iber |a,b].

Version vom 26. Mdrz 2009

sin A
TA

+oo
2Leider divergiert auch / dX.
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Lemma B.2.2 Sei f(t) eine stetige komplezwertige Funktion endlicher Variation®
iber [0,t'] . Dann gilt fiir a,b,c € [0,t'] stets

a<b<c = Tfla,b] +T¢b,c| = Tfla,c] (B.2)

und T¢[0,t] ist eine stetige Funktion von t dber [0,t'].

Beweisskizze: Die Additivititseigenschaft (B.2) ist offensichtlich und
bedingt, dafl T¢[a, b] fiir jeweils festes a € [0,t) eine monoton wachsende
Funktion von b € [a, '] ist. Daher existiert ihr Grenzwert fiir b — a, b >
a . Da aufgrund der Stetigkeit von f zu jedem b, € (a,t') ein b, € (a,b,)

1
existiert mit T[b,41, b,] > 3 lirJrrlO Tyla,a + €|, mufl wegen (B.2)

EEIEOTf[a,CL"‘ =0

gelten. Analog zeigt man

613110 T¢b—e,b =0

fir b€ (0,¢]. g

Satz B.2.3 (DiriCcHLETsche Formel) Zu gegebenent',w > 0 (entspr. phys. Dim.)
existiert stets eine Nullfolge {e,\}/\eR+ C R, mit folgender Eigenschaft:

Fiir jede komplezwertige, tber [0,t'] stickweise stetige Funktion f(t) endlicher
Variation und fiir jedes A € Ry gilt:*

1f(+0)—w/O f(t)wdt < Tr0,ext’] + (| f(+0)] + T[0,t]) €.

2 o,

Beweis: Wir bezeichnen mit U die Menge aller Unstetigkeitsstellen von
f innerhalb (0,#) und mit n, die Anzahl der Elemente von

Wy U 0,¢] N V—W:I/EZJr .
Alw]

Dann 148t sich W, in der Form
Whx={ta1,- s tam} > tar <trz <...<tan,,

Version vom 26. Marz 2009

1 .
3Beispiel einer stetigen Funktion unendlicher Variation: f(t) ef { g S Lf ?H i = 8’
irt=0.

4Wir benutzen die Schreibweise f(+0) def limy—, 40 f(2).
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schreiben und es gilt

sm (Awt) RSy ”“ sm sin(Awt)
dt dt.
[ o [0
in(Awt
Weil f innerhalb (¢ ,,t),41) jeweils stetig ist und M innerhalb

w
(tavstrwt1) jeweils das Vorzeichen nicht dndert, existieren also geméf
Mittelwertsatz der Integralrechnung Zeitpunkte

/)\,1/ S (t)\,uat)\,z/—l-l)

mit ) -
w/ f(t)sm)\wt th,\,, Vay
0
wobei
ay def w/tkﬁl M dt = /Mtw+1 sin(7) dr fiurv e N.
ta, Twt Awty T

Somit geniigt also der Nachweis einer von f unabhéngigen Nullfolge
{ex}rer, C Ry mit

Dl < T70, ] + 5 |£(+0)] (B.3)
fiir

DyE Z F(th,) f<+0>
und

N3] < 5 (FH0)] + 7700, ) e (B.4)
fiir

nx
def
N)\ - Z f( ,)\,11) ay .

V=1+n\f/\

Dazu verwenden wir das Verfahren der ABELschen partiellen Sum-

mation:’
N v—1 1

25y (CRRT DRV S 105 0 - 1080
v=1 p=1

Version vom 26. Marz 2009
5Siehe z.B. (IKnopp. 1947). Wir benutzen die iibliche Konvention

na

def . ..
ch,éOfurn1>n2

vV=ni

und betrachten nur hinreichend grofie A, fiir die n 5 < ny gilt.

201
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X v X 1
= z:l(f(t/)\,u) - f(t/)\,qul))z:lall + <f(t/)\,1+nﬁ)z:1all - 2f(+0)> ’ (B5)
v= = n=
N)\ = Z ((f(tl)\ v tl)\ v— 1 Z Ap — tA v Z ap + f(t,)\,v—l)z aﬂ>
v=1+n s p=v+1 H=v
= Z (f(t/)\,u) - f(t/)\,ufl)) Z all« + f(t/)\,nﬁ) Z all« : (BG)
u:1+nﬁ n=v u:1+nﬁ

Da nach (B.l)
Za :
Y2
v=1

gilt und  sup  t,, eine Nullfolge ist, folgt fiir geeignete €, (B.3) aus
0<u§1+n\5\

(B.5) mit Lemma B.2.2 und (B.4) aus (B.6). g

B.3 Konvergenz der FOURIER-Reihen

Lemma B.3.1 Beschrankte monotone Funktionen iber abgeschlossenen Interval-
len sind von endlicher Variation.’

Beweis: Offensichtlich. i

Lemma B.3.2 Stetig differenzierbare Funktionen tiber abgeschlossenen Intervallen
sind von endlicher Variation.

Beweis: Sei f(t) eine tiber [a, b] stetig differenzierbare, komplexwertige
Funktion. Geméafl Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt dann fiir
beliebige ¢, mit

a<to<ti<...t, <D

stets
n

ORIV )

v=1

|t1/ - tu—1|

< (b—a max’f ‘
tela,b]

fiir geeigenete ¢}, € [t,-1,t,] und somit die Behauptung.
Lemma B.3.3

6Umgekehrt 1i8t sich zeigen, daB eine reellwertige Funktion endlicher Variation stets die
Differenz zweier beschréankter monotoner Funktionen ist (Satz von CAMILLE JORDAN, siehe
z.B. (Riesz und Sz.-Nagy, 1982, S. 21)).

Version vom 26. Mdrz 2009
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Produkte von Funktionen endlicher Variation sind ebenfalls von endlicher Va-
riation.

Beweis: Da Funktionen endlicher Variation beschréankt sein miissen,
folgt die Behauptung aus

Z [F(t)g(t) = f(tm1)g(t-1)
<Z(|g 1F(8) = )l + 1Dl g(t) = g(t)]) . g

Beweisskizze zu Satz 6.2.5: Aus

N-1 N-1
Z pinwt _ —iwt Z e inwt + etiNwt _ —iNwt
n=—N n=—N
folgt
— Cinwt _ 2i8in (Nwt)
D W
1—e¢ —iwt
n=—N
und somit:
Z /+w| pina—t) gy 27r/+w £0) iw(t—1t) sin(Nw(t—1t)) &t
— s 1 —ewt=t)  qu(t —t)
Tt iwr  sin (Nwr)
= 2 t . dr.
T=t—t/ W/_w_t/ T+ )1 —e T TwT ’

Nach Lemma B.3.1 hat f(¢+t') fiir beliebiges ¢’ als Funktion von ¢ endliche Variation

t
iiber [—%;, +15;] und nach Lemma B.3.2 auch % . Nach Lemma B.3.3 ist also

IWI’

—e
t
auch f(t+t") Lt von endlicher Variation, so daf§ Satz B.2.3
e—ZW

1 —
N-1 4=
. fel it 2r . f+e)+ f(t' —e)
inw(t—t’) _ =7
NETOO nz_:N /7T f(t)e dt |w| elirilo 2

Version vom 26. Marz 2009

"Aus Satz B.2.3 folgt unmittelbar

15 & -
li t)sin (Nwt) dt = li tf(t
NEIlO/L f( )Sln( v ) Ngnoo T (Ww f( )) Twt

T Tl lw]
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ist das gleichbedeutend mit (6.21). Die gleichméBige Konvergenz von (6.21) iiber
jedem abgeschlossenen Interval, iiber dem f stetig ist, folgt entsprechend durch
Wi
gleichméflige Abschiitzung bzgl. ¢’ der Variation von f(t +t') % )
T 0 ¢
e _l’__
' Wl fw|
f und zu jedem e > 0 eine natiirliche Zahl N und komplexe Zahlen ~, existieren mit

Damit ist auch klar, dal zu jeder {iber [— | stiickweise stetigen Funktion

2

w [T v
€ > % _ll Z T €
+‘w| ] v= +N v=+N
- / 1/ t‘ dt+ZI%I —22 (2 eh)
e
. 2 v= +N 2 V= +N 2
= [ T a0 jetd] + X el
_ﬁ v=—N v=—N
und somit )
T | . v N
e> [ Tiw -3 edpre) ar,
_ﬁ v=—N
d.h.
I%\ v=+N 2
. - A\ —iwt o
dim [ f () - > alf)e dt =0.
Tl v=—N
Daraus folgt schliellich
2
Z‘cy(f) < 00
VEZL

und somit fiir stiickweise stetig differenzierbares, stetiges f die absolute Konvergenz
von (6.21) aufgrund der Beziehung (6.22), die dann durch partielle Integration folgt.

Version vom 26. Marz 2009

Daf3 auch

1T
A}im f(t)cos (Nwt) dt =0
el

gilt, 148t sich leicht mit der Methode zeigen, die im Beweis von Satz B.2.3 benutzt wurde. Fiir
stetig differenzierbares f(t) ergéibe sich (B.7) einfacher aus

ME —iNwt e d i vt ¢ e —iNwt
i flt)e dt = i ft) TNGE dt:_Nw i fe dt
S — _m

Tl

durch einfache Betragsabschéitzung.
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B.4 Zum FoOURIER-Integral

Fiir beliebige Kreisfrequenzen €2 gilt unter den Voraussetzungen von Satz 6.2.6

+Q 400 o '
/ < f(tl) efzwt dtl> eJr'Lwt dw
—Q —o0

+Q +T
— t —iwt’ d¢ +iwt d
s [ ([ )
+T +9Q
= 1 +zwtt d dt
L f(t) / ) w
.= 2 7 sinzgl(tft’))
oo o
= or f(t—t)sm(t Vv,
d.h.: 0 . )
1 ~ , o sin (Qt/
— i et dw = t—t)———2dt’.
e f(w) =/ flt—=1) my
Da zu jedem e > 0 ein T existiert mit
+oo Qt’ T Qt'
’/ £t sm( )dt B flt— )sm(t )dt
_ s

folgt daraus mit Satz B.2.3 die Behauptung von Satz 6.2.6.
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Anhang C
Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1 Fiir beliebig vorgegebene Winkel «, 3 zeige man:'
a) Es gilt

N, 3 = cos Fn, + sin 3 nziq,

wobei:

n, o cospe; +sinpe; Vo eR.

b) Es gelten folgende Gleichungen:

sin(§ +a) = +cosa,
cos(3 +a) = —sina,
sin(a + ) = sina cos [+ sin 3 cosa,
cos(a+ ) = cosa cosf —sina sinf,

cos(2a) = 2cos’a — 1,
o) 1+ cosa
cos— = {/———.
2 2

Ubungsaufgabe 2 Man zeige:

sin(r/6) = 1/2,  cos(r/6) = 13,
sin(r/4) = 1/3/2, cos(r/4) = 1/32

Version vom 26. Miarz 2009

In den Aufgaben 1-3 soll zunichst weitgehend anschaulich argumentiert werden. Das liefert
die Motivation fiir die spéter in der Vorlesung eingefithrte mathematisch exakte Definition der
trigonometrischen Funktionen.

207
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und
3 cos?(1/8) — cos’(3m/8) =1+ V2> 2.

Ubungsaufgabe 3
a) Mithilfe des Satzes von PYTHAGORAS zeige man, daf

0<2(1—cosAx) < (Az)® YAz e (0,7/2)

und somit
lim 1 —cosAw 0
0#£Az—0  Ax a
gilt.
b) Mithilfe von a) und der anschaulich plausiblen Ungleichung
sin Az
Ax < VAz e (0,7/2
TS CosAx v €(0.m/2)
zeige man, daf
) Az — sin Ax
lim ———=0.
0£Az—0 Az

c¢) Mithilfe der Ergebnisse von a) und b) zeige man fiir beliebiges Bogenmaf x :

sin(z + Azx) —sinx

lim = +cosx
0£Az—0 Az
cos(x + Ax) — cosx ,
lim = —sinx.
0£Az—0 Az

Ubungsaufgabe 4

Ein Gewicht Cia'hénge folgendermaflen an @iﬁ\
zwei Seilen (91 # ¥s): :

VF
a) Man bestimme die Seilspannungen aus den Winkel 91,95 und der Stérke der
auf G einwirkenden Schwerkraft F' mithilfe der Regel

Flsin 3 — F3cos 3
sin(a — 3) '
Flsina — F?cosa

% = - sin(a — ) ’

Sh
F161+F363:—51na—52n5 -
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wobeil wieder:

€3y

n, o cospe; +sinpe; Ve eR.

b) Man diskutiere folgende Grenzfille (fiir ¥y,95 € (0,7/2)):

1. ¥ =y

2. i+ =7/2.
3. Y1 — 0 #£ 1, fest.
4. 1+ vy — 1.

Ubungsaufgabe 5

Ein Jongleur balanciere einen Stab folgender-
maflen auf seiner Fingerspitze:

Dabei bewege sich der Stab, ohne sich zu drehen, in Richtung von e. Man be-
stimme die Kraft, die der Jongleur auf den Stab ausiibt, aus den Winkeln «, § und
der auf den Stab einwirkenden Schwerkraft F'.

Ubungsaufgabe 6 FEine Fihre, die auf ruhendem Wasser eine maximale Ge-
schwindigkeit vom Betrag ¢ erreicht, soll moglichst schnell auf mit der konstanten
Geschwindigkeit v stromendem Wasser geradlinig von A nach B gelangen:
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a) Man bestimme die dafiir mindestens benétigte Fahrzeit ¢ als Funktion von
v lv|, = o ‘E‘ und o & A(V,E) € (0,7) unter der Voraussetzung, daf
v # ¢ nicht zu grof ist.?

b) Man untersuche folgende Grenzfille:

1. v=0.
2. V‘zﬁ:’l}l'.
3. V-@zO,vHé.

c¢) Fir welchen Wert von v ist die bendtigte Fahrzeit minimal?

Ubungsaufgabe 7

Drei Gewichte G, , G, Gg seien folgen-
dermaflen an einem iiber zwei ideal ge-
lagerte Rollen R,, Rs (vernachléssig-
barer Ausdehnung) gefiihrten Seil auf-
gehéingt:?

a) Wie hiangen die Winkel «, 5 von den Gewichten ab?

b) In welchen Beziehungen miissen die Gewichte zueinander stehen, damit Gleich-
gewicht moglich ist?

Ubungsaufgabe 8 Ein Spaziergéinger gehe unbeirrt ein gerades FluBufer entlang
stromabwiirts mit einer gleichformigen Geschwindigkeit vom Betrage 4 km /Std. Zum
Zeitpunkt ¢y befinde er sich am Punkt A. Zum gleichen Zeitpunkt springe am anderen
Ufer bei B ein Schwimmer ins Wasser und schwimme mit gleichférmiger Geschwin-
digkeit so, dal er am Punkt C' mit dem Fufligdnger zusammentreffe:

Version vom 26. Marz 2009

2Hinweis: Man verwende die Regeln

sin? 8+ cos? =1

und

I P’
P 4pt+qg=0 = t=—|-2T44/~- :
\:/ +pt+q a<2 1 9
0

3Diese Anordnung erlaubt eine weitgehende experimentelle Uberpriifung der Krifteparallelo-
gramms.
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Der Betrag der Stromungsgeschwindigkeit sei konstant 3 km/Std. Der Betrag der
Geschwindigkeit des Schwimmers relativ zum Wasser sei 2 km/Std.
Man bestimme den Zusammenhang zwischen den Winkeln o und £.

Ubungsaufgabe 9 Zwei Fahrzeuge By, By bewegen sich mit konstanter Geschwin-
digkeit v. Zum Zeitpunkt ¢y befinde sich B; am Punkt P;, By am Punkt P,. Ein
drittes Fahrzeug C' bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit vom Betrage ¢ von
B; nach By und ebenso wieder zuriick von Bs nach Bj.

Man zeige, daf3
} 2
PP \/1 - ('%' sin<4 PIPQ,V»

IEENC)
die Zeitdauer ist, die C' benétigt, um von By zu By und wieder zuriick zu By zu
gelangen.

At =2

Ubungsaufgabe 10 Sei V ein reeller Vektorraum und sei N eine riickeindeutige
Abbildung von V' in sich mit

NOAvV)=AN(v) VveV NeR.
Man zeige:

a) Die Vektorregeln (V1)-(V7) gelten auch dann noch, wenn man die Operation
+ durch die geméB*

Vi+Vvs def N_l(N(vl) +N(V2)> Vvi,vo €V

definierte Operation + ersetzt.

b) Die beiden Vektoradditionen + und + stimmen genau dann iiberein, wenn A
additiv ist, d.h. wenn

N(Vl —|—V2> :N(V1> +N(V2) VV1,V2 cV

gilt.

Version vom 26. Marz 2009

4Mit N1 bezeichnen wir, wie allgemein iiblich, die Umkehrabbildung von N :

N71<N(v)) =v VveV.
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¢) Die durch

A%

Ne(v) = (2— e~|7|)v VveV\{0}, N(0)=0,

definierte Abbildung N, ist fiir jedes innere Produkt (.,.) auf V' und jeden
(physikalisch) dimensionslosen Einheitsvektor e riickeindeutig und gentigt der
Bedingung

Ne(AV) =ANe(v) VveV , AeR,

ist aber nicht additiv.

Ubungsaufgabe 11

Ein Gewicht G sei folgendermas-
sen an einem einfachen Kran auf-
gehingt:

Der Schwerpunkt des Hebearms sei X , die auf den Hebearm wirkende Schwerkraft
sei Fx , die auf G wirkende Schwerkraft sei F 4 .

ﬁ*‘,ﬁ,

Man bestimme die Spannung des bei X angreifenden Seils aus ‘37‘ ,
X, Fx und Fyu.

Ubungsaufgabe 12  Ein (punktformiges) Gewicht hinge an drei in die Richtun-
gen ny, ny, n3 gespannten Seilen. Bzgl. der (physikalisch dimensionslosen) Orthonor-
malbasis (eq, e, e3) gelte

+sin; cosp +sin ¥y cos p — sin v3
n;=| —sindysinp | , ny=| +sindysiny | , nzg= 0
cos U cos 1y + cos v

mit
;€ (0,7/2) Vje{l,2,3}.
a) Man bestimme die Spannung des in Richtung nz gespannten Seils aus der
Kraft F = —F e3 und den Winkeln ¢, 9,, 95, U3 .
b) Man diskutiere folgende Grenzfille:



213

1. 193—>0
2. QOZO, 191:’192.
3. ¥1,¥5 — 3 bei konstantem cos ¢ # 0 und v3 = 7.

Ubungsaufgabe 13

An einer starren Stange vernach-
lassigharer Masse sei ein Gewicht
G angehéngt. Die Stange selbst
sei an zwei Seilen S7,S5y auf-
gehingt:

Vp
Man bestimme den Winkel § aus den Winkeln o/, v und den Léngen Lq, Lo .

Ubungsaufgabe 14 Gegeben seien eine beliebige (physikalisch dimensionslose)
Basis {by, bs, bs}. Man bestimme die Basis, bzgl. der fiir die Vektoren

3 3
A=> Ab;, B=) B'by,
j=1 j=1

die Beziehung

A2 B3 — A3 B?
A xB | 3 g
b, - (b2 X b3) Al B2 _ A2 Bt

gilt.

Ubungsaufgabe 15 Ein Medium réumlich und zeitlich konstanter Dichte p fliefe
mit rdumlich und zeitlich konstanter Geschwindigkeit v.
Man bestimme den Gesamtstrom® durch das feste Dreieck mit den Eckpunkten

A, B, C aus der Stromdichte 3 def pv und dem Flachenvektor S o %(E X E) )

Version vom 26. Marz 2009

SHinweis: Man bestimme zunichst das Aufenthaltsgebiet zum Zeitpunkt ¢ aller der Teile des
Mediums, die zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢ + At durch die Dreiecksflache hindurchtreten.
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Ubungsaufgabe 16

Gegeben sei ein Tetraeder mit den Eckpunk- 2

ten Pp,...,Ps. S; bezeichne jeweils den Vek- S5\ S,
tor, der senkrecht auf der P; gegeniiberliegen- \ / 1
den Flédche steht, dessen Betrag mit dem In- 1

halt dieser Flache iibereinstimmt und der von P \ S,

P; wegzeigt: S,
3

Man beweise die Gleichung S; + ...+ S; = 0 und veranschauliche das Ergebnis
mithilfe konstanter Stromungen, die jeweils durch eine Dreiecksfliache ein- und durch
die iibrigen austreten.

Ubungsaufgabe 17  Fiir beliebig vorgegebene 2y, z, € C \ {0} zeige man:

| 29| sin(arg zo — arg z1)
|21| + |22| cos(arg zo — arg 21)

arg(z; + 20) = argz; + arctan ( ) mod 7,

|21 + 29| = {/|zl|2 + |29]* 4+ 2 |2122| cos(arg z, — arg ;) .

Ubungsaufgabe 18  Man zeige, daB die Uberlagerung x+ = x;” 4+ x, der gleich
orientierten Kreisschwingungen

X].Jf(t) = A <cos( wo t+ ;) e; + sin(wot + ¢;) e2>
>0 >0

[

Aj e-i-i(w t+p;)
eine Kreisschwingung

xT(t) = A" (cos(wot + ¢T) ey £ sin(wot + o) e2>
A+ e+z’(wt+go+)

mit

At = \/(A1)2 + (A2)? +2A1 A5 cos (2 — 1)

und :
Agsin(py — 1)

mod 7
A + Ay cos(pg — gol)>

©* = 1 + arctan (

1st.
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Ubungsaufgabe 19  Fiir beliebig vorgegebene 2+, 2~ € C und w,t € R zeige
man, daf

ZheTiwl p oy emiwt = eM((}zﬂ - }z‘}) cos(wt+ o) + <|Z+| - ‘Z_D i sin(wt+<,00)>

mit
def argzt 4+ argz” def argzt —argz~

)
9 ) ®o 9

gilt.

Ubungsaufgabe 20  Man zeige, daB8 die Uberlagerung x(t) = x*(¢) +x~(t) der
entgegengesetzt orientierten Kreisbewegungen

x*t(t) = AF (cos( wo t ) e £ sin(wpt £ @) eg)
>0 >0

A+ e:ti(wo tpt)
die zweidimensionale harmonische Schwingung
x(t) = cos (wot 4+ @o)a+sin(wot +¢e)b, alb,|al>|b|,
mit
def P — @~

2
ist, wobei die Hauptachsen der Bahnellipse durch

2]

a ¥ (AT + A7) (cosd e; +sind ey),
b ¢ (AT — A7)(—sind e; + cosd ey),
def 90+ -+ o

gegeben sind:
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Ubungsaufgabe 21 Man zeige, daf sich jede lineare harmonische Schwingung
x(t) = A cos(wot +p) e, ec€ L({e,e}), {er, es e3} Orthonormalbasis,
als Uberlagerung x(t) = x*(t) +x~(t) gleichformiger Kreisbewegungen x*(¢) der in

Aufgabe 20 angegebenen Form darstellen 148t.°

Ubungsaufgabe 22 Man zeige, daff die Uberlagerung x = x; + X, zweier linearer
harmonischer Schwingungen

x1(t) = Ay cos(wot + 1) b1,  xa(t) = Ay cos(wot + p2) by

gleicher Kreisfrequenz wy stets eine harmonische Schwingung zu dieser Kreisfrequenz
ist.” Speziell fiir b; = by = e; zeige man,® daf

x(t) = A cos(wot + ¢) €1

gilt mit

A = \/(Al)2 + (A2)2 + 2A1 A5 cos (pa — 1),

Ay sin(pa — ¢1) )
Ay + Ay cos(pa — 1))

@ = 1+ arctan (

Ubungsaufgabe 23 Gegeben seien eine Kreisfrequenz wy > 0, ein Zeitpunkt #,
und Anfangswerte Xo, vo. Man zeige, da zu jeder Basis {by,bs} von L£({xo, 32})
reelle Zahlen ¢, d, x., xq existieren, fiir die die Ortsvektorfunktion

x(t) & cos (wo(t —t) + Xc)c + cos <w0(t —to) + Xd)d

mit
c® b, d¥an,

die Anfangsbedingungen

X(to) =0, —X(to)j=t, = Vo

dt
erfiillt.

Version vom 26. Marz 2009
6Man betrachte zunchst den Spezialfall e = e .
"Man beachte die Ergebnisse der Aufgaben 18-21.
8Man betrachte die linearen Schwingungen als Orthogonalprojektionen entsprechender gleich-
formiger Kreisbewegungen auf eine Gerade parallel e; .
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Ubungsaufgabe 24  Seien m eine Masse, B > 0 eine konstante Kraftfludichte,
q eine Ladung und x(¢) die Ortsvektorfunktion einer Bewegung in der e;-es-Ebene,
die der Bedingung

mx(t) = qx(t) x (Bes)
gentige.

a) Man zeige, daB fiir

2(t) € e x(t) +iey - x(t)
die Gleichung

gilt.
b) Man bestimme z(t) aus z(0) und 2(0).

¢) Man bestimme x(¢) aus x(0) und %(0) und interpretiere das Ergebnis.

Ubungsaufgabe 25  Man zeige, da die Kraft
F=¢qE+vxB),

die ein konstantes elektromagnetisches Feld E,B # 0 auf eine Ladung ¢ ausiibt,
genau dann Null ist, wenn die Bedingungen

ExB

B|

erfiillt sind.

Ubungsaufgabe 26  Sei x(t) die Ortsvektorfunktion einer ebenen Bewegung,
die den Bedingungen

K1) A0, %) =%.01), TIE0[=0

gentigt.
Man zeige, dafl ein konstanter Vektor C existiert mit

(1) = x(t) x C.
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Ubungsaufgabe 27

Gegeben sei eine Bahnkurve C :

Man zeige, daf3 die Definition

1 qer

PC(P)

_A) R
s PoP:X(t),

1 d x(t)
|%(¢)] dt [x(2)]

|t:£

der Kriitmmung nur vom Bahnpunkt P und der Gestalt von C, nicht jedoch von der
Wahl der Parametrisierung

C = {P : ]_Dap) = x(t) fiir geeignetes t}

(x(t) hinreichend gutartig) abhingt.”

Ubungsaufgabe 28 Man zeige, dafl eine ebene Bahnkurve C genau dann kreisfor-
mig ist, wenn ihre Kriimmung konstant ist.'

Ubungsaufgabe 29 Sei x(t) eine hinreichend gutartige Ortsvektorfunktion, die
der Gleichung %(t) = %(t) x C geniige (z.B. fiir ein nichtrelativistisches Elektron im

Version vom 26. Marz 2009

9Man fithre den Ausdruck fiir 1/pc(P), der sich beziiglich einer anderen Parametrisierung C =

p - W oty def .. . . . s s
. PP = x/(t) = x(f(t)) fiir gecignetes t ¢ ergibt, mithilfe der Kettenregel auf denjenigen

beziiglich x(t) zuriick.
10Man withle eine Parametrisierung, fiir die |%(¢)| konstant ist. Dann zeige man, daf8 diese Pa-
rametrisierung im Falle konstanter Kriimmung der Gleichung

X(t) =%(t) x C fiir alle ¢
geniigt, wobei C ein zur Bahnebene senkrechter Vektor ist. Daraus leite man

%(t)

d
e <X(t) + pe (P(t))w) =0

ab.
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homogenen Magnetfeld):

Man bestimme x(#) aus den Anfangsbedingungen x(0) = xg, x(0) = v;."!

Ubungsaufgabe 30 Ein PKW-Fahrer fihrt zunichst mit konstanter Geschwin-
digkeit. Zum Zeitpunkt Ty sieht er, dafl ihm ein LKW die Vorfahrt nimmt. Bis zum
Zeitpunkt T" = T + s reagiert er nicht (‘Schrecksekunde’!), danach bremst er sein
Fahrzeug endlich mit der konstanten (maximalen) Verzogerung b ab (0 > —b =
‘Beschleungigung’). Nach einer Bremsstrecke der Linge L (Bremsspur!) prallt sein
Fahrzeug mit der Geschwindigkeit v. (Unfallschaden!) auf den bereits zum Stehen
gekommenen LKW auf.

Bis zu welcher Anfangsgeschwindigkeit!? seines Fahrzeugs hitte der PKW-Fahrer
den Unfall (bei gleicher Reaktionszeit, gleicher Brems-Verzogerung und Gefahrerken-
nung am gleichen Ort) noch verhindern kénnen und welche Anfangsgeschwindigkeit
hatte der PKW tatséchlich?

Ubungsaufgabe 31 Ein Massenpunkt m mit der Ortsvektorfunktion x(t), der sich
unter dem Einfluf} einer idealen Federkraft —k x(¢) und einer zusétzlichen speziellen
Reibungskraft —px(t) bewegt, geniigt der Bewegungsgleichung

mx(t) + px(t) + kx(t) =0. (C.1)

Man zeige, dafl die entsprechende Gesamtenergie

B(t) = 5 %) + 5 x()

(fiir p # 0) zwar nicht erhalten ist, aber der Gleichung

to

. 2

E(ts) — E(ty) = —p/ %(1)]> dt Vit € R
t1

Version vom 26. Miarz 2009

Man 16se zunichst den Spezialfall xg - C = v - C = 0. Der allgemeine Fall 1i8t sich auf

diesen Spezialfall zuriickfiihren, indem man anstelle von x(¢) die Ortsvektorfunktion Xgpe, (%) f

x(t) = (x0-e+tvg-ele, e et C/|C| betrachtet.

12Man beachte, daf bei niedrigerer Anfangsgeschwindigkeit der Bremsvorgang (nach Ablauf der
‘Schrecksekunde’) in einem groferen Abstand vom Unfallpartner eingeleitet worden wiéire!
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geniigt. Damit beweise man (analog zu Abschnitt 3.5.1 der Vorlesung), dal x(¢)
wegen m, p, £ > 0 fir ¢ > 0 durch (C.1) und die Anfangsbedingungen

x(0) =x0, x(0)=wvy

eindeutig bestimmt ist.

Ubungsaufgabe 32

1
<__
Ein Kondensator C, ein Ohmscher Widerstand R 7 |
und eine Induktivitit L seien in Reihe an eine +Q U
duBere Spannungsquelle U(t) angeschlossen: _Cﬂ R V

Man zeige, daB die zeitabhingige Ladung Q(t) des Kondensators der Gleichung

B} . 1
LQ(t) + RQ(t) + 5 Q) =U(?) (C.2)
geniigt und somit fiir ¢ > 0 durch die Anfangsbedingungen

Q) =Qo, QO0)=1I, (C.3)

eindeutig bestimmt ist.'?

Ubungsaufgabe 33  Sei
Q) = zp My et 2 A\ €C,

und Q(t') # 0 fiir mindestens ein ¢ € R. Man zeige:

a) Q(t) ist im Falle z, # 0 # z_ genau dann eine (i.a. komplexwertige) Losung
von

LOW) + RO + 5 Q) =0 (4
(d.h. von (C.2) zu U = 0), wenn

neldi B L (R R |1 (RY
=£S3Y'2L rc \a2r) ''21L LCc \2L

b) Wenn Q(t) eine Losung von (C.4), dann auch

Q) =R(e().

Version vom 26. Marz 2009
13Man untersuche die Differenz zweier Losungen wie in Aufgabe 31.
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¢) Jede Anfangsbedingung
Q(0)=Qo, Q(0)=1I

148t sich durch geeignet Wahl der zy erfiillen, wenn A\, # A_.

Ubungsaufgabe 34 (Q(t) sei eine Losung von (C.4). Man zeige:

1 2
(i) Im Falle Ic <£> > 0 ist Q(t) von der Form

_ R def 1 R\’
Q) = Qe HFrcos (wnt +9) . wo ™ \/ﬁ‘ (51)

1 2
(ii) Im Falle Ic ™ (%) < 0 ist Q(t) von der Form

2
Q)= Que? ' +Q et p g \/< R) 1

2L 2L)  LCT

1 R\?
(iii) Im Falle c (i) = 0 ist die Losung des Anfangswertproblems

Q) = eit(@o T (zo v R @0)) |

Man diskutiere das Ergebnis ausfiihrlich.

Ubungsaufgabe 35 Man 16se das Anfangswertproblem

LOW+ QW =W, QO)=Q, Q0) =1,

fiir zeitlich konstante &uflere Spannung U(t) = U .

Ubungsaufgabe 36 Man zeige, da8 die Gleichung

. . 1
LQ(t)+ RQ(t) + ol Q(t) = Uy cos(wt)
fiir R > 0 eine Losung der Form

Q(t) = Qpart(t) = A cos(wt — )
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besitzt, und bestimme die Konstanten A, .

1 1/R\’
Man zeige auflerdem, dafl im Falle 0 3 <Z) > 0 die Amplitude A von

Qpart (1) fir die Resonanzkreisfrequenz

\)

maximal wird.

Ubungsaufgabe 37  Seien m eine Masse, x eine Federkonstante, p eine Damp-

fungskonstante mit
p< Vmr
und F(t) eine stetige von ¢ abhédngige Kraft mit
Ft)=0 Yt<0.
a) Man zeige, daf
z(t) = c(t)e ™t sin(wot) 4+ co(t) e mt cos(wot)

I :
= / e~ m ) gin (wo(t - t/)) F(t')dt,
mwo Jo
mit
/ 2
wWo déf ry i — <£> ,
m m
al) ¥+ ! /t et cos(wy t') (') dt!
1 muwo Jy 0 )

P
o) L/‘e+wﬁ sin(wo ') F(#) dt’ |
0

m Wy
eine Losung der Gleichung

mi(t) +2px(t) + ka(t) = F(t)
des getriebenen, geddmpften, harmonischen Oszillators ist, fiir die
z(t)=0 Vt<0

gilt.
b) Man bestimme x(t) fiir den Grenzfall

0< F(t) — fod(t).
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Ubungsaufgabe 38  Seien m, p, x und wy wie in Aufgabe 37 vorgegeben und
sei 0.(t) eine hinreichend gutartige Einschaltfunktion:

0 firt<o,
06@‘{1 firt > T.

a) Man zeige, dafi fiir
F(t) = Fy cos(wt)

eine Amplitude A > 0 und eine Phase ¢ € R existieren mit

€ 1 t P /
Too(t) ¥ lim / e—m@—“sin(wo(t—t’)) 0.t +7) F(t')dt’

T—-+00 M Wy
= Acos(wt—¢p) VteR

und
MIoo(t) +2pTeo(t) + KXoo(t) = F(2).

b) Mithilfe der Schwingungsgleichung zeige man, daf

F
0 , = arctan &2 mod 27 .

A:
J\’/(pr)2+(/£—mw2)2 mmy

gilt und man ¢ € (0, 7) wihlen kann.
¢) Man zeige daf} A fiir die Resonanzfrequenz

2
w = +£—2<ﬁ> < Wy
m m

maximal ist und dieser Maximalwert fiir p — 0 divergiert.

Ubungsaufgabe 39 Man zeige durch Anwendung des Flichensatzes auf eine ent-
sprechende harmonische Schwingung, dafl der Flicheninhalt einer Ellipse mit den
Halbachsen-Léngen a und b durch 7a b gegeben ist.

Ubungsaufgabe 40  Gegeben seien ein offenes Zeitintervall J mit 0 € J und
eine stetig differenzierbare Ortsvektorfunktion x(¢), die den Bedingungen

x(t)#£0 VtelJ

und
x(t) xx(t)=0 VteJ

geniige. Man zeige:

Vte J.
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Ubungsaufgabe 41 Die Bewegungsgleichungen zweier Massenpunkte m,, mo mit
den Ortsvektorfunktionen x;(t), x2(t) seien:

my ¥, (t) = F<|X1(t)—X2<t)|>
myXo(t) = F(\Xz(t)—xl(t)D’—

Man zeige, dafl die Ortsvektorfunktionen

(o) & O 2 ) 1) - ol

fiir Schwerpunkts- und Relativbewegung den Gleichungen

X, (1)

[%:(2)]

die sogenannte reduzierte Masse bezeichnet.

%(1) =0, px(t) = F(!Xﬁ)\)

.. . def MMMy
geniigen, wobei yf = ———
mi + Mo

Ubungsaufgabe 42 Sei x(t) eine (2-mal stetig differenzierbare) Losung der Be-
wegungsgleichung

mx(t) = —mr. 0y . (C.5)

x(6)P

fiir die sog. RUTHERFORD-Streuung.

_ o < e
= ~
- koﬁparameter ~

Man zeige:
a) Der RUNGE-LENzZ- Vektor

A e - (C.6)
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ist zeitlich konstant.
b) Mit den Definitionen

o) = 2(-Ax®) . @) =0,

e = |A| » (C.7)
at |L|
P

gilt
ecosp(t) > 1 (C.8)

und

B —p A ) LxA

x(t) = T ccos (1) <cosgo(t)|A| + sin p(t) > A|> , falsL#0#A. (C.9)

¢) Fiir den Streuwinkel 9 gilt

sin — =
2

Ubungsaufgabe 43 Ein Massenpunkt m mit der Ortsvektorfunktion x(t) bzgl. P,
bewege sich unter dem Einflul der Schwerkraft, die ein in Py ruhender Massenpunkt
M auf m ausiibt:
mi(t) = —Gmm =20
x(t)[?
a) Man zeige, dafl sich m genau dann auf einer Kreisbahn mit dem Radius r
bewegt, wenn x(¢) L x(¢) und

e M . TR
1%(t)] = Vkosm (7) o GT (1. kosmische Geschwindigkeit)

fiir mindestens einen Zeitpunkt (und damit fiir alle Zeitpunkte) gilt.'*
b) Man zeige, daf sich m genau dann von M unendlich weit entfernt, wenn

|x(t)] > \/§vkosm<|x(t)|> (2. kosmische Geschwindigkeit)
fiir mindestens einen Zeitpunkt gilt (und damit fiir alle Zeitpunkte).

Version vom 26. Marz 2009
4 Hinweis: In der Vorlesung wurde gezeigt, dafl genau dann eine Kreisbahn vorliegt, wenn der
RUNGE-LENZ-Vektor Null ist.
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Ubungsaufgabe 44 Man kann zeigen (siche Abschnitt 4.4.2 der Vorlesung), daB
der Eigendrehimpuls einer Kugel der Masse m mit dem Radius r, die sich um eine
Achse in Richtung e mit der Winkelgeschwindigkeit ¢(¢) dreht, durch

Lagen(t) = 3072 w(0) - (1) = p(0)e
gegeben ist. Man bestimme daraus die Bewegungsgleichung eines ebenen Schwere-
pendels im homogenen Schwerefeld, das aus einer masselosen starren Stange besteht,
an deren Pendelende eine Kugel der Masse m mit dem Radius r befestigt ist.'®
Der Abstand des Kugelmittelpunktes zur Pendelaufhdngung sei (konstant) [, die
Schwerebeschleunigung g.

Ubungsaufgabe 45 CGegeben seien ein stetig differenzierbares Skalarfeld g(x) und
eine stetig differenzierbare Funktion F' iiber dem Wertebereich von g.
Man zeige:

d(x) &of F(g(x)) — grad (x) = <(%F(f)) - grad g(x) .

Ubungsaufgabe 46 Man zeige, dafl jedes Vektorfeld der Form
F(x)=f(x-e)e

mit stetigem f(&) konservativ ist und gebe ein Potential an.'

Ubungsaufgabe 47 Man zeige, dal jedes Vektorfeld der Form

X

F(x) = f(Ix))i=

|x

mit stetigem f(£) und f(0) = 0 konservativ ist und gebe ein Potential an.'”

Version vom 26. Marz 2009
>Hinweis: Man beachte Abschnitt 3.4.2 der Vorlesung.

Hinweis: Man beachte, daf8 jede stetige Funktion iiber R! eine Stammfunktion besitzt.
"Hinweis: Man zeige zunchst

grad |x| = x Vx #£0.

]
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Ubungsaufgabe 48 Sei w eine Kreisfrequenz.
Man zeige mithilfe der TAYLOR-Entwicklung, dafl

. 1 . 1
F(t)=—i E ;(zwt)
v=1 ’
v ungerade

die einzige Losung des Anfangswertproblems

Ft)+w? F(t)=0,
F(0)=0, F(0)

w

ist.

Ubungsaufgabe 49 Sei
F(\) = {61_(1’\)2 fir A e (—1,+1)
0 sonst .

a) Man zeige induktiv, dafl
R 10,
Qz/ (1 - (A)2>

fiir alle v € N mit geeigneten Polynomen P, und @, gilt.

b) Man zeige, dal F'(\) auch an den Stellen A = £1 beliebig oft differenzierbar
ist.

FW(X) F(\) VAXeR\{-1,+1}

¢) Man zeige, dal F'(\) an der Stelle A = 1 nicht TAYLOR-entwickelbar ist.

Ubungsaufgabe 50 Man zeige, da8 die Funktion f()\) = A? sin(A~2) zwar (iiber-
all) differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist.

Ubungsaufgabe 51 Ein Massenpunkt m bewege sich unter dem EinfluB einer
idealen Federkraft F (x(t)) = —xx(t) und einer zusétzlichen dueren Kraft. Die re-
sultierende Ortsvektorfunktion x(¢) sei bekannt und erfiille die Anfangsbedingungen
x(0), %(0) = 0. Man bestimme die Arbeit, die

a) die Federkraft,
b) die duBere Kraft

am Massenpunkt wéhrend des Zeitintervalls [0, #'] verrichtet, als Funktion von x(#')
und x(t').
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Ubungsaufgabe 52 Ein Experimentator bewege einen Massenpunkt m im Kraft-
1
feld F(x) = Fy — kx so, daB sich fiir m die Ortsvektorfunktion x(t) = 5 bt ergibt.

Man bestimme die Arbeit, die der Experimentator am Massenpunkt wéahrend
des Zeitintervalls [0,¢'] verrichtet, als Funktion von Fy, x und b.

Ubungsaufgabe 53 Man zeige, dafl ein stetiges Zentralfeld der Form
X

F(x) = ¥(x)—

x|

18 eine Funktion f existiert mit

U(x) = f(Ix])-

genau dann konservativ ist, wenn

Ubungsaufgabe 54

a) Man bestimme das Geschwindigkeitsfeld v(x), das einer Rotation mit kon-
stanter Kreisfrequenz wy > 0 um die 23-Achse — bzgl. einer rechtshindigen Ortho-
normalbasis (ey, ey, €3) — entspricht.

b) Man zeige, daf fiir dieses Geschwindigkeitsfeld

1
W—RQ/CV(X)-dx:QwO

gilt, wenn C der geschlossene Weg entsprechender Orientierung im Abstand R um
den Koordinaten-Ursprung in der z!, 22-Ebene ist.
c) Ist v(x) stetig differenzierbar?

Ubungsaufgabe 55 In der Ebene mit den orthogonalen Einheitsvektoren eq, e,
seien folgende Wege betrachtet:

(i) der Weg Cy, der auf dem Kreis vom Radius R um F, von Re; nach Rey
fithrt,'”

(ii) der Weg Cs der zuniichst von Re; geradlinig zu Py und von dort aus geradlinig
zu R ey fiihrt.

Man bestimme die Wegintegrale des Vektorfeldes
F(X) = F() —H1X—|—Ii2(el X e2) X X

iiber die Wege C;, Cy und diskutiere das Ergebnis.

Version vom 26. Mirz 2009
8Man beachte Aufgabe 47. Zum Beweis der Notwendigkeit der angegebenen Bedingung unter-
suche man das Wegintegral von F(x) iiber geschlossene Wege, die sich jeweils aus zwei Wegen in
radialer Richtung und zwei Wegen konstanten Abstandes zum Bezugspunkt Py zusammensetzen.
Dabei beachte man Lemma 4.2.5, Folgerung 4.2.8 und Gleichung (4.22) der Vorlesung.
9Wie {iblich seien die Orte mit ihren Ortsvektoren bzgl. Py identifiziert.
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Ubungsaufgabe 56 Man berechne das Oberflichenintegral des Gravitationsfeldes
X
g(x) =-GM—
]

eines Massenpunktes M iiber den Rand einer Kugel mit dem Radius R, in deren
Mittelpunkt sich M befindet.

Ubungsaufgabe 57 Man berechne das Volumenintegral, das den Rauminhalt ei-
ner Kugel vom Radius R darstellt.

Ubungsaufgabe 58 Man bestimme den Schwerpunkt

1
- - pxdVy
Gesamtmasse Jiapkugel

einer homogenen Halbkugel mit dem Radius R und der Massendichte pu.

Ubungsaufgabe 59 Man bestimme den Tréigheitstensor (bzgl. des Schwerpunkts)
eines homogenen Zylinders mit Gesamtmasse M , Radius R und Linge L.

Ubungsaufgabe 60 Sei 6, resp. L(t) der Tragheitstensor resp. Gesamtdrehimpuls
eines starren Korpers K zur Zeit t (bzgl. Fy), der zu diesem Zeitpunkt im Rechts-
schraubensinn um eine in Richtung e(t) orientierte Achse durch P rotiere. Man
zeige:

L(t) = [Lit)|e(t) < 6 <e’,e(t)> —0 Ve Le(t).

Ubungsaufgabe 61 Sei v(x) das (zu e parallele) Geschwindigkeitsfeld eines in
P, fixierten Mediums, das sich in e-Richtung gleichformig ausdehne (rotations- und
scherungsfrei). Die relative Léangendnderung (fiir e-parallele Strecken) pro Zeit sei

d.

a) Man bestimme v(x) und zeige ohne Verwendung des Satzes von GAUSS, daf

1
. de =d
Kugelvolumen /Kugeloberﬂ. V&)

fiir jede Kugel mit Mittelpunkt P, gilt, deren Oberflache nach auflen orientiert ist.
b) Man verallgemeinere das Ergebnis fiir den Fall gleichméfiiger Ausdehnung
(mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten) in drei orthogonale Richtungen.

Version vom 26. Marz 2009

20Vgl. Abschnitt 3.4.1 der Vorlesung.
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Ubungsaufgabe 62 Man berechne und diskutiere das Gravitationspotential einer
homogenen Massenkugel mit dem Radius R und der Gesamtmasse M mithilfe des
GAussschen Gesetzes.

Ubungsaufgabe 63 Ein Korper K ruhe, an einem diinnen Seil hingend, ganz
innerhalb einer Fliissigkeit konstanter Dichte p und fiille dabei das einfache Raum-
gebiet G aus.

Man beweise das sog. Archimedische Prinzip : Die Summe aller Oberflichen-
krifte, die die Fliissigkeit auf IC ausiibt, stimmt mit dem negativen Gewicht der von
IC verdriangten Flissigkeitsmenge iiberein, wenn man das Schwerefeld g (ndherungs-
weise) als konstant betrachtet.?!

Ubungsaufgabe 64 Man bestimme das Magnetfeld H(x), das von der stationiren
Stromdichte eines unendlich langen zylindrischen Stromfadens erzeugt wird, aus den
MaxwEeLLschen Gleichungen

div. B(x) =0, rotH(X)= gma(x) (im S.I.)
~——
=po H(x)

und den offensichtlichen physikalischen Nebenbedingungen.
Ubungsaufgabe 65 Man zeige, daf aus der POINCARE-Konstruktion
1
Ax) Y —x x/ AF(Ax) d)
0
die Gleichung
1
rot A(x) = F(x) — X/ A (div F) (Ax) dA
0
folgt, wenn das Vektorfeld F(x) stetig differenzierbar ist.
Ubungsaufgabe 66 Sei ®(x) ein stetig differenzierbares Skalarfeld.

Man zeige, dafl in Kugelkoordinaten entspr. der Bezeichnungsweise von Abschnitt
4.3.2 der Vorlesung

(grad @)" = %Cb,
g 10
(grad @) = . 619(1) :
1 0
L —_
(grad ®)" = r sind Oy

Version vom 26. Mirz 2009
21Man schreibe die senkrechte Komponente der Summe aller Oberflichenkrifte als Oberflichen-
integral und wende darauf den Satz von GAUSS an.
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gilt.

Ubungsaufgabe 67 Sei j(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Man zeige, dal in Kugelkoordinaten entsprechend der Bezeichnungsweise von
Abschnitt 4.3.2 der Vorlesung

1 0 1 0

T _ v oy )
(rotJ) rsngag SV - g as

s 1 9., 10
(rotg)” = r sin (3(,0‘7 ror (rs")

10 10

v _ - A

(rot )" = ror (r‘j ) 7’819]

gilt?? und diskutiere dieses Ergebnis speziell fiir Radialfelder im Zusammenhang mit
Aufgabe 53.

Ubungsaufgabe 68 Sei 3(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Man zeige, dafl in Kugelkoodinaten

1 0 1 0
d- - 2 r . . ,19 9 Ly
VI= 2y, (T J ) rsind O (sm J ) * rsinﬁ&p‘j

gilt? und bestimme daraus das allgemeinste Zentralfeld, das im Gebiet x # 0 stetig
differenzierbar und quellfrei ist.

Ubungsaufgabe 69 Sei ®(x) ein zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld.
Man zeige, dafl in Kugelkoordinaten

1/0)\ 19 (. 0 1 0\’
Ad = r (E) (r®)+ r2sind 90 (Smﬁ(?_ﬂq)> i 72 sin® ) (%) ¢

gilt, wobei & = @(X(T, 7, go)) natiirlich als Funktion von r, 4, ¢ aufzufassen is

t.24

Ubungsaufgabe 70

Version vom 26. Marz 2009

22Man verwende Folgerung 4.3.9 der Vorlesung und die Mittelwertsitze der Differential- und
Integralrechnung.

ZMan verwende Folgerung 4.4.10 der Vorlesung und die entsprechenden Mittelwertsiitze der
Integralrechnung.

Z4Man beachte die Ergebnisse der Aufgaben 66 und 68.
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a) Man zeige, dafl zu jedem (hinr. gutart.) Vektorfeld g (x) genau ein lineares
Vektorfeld der Form

]11 j12 313 2!
Jhn(X) = 321 322 ]23 z? bzgl. (81782783)
J31 ]32 333 z®

existiert, das g(x) fiir kleine x im Sinne von

" 260 - (af>2+ann<x>) .

approximiert.?’
b) Man zeige, daf} die Rotation von 7y, genau dann verschwindet, wenn

¢) Man zeige:*°

1
Si=0 VLEE{1,2.3) = gun(x) =5 (10t7)(0) x x.

Ubungsaufgabe 71 Man zeige die Giiltigkeit der CAUCHY-RIEMANNschen Diffe-
rentialgleichungen in ganz C fiir f(z) = z und f(z) = €* und bestimme die komple-
xen Ableitungen.

Ubungsaufgabe 72 Fiir beliebiges ganzzahliges n bestimme man — unter Voraus-
setzung der elementaren komplexen Differentiationsregeln — das Holomorphiegebiet
und die komplexe Ableitung von

L f(z) = 2",
2. f(z) =exp(2").

Ubungsaufgabe 73 Fiir beliebig vorgegebene R, zy € C zeige man:
a) Im Falle R (R?) > 0 gilt

+oo +o0 9
lim e dz = / e da — R/ e~ (Retz0)" g (C.10)
N—oo Cr,N —00 —00

Version vom 26. Marz 2009
Z>Man wende die TAYLOR-Entwicklung auf 7 (x) bei x = 0 an.
26Vgl. GI. (4.33) der Vorlesung.
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fiir die geschlossenen Wege Cr n geméf folgender Skizze:

Y

-N / =0
T N

b) Daraus folgt mit dem CAucHYschen Integralsatz:*’

20 -+ R CR’N

“+o00o 9 +
R(R*) >0<R(R) = / e~ (Rat20)" qg — %%

Ubungsaufgabe 74 Man zeige, daf8 zu jedem ¢ € R eine in Z \ Sy holomorphe
Funktion sqrty(z) existiert, fiir die

(sqrtw(z))2 =z VzeC\ Sy
gilt, wobei Sy, den Schnitt

Sy o {0} U{z € C: arg(z) = ¥ mod 27}

bezeichnet.

Ubungsaufgabe 75 Fiir 2, € C mit $(z) ¢ {41, —1} bestimme man mithilfe
des Residuensatzes das (uneigentliche) Integral®

dz® lim [ ———de+ lim [ ——dz.

/+OO e+i(a:+zo) 0 €+i(m+zo) b e+i(z+zo)
o 14 (24 2) a—=o0 [, 1+ (z+ z) b—too Jo 1+ (z + 20)°

Ubungsaufgabe 76 Man diskutiere fiir reelles ) jeweils die Umkehrfunktion Iny(z)
der auf o
O, = {z+iy: xR,y (Y —2mv)}

eingeschrénkten Exponentialfunktion und die entsprechende Verallgemeinerung der
iiblichen Definition
at & bl e R,a>0.

Version vom 26. Marz 2009
2"Hinweis: Zuniichst bestimme man das Integral fiir den Spezialfall R = 1, 29 = 0 durch
Umformung in die Quadratwurzel eines Fliachenintegrals.
28Hinweis: Man beachte:

1 1 1 1
— = a— . VreR.
(x4 20)" +1 29 \x+20—1 xT+2z290+1
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Ubungsaufgabe 77 CGegeben sei ein Polynom @Q(z) n-ten Grades mit den paar-
weise verschiedenen (also einfachen) Nullstellen 2,25, ..., 2, und ein Polynom
P(z) kleineren Grades.

a) Man zeige mithilfe des Fundamentalsatzes der Algebra, dafl die durch

Q.(2) o Q) VzeC,ved{l,...,n}
zZ— 2,
definierten Funktionen @y, ...,Q, linear unabhéngige Polynome (n — 1)-ten

Grades sind.?

b) Man zeige damit die Giiltigkeit der Partialbruchzerlegung

P(z)_ " P(z,) 1 s
@(z)‘;@%z)z—zu veet

v

¢) Man bestimme explizit die Partialbruchzerlegung von

224 2

(z—21) (2 —29) (2 — 23)

Ubungsaufgabe 78 Sei t, > 0. Man zeige, daB die Losung der Differentialglei-
chung

. ()"
t) =
wt) =7
zur Anfangsbedingung
QZ(O) =x9 >0

eindeutig ist und sich nicht iiber das Zeitintervall —oo < ¢t < ty hinaus stetig
differenzierbar fortsetzen 1i8t.
Man gebe dafiir eine ‘physikalische” Erklarung.

Version vom 26. Marz 2009
29 Linear unabhdngig meint, dafl

(Z)\DQ,,(Z)—O Vze(C) = M =...=)\,=0
v=1

fiir alle Ar,..., A, € C gilt.
30Hinweis: & 22 it sich leicht integrieren.
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Ubungsaufgabe 79 Seien t, > 0 eine vorgegebene Zeiteinheit, w > 0 eine Kreis-

frequenz und
~ def 0 1/te
M= (—w2 te O ) '

a) Fiir jede Losung x(t) der Differentialgleichung 2. Ordnung

Man zeige:

i) + wa(t) =0 (C.11)

(des 1-dimensionalen, freien, ungeddmpften, harmonischen Oszillators) ist

X = (tx a%))

eine Losung der vektoriellen Differentialgleichung 1. Ordnung

% (txa(:%) =M (txzz(c?t)) : (C.12)

b) Fiir jede Losung X(t) von (C.12) ist z(t) = X'(t) eine Lésung von (C.11).

c) Mit
Mt def - l rv v
Mt < ZOV!Mt VteR
und
X4(1) & eMt((1)>
0 VteR
gilt

X,(t) - < cos (wt)

—wte sin (wt)

sin (wt) VieR.
Xo(t) = (w—te>

cos (wt)
d) {Xy(t),Xs(t)} ist ein fundamentales Losungssystem von (C.12).

e) Fiir jede 2-mal stetig differenzierbare Losungen z(t) von (C.11) gilt

(i) = = (5))

sin (wt)
= cos(wt) =55 ) ( *0)
(—wte sin (w) Cos(iit)) (tej;(())> VieR.
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Ubungsaufgabe 80 Man bestimme die potentielle Energie einer idealen Feder als
Funktion der Federkonstanten und der Stéarke der angreifenden Kraft. Man diskutiere
den Grenzfall kK — oo im Hinblick auf den Energiesatz fiir (nahezu) starre Korper.

Ubungsaufgabe 81 Gegeben sei ein elastischer Draht der Lénge Ly im entspann-
ten Zustand. Mit dem (konstanten) Elastizitdtsmodul E, gelte das HOOKEsche

Gesetz:
Ly — Ly

Ly
fiir die Kraft Fi, die jeweils notig ist, um den Draht auf die Linge L; zu dehnen.

Man zeige, daf fiir die Kraft AF', die zusétzlich aufzuwenden ist, um den Draht auf
die Gesamtlange Ly + AL zu dehnen, das HOOKEsche Gesetz

F1:E0

mit dem gednderten Elastizitdtsmodul

e L
El(i:fEOL_le1+EO

0

gilt.

Ubungsaufgabe 82 An einer homogenen Feder der Masse m, der Linge Ly (im
entspannten Zustand) und dem Elatizitdtsmodul Ey (HOOKEsches Gesetz: AF =
EO%—OL) hénge eine Masse M. Die Auslenkung desjenigen Federpunktes, der im ent-
spannten Zustand den Abstand [ von der Aufhéngung hat, sei £(I,t) (Abstand zur

Zeit t also [+ &(1,1)).
a) Man zeige, dafl £(,t) der inhomogenen Wellengleichung

.. EO LO
[,t) — "l t) =
E.0) - =22 (11) = g
mit den Randbedingungen
§0,)=0, (M&L+BEWY) =My
I=Lg
genugt.
b) Man zeige, daf}
def mg ., m-+M
art([, 1) = — l l
Yo AL A

eine (partikuldre) Losung dieses Randwertproblems ist.
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¢) Man zeige daf
(1, 1) = f(1) h(t) + Epare (1, 1) -

genau dann eine zeitlich periodische Losung des Randwertproblems von a) ist, wenn
f(0) = 0 ist und eine Kreisfrequenz w existiert mit

m

(1) =~ h(t) . 10) =~

W f (D)

und
—Mw2 f(Lo) + EO f/(Lo) =0.

d) Man zeige, daf im Falle m < M solche Losungen tatséchlich existieren, wenn
die entsprechende Kreisfrequenz w der Bedingung

K d;f EO/LO

geniigt, wobei

die Federkonstante bezeichnet.

K
=\ 0< M
W M+meff7 meff<< ’

diese Bedingung erfiillt, wenn die effektive Federmasse m.g einen ganz bestimm-
ten Wert annimmt, der etwa®' m/3 betrigt.

e) Man zeige, daB

Version vom 26. Marz 2009
31Man verwende die Niherung tan e ~ € + €3 /3 fiir || < 1.
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Anhang D

Losungsvorschlige

Zu Aufgabe 1a): Die Giiltigkeit von

N,43 = cos fn, +sinfj Nz,

erkennt man aus folgender Skizze:

n%+a

Zu Aufgabe 1b): Die Giiltigkeit von

sin(§ +a) = +cosa, cos(f+a)= —sina

erkennt man aus folgender Skizze:

Aus
cos (o + ) e; +sin (a + () es
= Naig
:) cos 3 (cosavey + sinaweg) +sin 3 (—sina ey + cos aes)

zte
= (cosa cos 3 —sina sin 3) ey + (sina cos § + sin 3 cosa) e3

239
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ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

cos (a+ 3) = cosa cos B —sina sin 3, sin(a+ ) =sina cosf+sin 3 cosa.

Fiir o = [ liefert die vorletzte Gleichung

cos (2a) = cos® o — sin? o
-~
= 1—cos? «
PYTHAGORAS
und somit
cos (2a) =2 cos?a — 1
bzw.
1+ cos (2a)
cosa=4/—— .

Ersetzt man in der letzten Gleichung o durch a/2, so ergibt sich schliellich

o 1+ cosa
Cos — =\ ———.
2 2

Zu Aufgabe 2: Die Gleichung

erkennt man unmittelbar aus folgender Skizze:

Mit
cos% = 1—sin2%
folgt daraus
s 1
—==-V3.
CoS ) V3

Daf3 aus dem Satz von PYTHAGORAS

281n2%:1
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und somit

COS g = T . (Dl)
Aus 5
cos? o sin? T
8 8 -
= 1—cos’=
8
folgt auBlerdem
3
3COSZg—COSQ§7T :40032g—1

und daraus mit (D.1) schlieSlich:

3
30082g—C082§ﬂ-:1—|—\/§.

Zu Aufgabe 3a): Die Giiltigkeit der Ungleichung
2
(Az)? > sin? (Az) + (1 — cos (m))
erkennt man aufgrund des Satzes von PYTHAGORAS leicht aus folgender Skizze:

€3

sin (Am)$

cos (Ax)
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Mit

2
sin® (Ax) + (1 — oS (Ax)) = sin”® (Ax) + cos® (Az) —2 cos (Azr) + 1

~~
=1

folgt daraus

<1
also ) (Ar) A
— cos (Az x
< — VA
Ax - 2 VAz#0
und somit
lim 1 — cos (Ax) _0.
0£Az—0 Az
Zu Aufgabe 3b): Die Ungleichung
Aw < sin (Ax)
cos (Ax)

wird durch polynomiale Approximation des Kreisbogens verstiandlich:

€3

sin(Az)
cos(Ax)

Daraus folgt
Az — sin (Ax) - sin (Azx) 1 — cos (Ax)

Ax ~ cos (Ax) Ax
und somit geméf a)
o S
bzw.
lim sin (Ax) 1

0#Ax—0 Ax

Zu Aufgabe 3c): Die Aussage

lim sin (z + Az) —sinz

=cosx VzeR
0£Az—0 Az




folgt geméf

lim sin (x + Az) —sinx _ sinz cos (Az) + sin (Ax) cosz — sinx
0£Az—0 Az 1b) Ax
_ sin (Az) cosz + sing & (Az) —1
Az Az
—1 =0
b) 2)

und die Aussage

Azx) —
lim 2 (z+ Az) = cosw = —sinx VzeR
0£Az—0 Az
folgt geméf3
I cos (z + Ax) — cosw cosx cos (Ax) —sinz sin (Az) — cosz
im -
0£Az—0 Az 1b) Ax
cos(Az)—1 . sin(Ax)
= cosr ————— —sine —— .
Az Az
—0 —1
a) b)

Zu Aufgabe 4a): Das physikalische Problem 14t sich wie folgt skizzieren:

€3

Dabei sind die Seilspannungen

def def
S1=|Fi] , Sy = |Fy

aus der Gleichgewichtsbedingung
F+F, +F,=0

zu bestimmen.

243
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Offensichtlich gilt
F:—Feg, Flzslna, FQZSgnﬁ
mit
def def T def T

|‘7 Q 2+§17 ﬁ 9 792

Mit der Gleichgewichtsbedingung folgt daraus
F181+F363 = —Sll’la —521’15

fiir
Fl=0 FP=-F, a—-0=0,+17,

und somit gemif der angegebenen Regel schliellich:!

sin Uy sin ¥4
= =—F. D.2
Sl Sin(191 -+ 192) ' 5’2 Sin(ﬁl + 192) ( )

Zu Aufgabe 4b): Man sieht leicht:
V=179 = 81252,

191+192:gfest S1 = F costy, Sy = F costy,

—
191%07&192 — Sl—>F,SQ—>O,
N+t -1 = 51,59 — 0.

Zu Aufgabe 5: Wenn wir mit ez den dimensionslosen Einheitsvektor bezeichnen,
der ldngs der Stabachse vom Finger des Jongleurs weg ‘ zeigt’, dann gilt geméif
Definition der Addition von Kréften

Ae=F+ Fyey, (D.3)
wobei:?
Ve — F.. — Summe aller (duBeren) Krifte,
oo die auf den Stab wirken ,
e F Kraft, die der Jongleur
zez = Fz =

auf den Stab ausiibt,

fiir geeignete Kraftstarken A\, F . Das entsprechende mathematische Problem ist
hier also folgendes:

Version vom 26. Marz 2009

!Denn: -
cos (f i(p) = Fsinp VeelR.
2 1b)

2Eine Bewegung lings e ist nur fiir F o e moglich. Damit sich der Stab nicht dreht, mufl
auflerdem Fy x ez gelten.
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Bestimme die Kraftstiarke F zu gegebenen o, f und F aus (D.3).

Das vorliegende mathematische Problem ergibt sich also — bis auf elementare vek-
torielle Umformung — aus demjenigen von Aufgabe 4a) durch die Ersetzung

Sl — FZ )
SQ — A y
791 — «,
’192 | — ﬂ .
Dementsprechend ergibt sich aus (D.2) die Losung
_ sinf _ sina
sin(a+ 3) "’ Cosinfa+6)

Anmerkung: Der Fall F; < ist natiirlich nur dann physikalisch realisierbar, wenn der Finger des
Jongleurs am Stab ‘klebt’.

Zu Aufgabe 6a):* Um moglichst schnell von A nach B zu gelangen, muf} die Féhre
natiirlich geradlinig mit maximalem Geschwindigkeitsbetrag fahren. Daraus ergeben
sich die Gleichungen

r sina = tcésing,

~~

= |AB| (D.4)
rcosa = tcécosfF+wut

geméf folgender Skizze:

éngt

Es gilt also
2@ = (tésinf)® + (¢ cosB)?
=  2?sina+ (z cosa —vt)’
D.4)
und somit
t2 (62 —2)2) +t2cv cosa, —x2 = 0.
R , S——

=a

Geméif Losungshinweis folgt daraus

1
(—xv cos v £ \/(:Ev cosa)’ + 12 (&2 — v2))

é2_v2

=p =q

t =

Version vom 26. Marz 2009

3Siehe auch Aufgabe 9.




246 ANHANG D. LOSUNGSVORSCHLAGE

und somit schliefilich
(
9 2
rvcosa | «x TV COSQ .
-t = s+ —= 5 fiir c > v,
?2—w 2 —wv ?2—w
9 2
TV COSQ Lz TV COSQ .
T2 o2 =2 ;T (= 2 fir ¢ <w.
?2—wv ?2—wv 2 —wv

Zu Aufgabe 6b): Die Fahrzeit ist natirlich fir § = /2 minimal, d.h. nach
(D.4) fiir

\

rsina = tc,
rcosa = tv

bzw.

COs v

vV=2~¢C

sina

Zu Aufgabe 7a): Das physikalische Problem la8t sich wie folgt skizzieren:

= -G €3
= —Ga n,_=«
= —F,-Fj
o =" , ﬁ =7
Das entsprechende mathematische Problem ist:
Bestimme die Winkel o und /3 aus der Gleichung
—Ge; =G, n, = +G5n%7r—ﬁ (D.5)

zu gegebenen G, G, Gg.

Mit
Ila_% = Sslmoae; —cosaes,

ns, ; = —sinfe; —cosfey
folgt aus (D.5):
Gq sina = Gg sin 3,
G =G, cosa+ Ggcos 3.

EES
N oo



Mit
def def
r =cosa, Y =cosf3

und
sin?y+cos’y=1 VyeER

geht das Gleichungssystem (D.6),(D.7) in

GL(1—-2%) =G5(1 -y,
G=G,z+Ggy

iitber. Daraus folgen z.B. die Gleichung

Gy = (GZ—G2) +GLa?,
G%yZ = (G_Gax)Qa

die — voneinander subtrahiert —

G (4 G2)
2G Gy,

cos . =

ergeben. Aus Symmetriegriinden mufl entsprechend

¢ (-G

cos ff = 2G G

gelten.

Zu Aufgabe 7b): Wegen
cosa,cos 3 € [0,1)

folgt aus (D.7) unmittelbar

G < Go+ Gy

Da x und y nicht negativ sind, folgt aus (D.9) und (D.10) andererseits

> |G- G2

247

(D.10)

(D.11)

(D.12)

Umgekehrt sieht man leicht, daf im Falle der Giiltigkeit von (D.11) und (D.12) die
Gleichungen (D.9) und (D.10) mit Winkeln o, § € [0, 7/2) erfiillt sind, fiir die (D.5)
gilt. Das gewiinschte Gleichgewicht? ist also genau dann moglich wenn die Gewichte

die Ungleichungen (D.11) und (D.12) und erfiillen.

Version vom 26. Méirz 2009

4Mit etwas mehr Aufwand lieBe sich zeigen, dafl das Gleichgewicht stabil ist.
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Anmerkung: Mit geiibtem Blick lassen sich die Ergebnisse zu Aufgabe 7b) auch
direkt der folgenden Schnell-Loésungsskizze entnehmen:

Fo
-F

Zu Aufgabe 8: Wenn wir mit vg die Geschwindigkeit des Schwimmers relativ zum
Wasser und mit vy resp. vg die Geschwindigkeit des Wassers resp. des Fufigéngers
relativ zum Ufer bezeichnen, dann 148t sich die gewiinschte physikalische Situation
wie folgt skizzieren:

A Vit _ ¢

N
BA+ AC = BC
BA = le,,
A—d = wvptlteq,

B?)' = (Useg—i-vwea)t

fiir geeignete ¢, . Das mathematische Problem lautet also:

(VS -+ Vw) t

Dabei gilt also

mit

Bestimme den Zusammenhang zwischen o und 3 aus der Gleichung

l(: cosa e +sinae§) + vpte; = (vs (cos e +sinfes) + vy e1>t.

g g
=eq =eg

(D.13)

zu den vorgegeben vg, vw, Us .

Aus (D.13) folgt mit den iiblichen Umformungen

(=l cosa+uvpt —vscos St —ovwt)e; + (Isina —vstsinf)e; =0
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und somit
[
jeosa = vscos 3+ (vw — vp)
l sin 3
- = Vs — 3
t sin «
also
cotav = cotﬁ+—. (D.14)
vg sin 3
Mit
z % sin 1]

folgt aus (D.14) fiir die vorgegebenen Werte

V19— 22 1
cotag = —4m4@M — —
x 2x

und somit

14+2x cota =2v1—a2.
Durch Quadrieren beider Seiten und elementare Umformung ergibt sich weiter

2, cot a 3
T T —
1+ cot? a 4 (1 + cot? @)

und somit schliefilich

g cot v n 3 1 cot «v 2 (D.15)
sinf = — —— | . .
21+ cot?a 4(1+cot?’a) 4\ 1+ cot?a

gelten. Im Einklang damit

Probe: Im Falle o = 7 sollte cos 3 = =

1
liefert (D.15) in diesem Falle sin § = \/> \/1 5

Zu Aufgabe 9: Zunichst wollen wir die Zeit ty;, bestimmen, die C' benétigt, um
By von Bjp aus zu erreichen:

DN | =

\/

\4 thin
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Mit B;(t) sei jeweils der Ort bezeichnet, an dem sich B; zur Zeit ¢t befindet. Fiir

x % B (0)B, (0

gilt dann
thmesinl = |x|sina, (D.16)
thinc cos B = [x|cosa + |V|thin (D.17)
und somit
X20052a—|—2xthinvcosa+t2. v|? = 2. 2 cos?
| | hin hin
D.17
= A (1—sin*g)
_ 2 2 2 .2
= P — |x|"sin” «
(D.16

Mit |x||v|cosa =x-v und (D.8) folgt daraus

<t XV )2 |x|” +< XV )2 (D.18)
e W) - P \e—P) ‘

C kann seine Aufgabe natiirlich nur dann erfiillen, wenn

c>|v|

gilt und dann folgt aus (D.18)

po— XV |x|? +< XV )2
e wE Ve \e— P

>0

Man sieht leicht, daf3 die Zeit ¢, , die C benotigt, um By aus wieder zu By zuriick-
zukommen, dadurch ergibt, dafl man x - v durch —x - v ersetzt. Fiir

def
tges = thin t Lriick

ergibt sich damit

also




Anmerkung: Man beachte die Analogie zum MICHELSON-MORLEY-Experiment:

By = Lichtquelle im Labor.
By = Spiegel im Labor.
C = Lichtwellenzug.
v = Geschwindigkeit des Labors relativ zum Ather

(siche z.B. Abschnitt 1.1.2 von (Liicke, rel)).

Zu Aufgabe 10a): (V1) folgt gemiB

vidve = NN (W) + N (v2))
= N(N(v2) + M)
= votv.
(V2) folgt gemiB
(vitve) Fvs = NN (vidva) + N(vs) )
= N (W) + N(v2)) + N(vs))
N N ) + (N(va) + N (vs)) )
( (vi) +N( v2+v3))
= vi+ (vatvs) .
(V3)-(V5) gelten unveréindert. (V6) folgt gemif
Av) 3 (Agv) = N‘1<N()\1v) + N(A2v))
= N (AN W) + N (V)
= N (A + )N )
= (A + )N N )
— (M +A)v
(V7) folgt gemih
A(vitva) = AN N (V1) + N(v))
= NV + V()
_ N‘l(AN(v1)+)\N(v2))

= NN O + N ()
= AViHAvy.
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Zu Aufgabe 10b): Die Behauptung folgt Dank der Riickeindeutigkeit von N gemif3
Vi + Vg = Vl—T—Vg <~ N(Vl + VQ) = N(Vl—T—Vg)
mit

N (Vl—@VQ) = N(Vl) +N(V2) .

Zu Aufgabe 10c): Wegen

v#£0) = e-L§|e]
v

A%

M
=1

gilt
v#£0 = No(v) #0,

also
Ne(v) =0 = v=0.

Fiir vi # 0 # vy gilt andererseits
0# Ne(v;) xv; Vje{l,2}

und somit
Ne(vi) = Ne(va) = vi x vy = e L :’ L2
1 2
Vi V2|
<1
Daraus folgt
Ne(vi) = Ne(va) = vy =vs.
N, ist also riickeindeutig. Die Gleichung
Ne(Av) = ANL(V)
folgt direkt aus der Definition von N mit
A
v#0 = e 2V :'e'1
AV v
Dafl N, nicht additiv ist, erkennt man z.B. aus
O#£#vixe, 0#vy le
= Ne(vi+vy) = <2— ‘e~ ol ) (Vi + vo)
_ V1|
- Ne(V1>+Ne(V2)+V1 ’V1+V2‘ (V1+V2) .

#0
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Zu Aufgabe 11: Das physikalische Problem &8t sich wie folgt skizzieren:

Dabei ld8t sich die Seilspannung S = |Fg| aus der Drehmomentbilanz

BX x (Fs+Fx)+BAxF,=0 (D.19)
bzgl. des Drehpunktes B bestimmen:
Wegen

Fa = —Faes,

Fx = —Fxes,

Fs = Snziy = S (—sinyxe; +cosxes),

BX = Li nz_y = L (sinve; + costes),
—~
d:ef 37‘

BA = Ly nz_y = Lo (sinve; + cosdes)
—~ 2
d;f m)

ist ndmlich (D.19) dquivalent zu
L, (sinve; + cosdes) x (—S sin x e; + (S cos x — Fx)e3> _0
+Ly (sinve; + costes) x (—Fqe3) 7

was wegen
€3 X e =ey = —e; Xez, e1><e1:e1><61:O

wiederum aquivalent ist zu
—Ly sind (S cosx — Fx) — Ly cos? S siny + Ly Fy sint = 0.
Daraus folgt

—Ly S sin (9 + x) 4+ Ly Fx sint 4 Ly Fa sind =0
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(Hebelgesetz) und somit schliefllich

smo | BX|IFx|+|BA| [Py
" sin(d + ) ‘ﬁ’ '

Zu Aufgabe 12a): Die physikalische Situation &8t sich wie folgt skizzieren:

Die Spannung S3 des in Richtung n3 gespannten Seils ergibt sich aus der Gleich-
gewichtsbedingung
Sln1+52n2+531’13+F:0

durch Bildung des inneren Produkts mit n; x ny :
Sg (n1 X IIQ) ‘g = — (n1 X IIQ) -F. (D20)

Aus

—sin )y sin @ cos vy — sin s sin cos Yy
n Xny =
sin 1y cos ¢ sinvy sin ¢ + sin vy cos ¢ sint; sing

—sin (191 + 192)
= sin ¢
2 siny sinvy cos g
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folgt
(n; X ny) - ng = sin (V1 + ¥s) sin 3 sin ¢ + 2 sin vy sin vy cos ¢ cos V3 sin @

sowie
(n; X ny) - F = —2|F|sint; sinvy cosp sing

und somit aus (D.20)

|F|sin gy sindy cos ¢

Sy =

sinv)y siny cos s cosp + % sin (Y1 4 ¥J5) sin 3

(im Einklang mit dem Resultat von Abschnitt 1.3.3 der Vorlesung).

Zu Aufgabe 12b):

1. Im Grenzfall ¥3 — 0 ergibt sich S5 = |F|, d.h. Seil 3 triagt die gesamte Last
— wie zu erwarten.

2. Fiir ¢ =0, ¢ = vy ergibt sich

|F| sin® 9,
sin® 91 cos V5 + sin ¥y cos vy sin g
|F| sin v,
sin (91 + v3)

Sy =

Das entspricht dem Ergebnis von Aufgabe 4a) (mit J3 statt ¥s), weil jetzt die
Seile 1 und 2 wie ein einziges Seil wirken.

3. Im Falle 93 = § ergibt sich

~ 2|F| sin®; sinv; cosgp
N sin (191 + 192)

Bei konstantem cos ¢ # 0 konvergiert das — wie zu erwarten — fiir 0,9, — 7
gegen Unendlich.

S3

Zu Aufgabe 13: Hier seien die Richtungsvektoren ey, e, geméf folgender Skizze
gewahlt:
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Die Gleichgewichtsbedingungen lauten gemé&fl 2.2.3:

F,.+Fz+F, = 0,
BA x F, + BC x F; = 0 (,Hebelgesetz“ bzgl. B) .
Mit .
def def T o
Fo = |Fq ’ o —
LA

und entsprechenden Definitionen fiir eg, e, lautet das mathematische Problem hier
also:

Bestimme 3 zu vorgegebenen o, L1, Lo, F, aus den Gleichungen

F.eo,+ Fgeg+ F,e, =0, (D.21)
(—Lie1) X (Fueq) + (Laer) x (Fgep) (D.22)
und
e, = —cosae|+sinaey,
es = +cosfe; +sinfey, (D.23)
e, = —cosye; —sinye;.

Zunéchst folgt aus (D.21) und (D.23)
(Fg cos B — F, cosa — F, cosy) ey + (F, sina+ Fgsin 3 — F, siny)ey; =0
und somit

Fgcos = F,cosa+ F, cosv, (D.24)
F,siny = F,sina+ Fssinf. (D.25)

Aus (D.22) und (D.23) folgt andererseits
(—L1 el) X (Fa SiIlO[eg) + (L2 el) X (Fﬁ sinﬁeg) =0
und somit
Ly sinaF, = Ly sin 3 Fp. (D.26)
Aus (D.25) und (D.26) folgt daraus
. . Ly .
F, siny = F, sino + L—2Fa sin o,

also 7 g
Fa: A/Sln/y ) <Oé€(07g)) .

<1 + f—;) sin «
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Daraus folgt mit (D.26) resp. (D.24)

. LlF siny
FB Sll’lﬂ:—’y—L1
Lo 1—|—L—2

resp.

Fg cos 8 = F, (cos7+ fle cot a) .

Lo
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt schliellich

Ly 1

tan 3 = )
Ly cot v + <1+§—;> cot y

Anmerkungen:
1. Die Unabhéngigkeit des Winkels 3 von F, ist auch direkt aus (D.21),(D.22)
ablesbar.

2. Fiir vy = 5, L1 = Ly ergibt sich erwartungsgméfl = «.

Zu Aufgabe 14: Dank der Eigenschaften des Vektorprodukts gilt

3
AxB = > AB'b;xby

J,k=1

3
= ) AB"b; x by
G k=1
Jj#k
= (A'B? - A2B')b; x by + (A'B3 — A3B') by x by
+ (A233 — A3B2) b2 X b3+

und somit
A% B3 — A3 B?
AxB
_ D2 [ 4B - A'BY | bzl (b', b2 Db
b, - (bQ X b3) A B2 _ A2 Bt
fiir die Vektoren
1 ngbg 9 b3><b1 3 b1><b2
bh=——"—+——- b=— bl=—
b1 . (bg X bg) b1 . (bg X bg) b1 . (bg X b3)

der in (2.29) definierten reziproken Basis.

Zu Aufgabe 15: Die Teile des Mediums, die zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢ +
At > t durch das Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C' hindurchtreten, nehmen zur
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Zeit t + At den halben Spat mit den Eckpunkten A, B, C, A’, B', C" geméf folgender
Skizze ein:

Dieses Gebiet hat das Volumen

(v At) - (E&E)‘ — |v-SAY|.

1
2

Der gesuchte Strom ist somit

_ p(v-SAL)
/= At ’

— bei entsprechender Vorzeichenkonvention.

also

Zu Aufgabe 16: Die Behauptung
folgt z.B. aus

2Sl = P2P3><P2P4
<P1P3—P1P2> x (Plpi —P1P2)
= flpgXPlpé—\Plpzxplpé—\PlpgXP1P%+\P1P2XP1P%.

VvV Vv vV Vv
=—28, =283 =28, =0

Physikalisch 148t sich das folgendermaflen interpretieren:

Bei einer konstanten, homogenen Stromung mit der Stromdichte 3 mufl
alle Substanz, die durch eine Dreiecksfliche — etwa die durch Py, Py, P3
gegebene — eintritt, durch die anderen Dreiecksflichen wieder austreten.
Dementsprechend muf3

—J:-S4=73-S1+73-S2+3-S3 V3,

also

gelten, woraus (D.27) folgt.
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Zu Aufgabe 17: Fiir

zj = Aj €i¢j7 SOjGRv
—~~
>0
gilt ' '
21 + Z9 — 6“01 (Al + A2 61(5027901))
und somit
arg (z1 + 22) = 1+ arg (A1 + A, ei(“"l_‘”)) mod 27
) St dacr )
= 1 + arctan R (A, + Ay ciorv2)) mod 7
As sin (¢ — 1) )
= + arctan mod 7
! (Al + Ay cos (p2 — ¢1)
sowie
|21 + 22’2 = |A1 + A2 ei(cm—tpg)}z
2
= (A1 4 As cos (pg — @1))2 + <A2 sin (g — gol))
= A?+2A4; Ay cos(pa — 1) + A3
Mit

|zl = A;, arg(z;) = ¢; mod 27
folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 18: Die Behauptung folgt mit den entsprechenden Identifizierungen
aus Aufgabe 17.

Anmerkung: Die Behauptung ist aber auch anschaulich leicht zu verstehen:

s (1)

€1
2 2
|x+|2 = ( Ay sin (g — cpl)) + ( Ay +As cos (pg — gpl))
<~ ~
| =[x

43 (1= cos? (2 — 1) ) + A3 +2 A1 Ag cos (2 — 1) + 43 cos? (92 — 1)
_ A%+A%+2A1A2COS(SD2 —901) ’

Agsin(pa — 1)
Ay + A cos(p2 — 1)

tan(p" — 1) =
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Zu Aufgabe 19: Fiir 2+ = [2%] ¢'¢” gilt
Z+ 6+iwt + o ef’iwt
—_ |Z+| 6+i(wt+<p+) + |Zf| efi(wtﬂp_)

id (|z+| etilwtteo) 4 Esl e—i(wt-‘rsﬁo))

= 6i6<<|z+\ +[27[) cos (Wt + o) + (|27 = [27[) sin (wt + %))

und somit die Behauptung.

Zu Aufgabe 20: Aus
Xi(t) _ Ai e:l:i (wo t—i—(pi)
und
def P — @~ def P 7
9 ) ) 9
folgt geméfl Aufgabe 19
x+ (t) +x (t) — (A+ etiwotteo) L A= g=ilwo t+<ﬁo)) etd
= (A" + A7) cos(wot+ o) e’ + (AT — A7) cos (wot + o) ie.
Mit . '
e’ = cosde; +sind ey , ie'® = —sinde; + cosd e,
ergeben sich daraus die Behauptungen.

Anmerkungen:

1. Natiirlich 148t sich die Aufgabe — etwas komplizierter — auch ohne Verwen-
dung der komplexen Zahlen l6sen:

Aufgrund der Additionstheoreme (2.38) und (2.39) ergibt sich mit

() okef
+ - + -
wot 1 2 J2rs0 L ¥ ;w ~ ot + o

fiir die Kreisbewegungen:
xt = At <(cos Y (t) cos (£0) — sin(t) sin (:i:é))el
+ (sin Y (t) cos (£0) + cosp(t) sin (:I:(S))e2> .

Daraus folgen die Behauptungen geméf}

xH(t) +x(t)
= cos (1) <A+ (cosde; +sindey) + A~ (cos(—é) e — sin(—9) e2>>

= cost(t) (AT + A7) (cosd e + sindes)
—_—
=a/|al
+ sint(t) (AT — A7) (—sinde; +cosdey).

=b/|b|
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2. Die Lage der Hauptachsen a, b der Bahnellipse entspricht folgender Skizze fiir
6>0:

Zu Aufgabe 21: Fiir

x*E(t) =

| b

(cos (wot + ) € % sin (wot + ©) eL>
folgt offensichtlich
x () +x(t) = A cos (wot + @) e. (D.28)

Im Falle e = e; ist damit die Behauptung bereits bewiesen. Im allgemeinen Falle
existiert ein § € R mit
e =cosde; +sindes.

Dann folgt (D.28) entsprechend Aufgabe fir 20
xT = A* (COS (wot + gpi) e; £sin (wot + gpi) 62>

mit

Zu Aufgabe 22: Nach Aufgabe 21 existieren Kreisschwingungen

def .
xji(t) = Aji (cos(wot + goji) e + sin(wot + @j[) eg)

mit
x;(t) = xf(t) —l—xj’(t) Vje{l,2}.
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Nach Aufgabe 18 ist x(¢) somit eine Uberlagerung der in Aufgabe 20 angegebenen
Form, also eine zweidimensionale harmonische Schwingung.
Im Falle b; = by = e gilt

x(t) = <e1 : (x;(t) n x;(t)>) e

mit
Aj:Aj, QO;FIQOJ

Geméif Aufgabe 18 folgt daraus dann
x(t) = A cos(wot + ¢) e;

mit

A = (A1) + (A2)% + 241 A5 cos (2 — 1),

Ay sin(pg — 1) >
A+ A cos(pa — 1))

@ = 1+ arctan (

Zu Aufgabe 23: Die geforderten Anfangsbedingungen fiir

x(t) L cos <w0(t —to) + xc>c + cos (wo(t —to) + xd>d

sind

und ) 1

dwy sin x4 A

Zu vorgegebenen a:%, vg sind also ¢, d, X, xq so zu wahlen, dafl die Gleichungen
ceosxe \ [ g cwo sinye \ [ v
dcosxg) \x3 )’ dwosinxg )\ vi
gelten. Letztere sind aber dquivalent zu den Gleichungen
1 2
CoSXc \ x COSXd | xg
cl . =1 , d| . =1 5 :
<smxc) <v0/w0> <smxd) <vo/w0)
die sich offensichtlich erfiillen lassen.

Zu Aufgabe 24a): Die Abbildung

x(t) — x(t) x e3
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ist eine Drehung um den Winkel 7/2 im Linksschraubensinn relativ zu der ldngs
e; gerichteten Drehachse. Das entspricht einer Drehung in der e;-e;-Ebene im Uhr-
zeigersinn um den Winkel 7/2. Die komplexe Schreibweise fiir diese Abbildung ist
deshalb

z(t) — —iz(t)

und dementsprechend gilt

q . _ gBd
m (t)X(Beg) = mth(t)Xeg

Mit x(t) = Z(t) folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 24b): Mit

o 4B
m
folgt aus der komplex geschriebenen Bewegungsgleichung
i (eJriCtZ'(t)) — Z'CeJriCt Z(t) + €+iCt i Z(t)
dt — dt
:(% etiC z) :ﬁz—/

=)

Also muB et 9! 3(t) gemif Lemma 3.3.1 zeitlich konstant sein und deshalb
A(t) = e 2(0)

gelten. Daraus folgt

% (z(t) - éei0t2(0)> ~0

und dementsprechend die zeitliche Konstanz von

2(t) — ée_iCtz"(O) :

also , .
2(t) — & e 19 £(0) = 2(0) — 52(0)
und somit
2(t) = % (e7*“"2(0) — 2(0)) + 2(0) (D.29)
— 2(0) - ézm) + %(z cos (C't) + sin (Ct))z«)) . (D.30)
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Zu Aufgabe E24c): Da die Multiplikation mit i einer Drehung im entgegenge-
setzten Uhrzeigersinn um /2, also fiir Linearkombinationen a von e; und e, der
Transformation

ar+— e3xa

entspricht,” bedeutet (D.30) in reller Schreibweise:

x(t) = x(0) — éeS x %(0) + @(cos(c%) ez X % +sin (C't) |§§8;|> )

x(t) ist also die Ortsvektorfunktion einer gleichférmigen Kreisbewegung mit der
Kreisfrequenz |C| = %, auf einem Kreis mit dem Radius %
Ebene, dessen Mittelpunkt den Ortsvektor x(0) — & es x %(0) hat. Die Drehung

erfolgt im Links- resp. Rechtssschraubensinne relativ zu ez (ist also vom Typ x*
resp. X~ im Sinne von Aufgabe 20) wenn ¢ > 0 resp. ¢ < 0 ist.

in der ej-es-

Zu Aufgabe 25: Sei F = 0, also

E=-vxB. (D.31)
Dann folgt daraus
E-B=0 (D.32)
und
ExB = Bx(vxB)
~ [BFv—(B-v)B.
also ExB
X
— 5~ x B. (D.33)
B

Umgekehrt folgt aus (D.33) und (D.32)

0 = Bx(v—w)
B
_ BXV_BX(EXB)
BJ*
= —vxB-E

und somit (D.31), d.h. F =0.

Zu Aufgabe 26: Sei ez senkrecht zur Bahnebene. Wegen x(t) # 0 folgt damit aus

XJ_(t) 1 es, X(t)

Version vom 26. Miarz 2009

5Vgl. Losung zu Aufgabe 24a).




die Existenz einer Funktion C(t) mit

() = (1) x (C(0)es)
und somit
ﬁ Vor;uss. XL(t)
sowie d .
0 Vorjuss. & |X(t)|
d .
= g EOHC®)
— (% |x(t)|> |C(t)] + %(t)] in
fiir
C(t) déf C(t) €3
Mit d
)"(H(t) =0 = & ‘X(t)‘ =0

und |x(t)| # 0 folgt daraus die Behauptung.

265

Zu Aufgabe 27: Jede andere Parametrisierung der vorgegebenen Bahnkurve ent-
spricht gemé&fl Folgerung 4.2.3 einer Ortsvektorfunktion der Form

X'(t) = x(f(t)) -
Die Kettenregel liefert dafiir

)&’(t) = f(t) X(t/)\tem)
N——

—x (f(t))

sowle ; X(f(t)> y ; X(t/)
@ x(my =" (@),
und somit
1 od x| _ 1 o 4 x(t)
[x/(8)] dt [x/(1)] k() T3 &)
| f@) 1 d (1)
‘ f(t)‘ [%(@)] dt" [%(t)]

ler=¢t)

E0)
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Damit ist die Behauptung bewiesen.

Zu Aufgabe 28: Dafl eine Kreisbahn konstante Kriimmung hat, wurde in der Vor-
lesung gezeigt.% Es ist also nur noch zu zeigen, daf aus der Konstanz der Kritmmung
die Kreisférmigkeit der Bahn folgt:

Parametrisiert man C so, daf}

|%(t)| = konstant , (D.34)
dann ist die Konstanz der Kriitmmung dquivalent zu
1%(t)| = konstant (D.35)

und auflerdem gilt

0= — [x(t)? 2%(t) - %(t) .

Prodtgtregel

Aus letzterem folgt
X(t) = x(t) x C(t)

mit geeignetem, zur Bahn senkrechtem C(t). Mit (D.34), (D.35) und
() x O] = [x(t)]|C(1)|

folgt daraus

x(t) =x(t) x C, C senkrecht zur Bahn . (D.36)
Die Bahn C ist im Falle (D.34) genau dann kreisférmig, wenn
X(t)
x(t) =y — pe
[x(1)]

gilt, d.h. wenn der Bahnpunkt stets den konstanten Abstand pe vom Kreismittel-
punkt mit dem Ortsvektor y hat. Fiir die Kreisférmigkeit ist also nur noch

d %(¢)
it (<0 vy ) =0

zu zeigen. Das folgt aber aus

d

E>“<(z&) (D§6) x(t) x C (D.37)
. ()’((t) X c) x C (D.38)
- —|C? x(¢) (D.39)

Version vom 26. Marz 2009

6Siehe Beispiel (i) in 3.3.1.
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und

. 2
e Gﬁ)
%] pet.p,D.34) \[X]|

= c.
(D.36)

Zu Aufgabe 29: Mit x(t) ist offensichtlich auch

e . (&) C
x1 (8) % x(t) —t(es-%(0)) ey, es d:fm,

(D.40)
Losung von

%(t) = x(t) x C, (D.41)

wobel nun aber

gilt, da C - x(t) nach (D.41) zeitlich konstant ist. Gemafl Aufgabe 28 beschreibt
x (t) also eine gleichformige Kreisbewegung in einer zu C senkrechten Ebene, die
im Linksschraubensinne relativ zu C ablauft. Wir interessieren uns nur fiir den

nicht trivialen Fall
def

vV, = XL(())#O

Dann ist x (¢) also von der Form

x, (t)=y—p <cos( wo t+ @o)er —sin(wot + o) e2> ,

>0

wobei
def VL def

€ = —, €] = ey Xe3.
V]

Mit ..
X1

2

SR

x|

_ C|
(D.41) |%x]
C|

V.|

und -
p

folgt dann, im Einklang mit dem Ergebnis von Aufgabe E24c),

. ‘VJ_| VJ_XC . V]
1) =y = it (con (€114 ) A2 —sin(O] -+ ) 7 )

VJ_’
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Die Anfangsbedingung
X(O) = V]

. v, xC
= ’VJ_’SIHQO()’ = + oS o V1

VJ_XC‘

ist offensichtlich nur fiir
sinpg =0, cospy=1

erfiillt. Mit (D.40) ergibt sich somit:

x(t) = t(%-k(O))%er
B (o EOXC s (0)
© ( (1C1) oy =g — i (IC1) |>n<o>|>'

y ist dabei eindeutig durch die Anfangsbedingung festgelegt zu

XL (0)] x(0)xC
[Cl [x(0) x €|

y =x(0) +

Anmerkung: In der komplexen Schreibweise 148t sich z(t) % (t) leicht folgen-
dermaflen bestimmen:

Die Bewegungsgleichung fiir x(¢) = x (¢) ist dquivalent zu
Z(t) = —i|Cl 2(t) .
Daraus folgt” 4
2(t) = e~ 1€ £(0)
und somit
i ,
t — (e71€! 2(0) — 2(0 0
() = g (e 9 20 f( )) +2(0)
i
= 2(0) — — 2(0) + —; (Z cos (|C| t) + sin (|C] t))z(O) .
C| C|

In reeller Schreibweise bedeutet letzteres

X (0)xes 1

x1(0) + -
C| C|

x (1) (cos(|C|t)>'cl(O) ><e3—sin(|C|t)>'<L(O))
B %1 (0)] x(0) x C
= <O+ e Koy < 0

[%.(0)] %(0) x C

————— — —sin XL(O)
) (COS('C'” &)< mdel |>q<o>|) '

Version vom 26. Marz 2009
"Denn mit der Produktregel ergibt sich aus der Bewegungsgleichung

% (7191 () = 0.
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Zu Aufgabe 30: Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

Ty : Zeitpunkt, zu dem Gefahr erkannt ,

T : Beginn Bremsvorgangs,
T, : Zeitpunkt des Aufpralls,
v : tatsdchliche Geschwindigkeit zur Zeit Tj ,

v. : Aufprallgeschwindigkeit ,
L : Entfernung vom Unfallort zur Zeit T,

Ly : Entfernung vom Unfallort zur Zeit Ty,
vp : maximale Geschwindigkeit, die ausgebremst werden konnte,
b : Bremsverzogerung.
Aus
Te b
L:/ (U—b(t—T)>dt:vAt— — (At)?
T 2
und
v—ve=bAt, AtET, T (D.42)

folgt zunéchst

L=—(At)? + v At

N | oS

und somit
v.\2 2L v
At = (—C> — =
b)) T T
Mit (D.42) ergibt sich somit

v = \/v2 + 2bL (D.43)

Lo=L+s\2+20L, s&T-1T,. (D.44)
Bei einer Geschwindigkeit vg zur Zeit Ty wiirde der Bremsvorgang also, bei gleicher
Reaktionszeit s, in einem Abstand

LI:LO—SUOIL—:S(UO—\/UCQ—FQZ)L)

eingeleitet. Bis zum Stillstand vergeht dann die Zeit At' = vy/b, wéhrend der die
Strecke

und daraus

b B vg
2 2
zuriickgelegt wird. Der Unfall wére also nur im Falle L” < L', also fiir

L// _ (At,)Q

vy < \/(b8)2 +2b <L + s/v2+ 2bL> — bs (D.45)

vermeidbar gewesen.
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Zu Aufgabe 31: Multiplikation von (C.1) mit %(¢) liefert
—plx@)F = mx(t) - X(t) + Rx(t) - x(1)
d

Produktregel dt

—p/tt2 O dt = [2 B(t) dt

Im Falle F(0) = 0 folgt dann fiir t; =0, ty =t > 0 wegen p > 0

E(1)

und somit

Et)<0 Vt>0
und somit, da die Konstanten m, s positiv sind,
x(t)=0 Vi>0.

Wenn aber x;(t) und x»(t) zwei (stetige) Losungen von (C.1) zu gleichen An-
fangsbedingungen zur Zeit 0 sind, dann ist

eine Losung von (C.1) mit £(0) =0, also

x1(t) = xa(t) Vt>0.

Zu Aufgabe 32: Definitionsgemif gelten die Gleichungen
I(t) = Q(1) (D.46)

und
RI(t) =Ug(t), CUc(t)=Q(t), LI(t)=ULd).
Das sich die Spannungen bei Serienschaltung addieren, gilt also
U(t) = Ug(t)+Uc(t) +UL(t)
= RI{)+Q(t)/C+ LI(t),

woraus durch Einsetzen von (D.46) die Gleichung (C.2) folgt.

Die eindeutige Bestimmtheit der Losung durch die Anfangsbedingungen folgt
wie in Aufgabe 31, da die Differenz zweier Losungen von (C.2) zu gleichem U(t)

eine Losung von (C.2) zu U = 0 ist. (C.2) zu U = 0 ist aber vom gleichen Typ wie
(C.1).
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Zu Aufgabe 33a): Einsetzen von
Qt) = zp &Mt 4 2 -t (D.47)

in (C.4) liefert
2 - 1 ixgt 2 - 1 ix_t
—)\+L+Z)\+R+5 zie + —A,L—l—z)\,R—l—E Z_e =0 VteR,

was im Falle z, # 0 # z_ dquivalent ist zu

1
—AiL+iAiR+5:0,

BN 1 (RY
=7'51) 1o \ar) -

Zu Aufgabe 33b): Aus (C.4) folgt auch

also zu

£(20) + R (00) + 5 (2w =0
und somit
LO0 + ROM + Sou) — LT RO TONN 1 o)1 o

fiir

Zu Aufgabe 33c): Fiir (D.47) sind die Anfangsbedingungen
Q(0)=Qo, Q(0)=1I

dquivalent zu
Z++2_:Q0, 'é)\+2++i)\_2_:]0,

im Falle A, # A_ also zu
/\:FQO + i 1o
24 = ———.

Zu Aufgabe 34: Im Falle
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ist geméafl Aufgabe E33a)

Q(t) — (€z<p€+z>\+t+e ip z)\ t)
e 2L t+i( wotJrgo)_i_e 2127& z(w0t+<p))

“2rt cos(wot + @)

eine Losung von (C.4). Diese Losung beschreibt eine durch den Faktor eert gedampf-
te harmonische Schwingung. Sie erfiillt die Anfangsbedingungen (C.3) genau dann,
wenn die Gleichungen

R )
Qy cosp = Qo , —EQ@ cos p — wo @, sinp = I

gelten, die dquivalent zu der Vektorgleichung

COS Qo

und sich somit durch geeignete Wahl von ¢, @), erfiillen lassen.

Im Falle )
L _ E < O
LC 2L

gilt Ay = ip4 mit reellen py, und deshalb ist

Q)= Qe +Q et

eine Losung von (C.4). Im vorliegenden sog. Kriechfall beschreibt die Losung keine
Schwingung mehr, sondern fillt fiir groe Zeiten wie e *+! ab. Die Anfangsbedin-
gungen (C.3) sind genau dann erfiillt, wenn die Gleichungen

Qi +Q-=0Qo, —p+Qr—p-Q-=1I

gelten. Dank p, # p_ ist dieses Gleichungssystem fiir die Q)+ 16sbar.

Im Falle
1 R\?
— (=) =0
LC 2L

gilt A— = A\_ = i%. Deshalb miissen wir eine weitere Losung finden, um alle
Anfangsbedingungen erfiillen zu kénnen. Man sieht leicht, daf} in diesem Falle auch

te2r! cine Losung von (C.4) ist. Dementsprechend ist hier

Qt) = e_th(Qo +1 (IO + % Qo)) :
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Losung des Anfangswertproblems. Diese Situation, die genau zwischen Schwing- und

Kriechfall liegt, bezeichnet man als asymptotischen Grenzfall.

Geméaf Aufgabe (32) ist die Losung von (C.3),(C.4) fur alle drei Falle bestimmt.
Man sieht nun leicht, dal zu einem beliebigen anderen Anfangszeitpunkt t, vorge-
gebene Anfangsbedingungen fiir ¢ > t; stets auf eindeutige Losungen der gleichen
Klasse fithren. Deshalb sind die angegebenen Losungen auch fiir t < 0 giiltig.

Zu Aufgabe 35: Sei Q(t) die Losung von

. 1
LQ()+ 6. Q(t) = Uo
zu den Anfangsbedingungen

Q0)=Qo, QUO)=1I.

Da
def

Qpart<t) = CU
eine spezielle (zeitlich konstante) Losung von (D.48) ist, ist dann

def

Qhom(t) = Q(t) - Qpart(t)
eine Losung von (D.48) zu Uy = 0, geméB Aufgabe 34 also von der Form

. g 1
Qhom (1) = Qo cos(wot + @), wo o

Nivek
was sich auch in der Form
Qhom (t) = ¢1 cos(wo t) + ¢ sin(wy t)
schreiben 1a8t. Die (D.49) entsprechende Anfangsbedingung
Qnom(0) = Qo — CUp . Qnom(0) = I

ist fiir

ca=Qo—CUy, ca=1Iy/wo
erfiillt. Mit (D.50) folgt somit geméfl Aufgabe 32:

Q) =CUy+ (Qo— CUp) cos(wy t) + i_o sin(wot) .
0

Zu Aufgabe 36: Einsetzen von
ei(Wt_W) + e_i(Wt_W)
2

N J/

2 .714)

Qpart () = A

cos(wt—¢)

(D.48)

(D.49)

(D.50)
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in
" . 1 etiwt | p—iwt
L Quarc () + R Qpare(1) + 5 Qpant(t) = Up—————
liefert
LNA g 4 INA o
— 2L . ) iy Fiwt o 2L_. AN A Lo —iwt
(w +sz+C 26 e + w sz~|—C 2@ e
_ UO +iwt UO —iwt
=5 e + 5 e
und somit:
1\ A _. U.
(_W2L+in+6)§€_lw = 707 (D.51)
1\ A _. U,
(—wQL—in+E)§e+’“” = 70. (D.52)

Wir betrachten nur den nichttrivialen Fall Uy # 0. Aus (D.51) folgt dann

, A 1
v = 224 = D.
e Uo( w +sz—|—C) (D.53)

und daraus mit (D.52)

CUy

A= .
VWRC)? + (1 -w?LOY

(D.54)

Andererseits folgt aus (D.53) mit der EULERschen Formel (2.43)

wRC

tanp = ——— .
WYTT 2L

Die Amplitude

ATEwA = t

(D.54) \/R2+(ﬁ—wL)2

von Qpar(t) ist offensichtlich fiir

w=ul
" WLC
maximal. (D.54) ist dagegen maximal, wenn (w R C)* 4 (1 — w? L C))* minimal, also
d 2 2
0 = —(WRC) + (1-w’LC)

= 2w(RC)’ —4wLC(1—w?LC)



und somit

1st.

bl [ L LR
VLo 2\L

Zu Aufgabe 37a): Mit den Definitionen

z1(t) e m?t sin(wpt),

To(t) e mt cos(wot)

gilt
it) = Zz(c] )+ i) (1))
il) = 22(% )+ 265(8) (1) + (D) &5(1) )
Wegen
ma;(t)+2pi;(t) +ra(t) = 0 Vje{l,2}
Aufg. 34a)
ist also nur
2
mZ(éj(t) () +265(8) ) + 2p22cj —F()
j=1
Zu zeigen:
Mit
. 1 Pt
é(t) +mw em " cos(wot) F(t),
0
I %
éo(t) e em ' sin(wot) F(t),
0
1
é(t) mfw em b cos(wot) F(t) — p” em b sin(wot) F(t)
0
1 ., .
m t) F'(t
+mw0 em' cos(wot) F(t),
I o
Ca(t) - 2p em ' sin(wot) F(t) — — em’ cos(wot) F(t)
m? wy m

1
m wo

em b sin(wot) F(t)

275

(D.55)
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ergibt sich

und somit (D.55).

Zu Aufgabe 37b): Im Grenzfall

0< F(t) — \fgd o(t)

Kraftstof
ergibt sich fiir
L (" e
t) = —m ) g ( t—t’)Ft’ d¢’
x(t) mwo/o e sin ( wo( )) F(t)
offensichtlich
z(t) — o e~ mtsin(wpt) Yi>0
m wo

(Impulsantwort).

Zu Aufgabe 38a): Aus

T—7 B
‘/ e~ m (1) sm(wo(t—t)> O.(t' + 1) F(t') dt’

e"mletm@T=T) |F0|max|0( 8l

H 0
T—-+00

und

t
/ e ) sin(wo(t — ¢)) 6.t +7) F(¢') dt

T—1

t
= / e~ m (=) sin(wo(t — t’)) Fy cos(wt') dt

T—1

t
_ ? G d) (e+iw0(t7t’) _ efiwo(tft’)) (e+iwt’ i €+mt') d¢’
i

—  R(ze'!) fiir geeignetes z € C
T—+00

T—T1
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folgt die Behauptung mit

Zu Aufgabe 38b): Einsetzen von

A . .
Ioo<t> _ 5 (e—O—z(wt—go) + e—z(wt—cp))
und P
F(t) = ?0 (€+wt + efiwt)
ergibt
A , F :
3 (—mw’+2piw+r)e ¥ — 70 et
A , F, ,
-3 (—mu)2 —2piw+ Ii) e 'Y — ?O e et
=0
und somit '
A(-muw?*+2piv+r)e ¥ =F (D.56)
sowie die dazu komplex konjugierte Gleichung
A(—mw? =2piw+k)e ¥ = Fy. (D.57)
Aus (D.56) folgt
: A
e+Z‘P:F(—mw2+2piw—|—/@) (D.58)
0

und daraus mit (D.57)

Fy
|—mw? +2piw+ K|
Fy

-{/(K, —mw?)? + (2pw)’ |

B
I

AuBlerdem folgt aus (D.58)

© = arctan mod 7,

K —mw?

wobei ¢ wegen § (e™¢) > 0 aus (0, 7) gewéhlt werden kann.



278 ANHANG D. LOSUNGSVORSCHLAGE

Zu Aufgabe 38c):
Fy

{/(2pw)2 + (k —mw?)?

als Funktion von w ist genau dort maximal, wo

A:

2 w2+ K —mw? 2 minimal
p

ist. Wegen
0= (4p2:c+(/<;—mx)2)
2 2
— r=1 —'02
m m
ist A also an der Stelle
K 2p?
w=\/—— —
m  m?

maximal. Dieser Maximalwert ist

Amax -

und divergiert offensichtlich fiir p — 0.

Zu Aufgabe 39: Sei w > 0 irgendeine Kreisfrequenz. Dann {iberstreicht der Orts-
vektor

x(t) = cos(wt)ae; +sin(wt)bey

wéhrend des Zeitintervalls [0.27/w] einmal die zu untersuchende Ellipsenfliche.
GeméB Flachensatz ist der Flacheninhalt deshalb

[~
|

amfw | '
/0 () x () i
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Anmerkung: Das Ergebnis entspricht natiirlich der Vorstellung der Ellipse als ge-

stauchtem Kreis:

b
F = - 7 a’
a
" Kreisflicheninhalt
Stauchung

(vgl. Fuinote 36 von Kapitel 3).

Zu Aufgabe 40: Aus der Voraussetzung
x(t) xx(t)=0 VteJ

folgt die Existenz einer Funktion g(t) mit

und somit

g OO
Daraus folgt mit der Quotientenregel
d x(t) _ X(t) |x(8)] = x(t) & [x(t)]
d [x(t)] Ix(t)]”
(D.59),(D.60) !
also ’
x(t) = [x(0)] o
e X0

wie behauptet.

Zu Aufgabe 41: Zunichst sieht man leicht, dafl

(m1 + mg) Xs(t) = M }“(1 (t) + me )..Cg(t)
——

=—mq X1 (t)

=0

(D.59)

(D.60)
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und somit
X4(t) =0
gilt.® Andererseits gilt
. mo .
) = —2 t
X (t) —— miXi(t)
=F(x (1)) fexe)
.. my .
Xo(t) = ————  magXs(t
1 X(t) —— 2 Xo(1)

=—F(|x:(¢)]) ;:8\

und somit

Zu Aufgabe 42a): Die zeitliche Konstanz des RUNGE-LENZ Vektors folgt wie in
Abschnitt 3.5.3 fiir das KEPLER-Problem gezeigt:”

d, % x L d x
dt™ (.6 m_ dt |x|
_ _x><(x§<x) :ﬁ,%x
(C.6) Il
_ (x-)'c)xf‘(x-x)ic
(2.23) x|

Zu Aufgabe 42b): Weil wir nun A_ < 0 statt A > 0 haben, gilt jetzt

x x L
x| = x—A-x = —p+elx|cosp,
(C.6) MA_ .7

d.h.
x| (1 —€ecosp)=—p < 0,
C. 7
und damit (C.8)/(C.9). Bzgl. der Interpretation dieses Ergebnisses siehe Funote 11
von Kapitel 3.
Version vom 26. Marz 2009

8Es wirken nur innere Krifte; siche Abschnitt 3.4.3 der Vorlesung.
9Das Vorzeichen von A_ spielt dabei ja keine Rolle.
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Zu Aufgabe 42c): Mit

H
N
/
/

/
\ /7

%
VALIAN

\

\

\

\
S

def
¥ = arccos— = d------% S

folgt die Behauptung geméf

.U . om =2
sin— = sin
2 7T2
- (3
= cos
1

Zu Aufgabe 43a): Gemif der ersten abschlieBenden Bemerkungen zu Abschnitt
3.5.3 der Vorlesung liegt genau dann eine Kreisbahn vor, wenn

defXXL X

:A: —_—_— —
0 GmM |x|

zu irgendeinem (und damit zu jedem) Zeitpunkt gilt, d.h. wenn
x x Lo x (D.61)

und

xx Ll =GmM. (D.62)
Wegen

(D6]) «—= x L x
folgt aus (D.61)

Ll = |xxmx|

I

wegen X 1 L also

% x L| =mr|x[*.

Unter Voraussetzung von (D.61) gilt deshalb
GM

r

(D.62) < || =
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Zu Aufgabe 43b): Gemiafl Abschnitt 3.5.3 der Vorlesung entfernt sich m genau
dann unendlich weit von M , falls

GmM
x|

def T

0>F = —
2

%" —

gilt.'” Daraus folgt die Behauptung.

Zu Aufgabe 44: Sei x(t) der Ortsvektor des Systemschwerpunkts, also des Kugel-
mittelpunkts bzgl. der Aufhdngung:

PO €9

x(t)] =1,

e o) V x(t) =1 (cos ©(t) e; + sin (1) eg) :

T:

GeméaB Abschnitt 3.4.2 (und Abschnitt 3.4.3) der Vorlesung gilt dann bzgl. P :
Loes.(t) = ML(1)

ges.

= x(t) x mg + Xaum, XFaum (1) , (D.64)
=0
Lges.<t) = LBahn(t) +Leigen . (D65)
——
=x(t)xmx(t)
Geif (3.76) gilt auBlerdem
Lana(t) = m2p(t) es. (D.66)
Mit
2 .
Leigen(t) = £ m 77 o(t) €3
und

x(t) x mg = —1 sinp(t)m|g|es

folgt aus (D.64)—(D.66)
d 2 . 2 2 . .
T ml®p(t) + 5 mr o(t) ) e3 = =1 sinp(t) m|g|es

und somit die Bewegungsgleichung

2
m (l2 + 37“2) G(t) +m|g|l sinp(t) =0.

Version vom 26. Marz 2009
10 Aufgrund der Energieerhaltung ist der betrachtete Zeitpunkt irrelevant.




Anmerkung: Ublicherweise benutzt man die Niherung sinp(t) ~ ¢(t) fiir kleine
Auslenkungen.

Zu Aufgabe 45: Bzgl. der (geordneten) ONB (eq, eq, €3) gilt

2 F05) i (590) o) i3

=3 F(g))|s=g<x>

und somit

(
grad d(x) = 2> F(g(x)
(

Zu Aufgabe 46: Fiir jede Stammfunktion £’ von f gilt mit

V(x) ©_F (x-e) VxeR?

gemafl Aufgabe 45

—gradV(x) = f(x-e)grad (x-e)
Aot

= f(x-e)| 5z (x-e)

_0_

O3

(x-e)

(x-e)

Zu Aufgabe 47: Fiir jede Stammfunktion F’ von f gilt mit
Vix) ¥ —F(x|]) vxeR?

gemaf Aufgabe 45
—grad V(x) = f (|x|) grad |x] .

283
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Mit (9 5
_ i 1)2 2)2 3)2
xj
Kettenr. \/(J,’l)Q + (.7,'2)2 + (I3)2
mj
= = vje{1,23},
x|
also <
grad |X| = Ha

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 48: Aus

folgt
F)(t) = (—w?)"F(t) YveN (D.67)

und _
FE () = (—w?)" F(t) VveN,

aufgrund der Anfangsbedingungen also
F(0) = 0 VveZy
FHD0) = w (—w?)”
= —i(iw)* YreN.

F(t) ist also beliebig oft ableitbar und die TAYLOR-Entwicklung beliebiger Ordnung
2n + 1 ergibt sich zu

2n+1 1 1 t
F(t) = —i 0 4+ —— [ (=) FCD gy At
0=i 3 et Gy 0= @

v ungerade

Es ist also nur noch zu zeigen, daf§ das Restglied

_w2)V+1

1 ! 2n+1 n (
m/o (t =)y e A =

t
Nn2n+1 , ,
(D.67) m/o (t—t¢")"" F(t)dt

fiir n — oo gegen Null konvergiert. Das folgt aber aus

t
/ (t = )" F(¢) | < max [F(0) / L gy
0 0,
(t _t )2n+2 t'=t
t2n+zn+2 /=0

2n + 2
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und
$2n+2

lim ——— =0 VteR.
noo (20 + 2)! ©

Zu Aufgabe 49a): Fir v =1 gilt
£,(A)

M)\ = LAV
o Q.(1- )

F(\) VAeR\{-1,+1}

offensichtlich mit ,
PY= 20, Qu) = (1)

Angenommen, dies sei fiir v < n bereits beweisen, dann folgt daraus

FHD(\) = % <ﬂ F(A))

Qn(l - )‘2>
PO Qu1 = 2) + BN QL= X)
(Qn(l - )‘2))

LB PO
Qu(1=X) Qi1 =X

also die Behauptung fiir v = n + 1 mit

F() YAeR\{-1,+1},

Paa(N) = @u(1=22) (PP () Qu(1 = 2 + PN Q1 (1 - 32))
+Qu(1 = 22) P,(\) P(N)

und

Quinl1=23) = (Qul1 =) Qi1 -22).

Zu Aufgabe 49b): Offensichtlich gilt fiir beliebiges € N und = > 0

er Z/H‘% Vll v
% CX)
T—+00
Fiir # = {— ergibt sich daraus
2\ut1
141 - A[(1— A2 efe < U= XV e
I C 2 S
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und gemif a) damit induktiv, daf} alle Ableitungen von F'(\) sowohl bei A = +1 als
auch bei A = +1 existieren und Null sind.

Zu Aufgabe 49c): TAYLOR-Entwickelbarkeit von F'(A) an der Stelle A = £1 wiirde

F(£14+A)) = (eﬁ*% F(A))
[a==+1

= L (AN F¥)(£1)

fiir AX hinreichend nahe bei Null bedeuten. Da gemif} b)
FY(+1)=0 VYveZ,

gilt, konvergiert zwar die rechte Seite, liefert aber Null. Die linke Seite ist dagegen
fiur FAM € (0,2) positiv.

Zu Aufgabe 50: Man sieht leicht, dafl die Ableitung von f(A) fiir alle A € R
existiert:

) 0 fir A\ =0,
F) = 2()\ sin (A72) — A1 cos ()\_2)) sonst .
Daf} dieses f’(\) an der Stelle A\ = 0 nicht stetig ist, ist offensichtlich.
Zu Aufgabe 51: Mit den Definitionen

AFeder Arbeit der Feder wihrend [0, '],
Agesamt = Arbeit der Gesamtkraft wihrend [0,¢'],
Asus ©F Arbeit der zusitzlichen Kraft wihrend 0,

gilt
t/
AFeder - / X(t) . FFeder <X(t>) dt
0

——
=—rx(t)
Anfan—gsbed. X<t )‘ ’

t/
Agesamt = / X(t> ' Fgesamt (X(t)) dt
0

3

= o X

Anfan_gsbed. 2
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und somit

=
Qc;

|
P

gesamt AFeder

() + 5 x(t)[

o] 3

Gesamtenergie des Systems
= Massenpunkt + masselose Feder
zum Zeitpunkt ¢ .

Zu Aufgabe 52: Fiir die Kraft Fgy, (), die der Experimentator zur Zeit ¢ auf m
ausiibt, gilt
Fo— rx(t) + Fexp(t) = mx(t)

Newton

= mb.
Vorgabe

Fiir die Arbeit A, die der Experimentator wéhrend des Zeitintervalls [0,¢'] an m
verrichtet ergibt sich somit

A = /0 Foolt) - X(t) dt

- ~~
=mb—-Fo+r x(t) =bt
~~
=1p:2
t K t
~ b (mb—Fo)/ tdt+ 5P [ Sar
0 2 0
m 2 1 2 k|1 22
= PP T (=be?) 4 E by
> [bt O(Qt)+22t
m R
= R - By xlt) + 5

Gesamtenergie des Systems
= Massenpunkt + Kraftfeld
zum Zeitpunkt ¢’

Zu Aufgabe 53: Nach Aufgabe 47 ist nur noch zu zeigen, daf3
x| = [y] = V¥(x) = ¥(y)
gilt, falls
(D.68)

konservativ (¥ also auch stetig) ist.
Seien also x,y mit |x| = |y|, aber x # y gegeben und sei F(x) konservativ. Nach

Folgerung 4.2.8 muf} dann
/ F(x)-dx =0
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fiir jeden der geschlossenen Wege C. geméf folgender Skizze gelten:

Wegen (D.68) verschwindet das Wegintegral lings der Kreissegmente. Die Anteile
lings der Radialteile miissen sich also zu Null aufaddieren. Deshalb mufl nach Lemma
4.2.5 (Mittelwertsatz fiir Wegintegrale) und (D.68)

eV (P0A€> — eV <P0B6> =0 fiir geeignete A, B,
gelten, woraus fiir € — 0 schlieflich W (ﬂ) =U <1TB)> folgt.

Zu Aufgabe 54a): Das Geschwindigkeitsfeld ist

v(X) =wo X X, wo dof wo €3, (D.69)

weil das die richtige Richtung und den richtigen Betrag
|v(x)| = wo - Abstand von der Drehachse
hat.
Zu Aufgabe 54b): Bei Orientierung im Rechtsschraubensinne bzgl. e; gilt
C= {X(gp) R (cospe; +sinpey): ¢ € [0, 2#]} (D.70)

und damit gemé&f Definition des Wegintegrals:

v ax= [ (%) (%x«o)) do.

d
Da (wo, x(¢p), @ X(go)) fiir jedes ¢ ein rechtshéndiges Orthogonalsystem ist, gilt
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und somit, auch direkt der Anschauung entsprechend:

2
/V(x)-dx = / wo R Rdy
c 0 NN

=|v| =ds
27
= wyR? / dep
0
= Wy R2 27 .
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
Zu Aufgabe 54c): Aus (D.69) folgt
—72
v(x) =wp | +2! bzgl. (e, ey, e3)
0

und daraus offensichtlich die stetige Differenzierbarkeit des Vektorfeldes v(x) .

Zu Aufgabe 55: Die Wege C; und C, lassen sich wie folgt skizzieren:

Py
€9 Cl
: Ca
€1
PO CQ Py

Eine geeignete einfache Parametrisierung von C; ist dementsprechend
C, = {X(gp) o R(cospe; +sinpes): ¢ € [0,#/2]} :

Damit ergibt sich!!

REE " (x0)- (% X(so)) dy

/2 d /2 d
= [T xe Yot [ k)l |1ox)|de
0 dep 0 de
\‘,—/ ~ J
=R(—sinpej+cosper) \ =R? P
=—RF3 O’T/QSimpd;rRFg J/2cosgod<p =5 R? k2

und somit
/ F(x) dx = R (F2 - F}) —i—/iggRQ.
C1
Version vom 26. Marz 2009

HDer Kraftanteil —r; x trigt lings C; nicht bei, da die Wegtangente lings C; stets senkrecht zu
x ist.
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Da (e; x e2) X x lédngs Cy stets senkrecht zur Wegtangente steht, gilt

/CQF(X)-dx:/CQ(FO—mx)-dx

und somit, da Fy — ky x konservativ ist
/ F(x)-dx = / (Fo — k1 x) - dx
Ca C

Es gilt also insbesondere

Ky #0 = F(x)-dx# | F(x)-dx,
C1 C2

weil (e; X ey) x x mnicht'? konservativ ist

Zu Aufgabe 56: In Kugelkoordinaten gilt

g(rd,0) & g(g(r,ﬁ,w))-er(nﬁ,w)
M

2

r

2 T _GM
/ g(x)-dSy = / / G2 R? sind dd dyp
AUR(0) o=0Jo—o R?* ~—~——

=[dSx|

und somit

2 ™
= —-GM / sinv dd de
9=0

J/

—ir
= AnrGM

— im Einklang mit dem GAussschen Gesetz (4.49).

Zu Aufgabe 57: Gemifl Abschnitt 4.4.2 der Vorlesung gilt

/ dVy = / / / Rr? sin ¥ dr dv dy
Ur(0) =0 J9=0 Jr=0
= / r dr/ / 81n19d19dg0
=0 JI9=0

,,,13’ 47r

43.2

Version vom 26. Marz 2009

12Vgl. Aufgabe 54b).
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und somit:

4
— 1 R* =Volumen einer Kugel vom Radius R .

3

Zu Aufgabe 58: Die Halbkugel sei geméf folgender Skizze orientiert:

-

Aus Symmetriegriinden mufy dann fiir den Ortsvektor X (bzgl. Fy) des Schwerpunk-
tes der Halbkugel
X =X%es

gelten, wobei

2
X3 = pooo ot dVy
M Halbkugel —V -R
konst. =f cos?

= / r dr/ cos smﬂdﬁ/ dep

i ‘OR =lsm219| /2 _2“
B 3 R*1 5
" a2
mit 4
MY H TR?
gilt. Daraus folgt:
3
X =-Re;s.
S S

Zu Aufgabe 59: Wir betrachten nur einen einzigen Zeitpunkt und wihlen dafiir
die rechtshiandige ONB (e, es, €3) so, dafl der Zylinder das Gebiet

G {XGR3 2] < £l 4 a2 <R}

ausfiillt.
Dann gilt fiir den Tragheitstensor 6 des Zylinders (zum betrachteten Zeitpunkt)

e(eﬁek’)::u/(ejXX)'(ekXX)de V],k€{1,2,3}
g
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mit
1 ' Massendichte
M
TRL’

Aus Symmetriegriinden ist klar, dafl
j#k = 0(ej,ex) =0

gilt.’® Daraus folgt

0 (w1, ws) = Z (e -wi)(ej - w2)0 (e, ;) .

Es sind also nur noch die Haupttragheitsmomente
0 (e1,e1) =0 (e, ez) und 0 (e, e3)

zu bestimmen:

M +3 2 R )
Oes,es) = —mo7p h_L[pO/pOp pdpdedh
=dV
2M ;
= — p”dp
R/,
= M p2

M +L 2 oR
0(e;,e;) = L, / / (p? sin® o + h?) pdpde dh
A = ¢=0Jp=

L Je=0Jp=0
M R 21
= 5 [ Pldp / sin? ¢ dy +—/ h*dh
7TR 0 0 %
:%}%4 _ _i/OQW (e‘H‘P—e_iv)Q de _%

M L
= R*+— ).

Version vom 26. Marz 2009
13Denn:

0 (ej,ex) = 0(ej,—ep)
Symmetrie

= —0(ej,e) firj#k+#3.

Linearitét
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Zu Aufgabe 60: Fiir einen beliebigen festen Zeitpunkt ¢ wihlen wir eine Ortho-
normalbasis {e;, ey, es} des R® mit e3 = e(t). Damit ergibt sich

und somit

L(t) xe(t) <= 9t<ej,e(t)> —0 Vje{l1,2}.
Daraus folgt die Behauptung.

1

Anmerkung: Schon fiir Punktteilchen gilt L(¢) Qé et).

Zu Aufgabe 61a): Wir wihlen eine Orthonormalbasis {e;, ey, €3} des R® mit ez =
e. Voraussetzungsgemaf gilt dann

und

d]z*| = |v(x)] Vx€eR’.
Daraus folgt

v(x)=ds*e; VxR

und somit

s 2
v(x)-dSx = / / d R cost) cost) R* sindi)de

=3 =es-er =|ds|

2 s
= ng/ dcp/ sin ) cos? ¥ v
=0 9=0 P
——

-~

=27 _ 1 3 |7r
= 5 COS Y 0

— 2/3

4
= gﬁRSd.

4
Mit |Ug(0)| = 3 7 R? folgt daraus

X) - dS d.
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Zu Aufgabe 61b): Fiir die Ausdehnung in die Richtungen ey, €3, €3 mit den ent-
sprechenden relativen Langendnderungen pro Zeiteinheit dy, ds, d3 gilt

3
V(X) = Z dj .Z'j ej
j=1

und somit

4
/ v(x)-dSy = - T R*(dy + dy + d3) ,
dUR(0) 3

in Ubereinstimmung mit
div V(X) = dl + dg + d3

/ v(x)-dSy = / div v(x) dVi
DUR(0) GAUSS S Ug(0)

= (dy+dy + d3) |UR(0)] .

und

Zu Aufgabe 62: Aus Symmetriegriinden muf3

g(x)=9(r) &

=lx|  =x/|x]

und somit

g(x) - dSx = —47 G / (x) dVi
/E)UT(O) ( ) GAusssches Ges. U,(0) ( )

N ~~ v N 7/
=g(r) [0 Ur(0)| %ﬂr3,u firr <R
=4xr2 {gwR3u firr > R
N—
gelten. Daraus folgt
4
—Ggﬂur firr <R
g(r) =
GM
- firr > R
r

und somit gemaf Vorlesung g(x) = —grad V' (x) mit:

- fir |x| > R,
x|
Vix) — Vo, =42
~—~—~ ~~ “nGulx]* - 26 M fir |x| < R.
stetig Konvention 3 2R

differenzierbar
zwecks Stetigkeit



295

Zu Aufgabe 63: Die (e3 = —g/ |g|)-Komponente der gesamten Oberflichenkraft

auf IC ist
es- /M(—p(x) n(x)) |dSx| = [)g(—p(x) e3> - dSx

o /gdiv (—p(x) e3> dVi

0
= —/g%p(X)de,

wobei p(x) die Druckverteilung innerhalb der Fliissigkeit bezeichnet. Mit

p(x) = px-g+ const.
= —ulg|x® + const.

folgt daraus die Behauptung.

Anmerkung: Das Archimedische Prinzip ist physikalisch (auch ohne die verwende-
ten Naherungen) sehr plausibel:

Wenn man den Koérper durch ruhende Fliissigkeit ersetzt, kompensieren
sich Oberflichen- und Volumenkrifte. Die von auflen auf 0G wirkende
— von den tatséchlichen Gleichgewichtsverhéltnissen im Inneren von G
unabhéngige — gesamte Oberflichenkraft stimmt also bis auf Vorzeichen
mit der Gewichtskraft der verdrangten Fliissigkeitsmenge tiberein.

Zu Aufgabe 64: Indem wir e, in Richtung von 3 wéhlen, ist in Zylinderkoordina-

ten!*
£

de
H¢(p,g0,h) = H(,O,(,07h)~e¢,(p,cp,h)

leicht zu bestimmen:
T] ~ ep

2mp HY = H-dx

Rot .-§ymm. 8S,

‘\35};
S, f_& e /s : rot H - dS

MA;\/ELL /Sp J- ds.

Das Ergebnis lautet

J
HW(ﬂ? ®, h) = ?Pp’

Version vom 26. Marz 2009

t4Siehe Abschnitt 4.3.2 der Vorlesung.
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wobei J, den Gesamtstrom durch die Rohre vom Radius p um die ej,-Achse in
Rlchtung von ey, (> 0) bezeichnet. Es ist aber noch H? = H" = (0 zu zeigen:

Fiir einen unendlich langen Stromfaden sollte H unabhéngig von h sein. Daher:

¢J

2npl H? = H-dS
£ 5,

= / divHdV
GAUSS G
Pyl

= 0.

MAXWELL =

def
Andererseits muf H - e, wegen

rotH o ocey (D.71)
MAXWELL
konstant sein:
T J
> Ap Z<Hh(p) _Hh(p+Ap)>
- - =
— / H-dx
@p SpyApJ l 8Sp7Ap,l
_ / rot H-dS
STOKES Sp.ap.l
aSp,Ap,l MA;ELL 0

~—

Damit H" in unendlichem Abstand vom Stromfaden verschwindet, mufl H" also
iiberall verschwinden.

Zu Aufgabe 65: Fiir stetig differenzierbares F(x) gilt

v x (—x « /OlAF()\x)d)\)

o —(\V-/OIAF()\x)d)}x— (/OIAF()\x)d/\-V) x

J/

g g

=/ A2divF(Ax)dA =[} AF(Ax)dx

1 1
+(V-x)/ AFOX) A+ V [ AT X
N—J0

J

=[ Az d F(Ax)dA
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Mit 1
/0 (2)\ F(Ax) + \? % F(Ax)j) d\ = F(x)

'

=4 (/\2 F(/\x)>

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 66: Aus

d .
S 0(x(0)) = x(t) - erad @ (x(1)) (15)
und 9
5 X 0.0) = e(r,¢),
0
8_19X<7"ﬂ9,90) - 7‘&9(7‘,19,90),
0 .
%X<r’ﬁ’¢) = rsindey(r, v, )
folgt:
0
do) cgrad® = —o
(grad @) e, - gra or
9 def — lﬁ
(grad®)” = ey-grad® = 7"819(1)’
¢ def ) = L 0
(grad ®)” = e, -grad® rsind 0p

Zu Aufgabe 67: Zur Bestimmung von (rotj)” = (rotg) - e, seien Fléchenstiicke
Sarap folgender Art betrachtet:
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Dafiir gilt

/ 7-dx
OSAr,AY

r+Ar
— / (f(r’,ﬁ, @) — 7 (r', 9 + AD, gp)) dr’
' D+AD
+/ <(r + Ar) jﬁ(r + Ar, 9 @) — 1“]19<7', v, gp)) d
9

<]T(r1,19, ©) — 7 (r1, 0 + A, go)) Ar

(4 A0) 7+ Ar 1, 0) =7 (r,91,0) ) A
fir geeignete € [r,r + Ar], 01 € [0,0 + AV

Sats 3.3.4

0
Sut §2 9 - (%]T(r1719790)) A Ar

lo=2,

+ (%(rf(rl,ﬁ,gp))) Ar AY

|r:'r2

fir geeignete r, € [r,r + Ar|, 9, € [0,9 + AJ].

Mit
r+Ar I+ A9
|Sar,av] = rdd dr’
r'=r '=4
= rs Ar AY - fiir geeignetes r3 € [r,r + Ar]
Satz 3.3.4

folgt daraus:

(rot 9)” (r, ¥, )

1

f— 1m
Folg. 4.3.9  ArAI—+0 [Sar a0l Jos,, as

- rljzlr%((%(”““’wﬁ)

7-dx

- (% (1,9, 90)) |ﬁ_ﬁ2>

|r=7"2

Yy —19
- %%(”ﬁ N % 8198]7" '

Analog lassen sich (rot ])’9 und (rot 7)" bestimmen:
Fiir die Flachenstiicke

SAT7A¢ et x(¢', ") o x( 0,0 )i err+ Ar], ¢ € lp, o+ Ay

Kugelkoord.
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gilt

/ 7-dx
SAT,AAP

p+Ap
= [ (P00~ 6 A0+ A0, )
)

r+Ar
[T a0 -y
= (Tj(p(ﬁﬁ,@l) — (r+Ar) 2 (r+ Ar,z?,gpﬂ) sind Ay
(’" r, 0, 4+ Ap) = 57 (r, 9, w)) Ar

= (_r rg?(r, 901)>) Ar sinvp
|r:7‘2

+<8£ 7“1,1990) Ap Ar.

lo=e

mit geeigneten r, € [r,r + Ar] und ¢, € [p, ¢ + Ap]. Mit

r+Ar p+Ap
= / / r’ sind dy’ dr’
r @'

= r3sinddy’dr’

folgt daraus

(rotg)” = lim / 7-dx
Ar,Ap—+0 éi& A¢ 0Sar.ap
1 8 10

- S ).
r sinv &p r or

Fiir die Flachenstiicke

Saony Z {X(ﬁ’, ©) L x(r @) 9 € [9,9+ A0, ¢ € o0+ Aw]}



300 ANHANG D. LOSUNGSVORSCHLAGE

gilt

/ 7-dx
OSA®,Ap

D+AY
— / <]’9(r, 9, ) — 7 (r, 9, + Ago))rdﬁ/
9
pt+Ap
—I—/ (Sin(ﬁ + AD) )2 (r, 9 + A9, @) — sind 5 (r, 0, gp’))r dy’
)

_ G 9
= (FP00,0) = (b o+ A) )r A

<sin(19 + A9) 2 (r, 0 + A, 1) — sindd 57 (r, 9, gpl))r Ap

0
= - (%]ﬁ(ra 191780)) Ap r Ad

lo=e0

(aaﬂ (smﬁj (r, v, <p1)>> AY rAyp

l[o=0,

mit geeigneten ¥, € [0,9 + AvY] und ¢, € [¢, o + Ap]. Mit

V+AY  ppt+Ap
|Sav.np| = / / r? sin’ d’ dy’
¢'=

= r?sind; A19 Ay

folgt daraus

1
( ) A9 Ap—+0 [Sag.ap| Josaga.

1 0 1
" rsing 00 (sin v/ %) =

0

9
9

r sind

Im Einklang mit dem Ergebnis von Aufgabe 53 gilt somit

fir Radialfelder: roty)=0 «<— — )" = — /" =0.

Zu Aufgabe 68: Fiir die Gebiete

gAr,Aﬂ,Agp d:ef {X(Tlv 19/7 90,) : T/ € [T, T+ AT] 9 19/ € [197 % + Aﬂ] ) 90, € [907 2 + AQO]}
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gilt

/ 7-dS
OGAr, A, Ap
r+Ar 19+A19
o R G e R R )
r'=r Y=
9+ A9 @+A¢
/ / (r+Ar)? 7' (r+ Ar, 0, @) — 12 57 (r, 0, ¢')) sind’ dv’ d¢’
9=
o+ A 7"+Ar
/ / sm(ﬁ‘ + AY) 22 (19 4+ AV, @) —sind 37 (1, 09, <p’)>7°’ dr’' dy
®
= (j“’ U1, 0+ Ap) — 59(r1, 94, ))rl Ar AY
—l—(r—i—Ar "(r + Ar, 99, 02) — 12 77 (1, 192,902))Sin194A19Ag0
—|—(sm (9 + AY) 17 (r3, 9 + AV, @3) — sin ) 7 (r3, 9, <p3)>7“4 Ar Ay

lo=¢1

= <§]¢<T17191790>> Apry Ar A
+

(a2 (7"2 7 (r, 0, cpg)) Ar sinidy AV Ay
,

‘r:rg

0
(819 <sm19] (rg, 0 gog)) Adry A Ap

lo=w4

mit geeigneten r, € [r,r + Ar], 9, € [0,9 + A und ¢, € [p, ¢ + Ap|. Mit

r+Ar I+AY e+Ap
/ . / / ! /
Garav.np] = / / / sind’ dr’ dv’ dy
v/ ¢

'=¢

= 72 sinds Ar AY Ay

fiir geeignete r5 € [r,r + Ar] und 95 € [0,9 + AY)] folgt daraus

) - . 1 .
div g " hmAT’Aﬂ’A@HH) ‘gAr,Aﬁ Aso‘ fagAr‘Aﬁ’A¢j 1

B 1 0 10,5, 1
B rsmﬁ&py +r28 (r j)+TSIDQ9 o (Smﬁj)

und somit

fir Zentralfelder : divy(x)=0 Vx#0

<:>a( J)=0 Vr#0
or
> J(r,d,p) = f0, ) Vr#£0.

r2
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Zu Aufgabe 69: Die Behauptung folgt geméaf
Ad = div grad

= Lo (r* (grad @)")

Aufg. 68 T2 87’
L9 <sm19(grad D) >

+r sind 90U
1 0

r sin &,0

L 10(a0,
Auf;66 r2 Or (97“

1 0 1 0
3 (smﬁr(%‘@)

sin
1 1 0
r sin (r sin 890(I)>
10 19 0 1 9\’
h r2or < ) 2 sind 90 (Slnﬁﬁ_ﬁq)) * 72 sin? (%) ¢
a (4,0 0 0
E(r E@) = 5 (rar(rcb)—rq))
9\ 2

Zu Aufgabe 70a): GemiB (4.15) und (4.3) gilt'®
1

P~ (0 + o) = [ (1= (L2 (A0 ax VEE (12,3} x B
’ (D.72)

(grad ®)”

0
0
J dp
0
ar

bzgl. (e1, e, €3) mit

) ((xV)ahe0)
— iﬂ(aly ) Vke{1,2,3} ,xeR*.  (D.73)
v =0

I=1
Aus (D.73) folgt

ot ot [t
an(x) = | 2% % % | | 2°] Dbzgl (e1, e e3) (D.74)
J31 332 333 z?

Version vom 26. Marz 2009
1Warnung;:

(£x7") A%) = 2 7F ) F % Vg (M%)
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ko def i k
)b (axﬂ <x>)x_0.

969 = (3(0) +31(x))

‘ 2

sup < 00

0<|lxf| <1 |x

folgt aus (D.72) (mit der Dreiecksungleichung) wegen

1
sup | [ 1= ((£0754) 0 dA]/ x/?
0<|lx||<1 |J0
1
= sup sup / (1—=2X) (X'Vx’)2 jk()\X+X/)| - d)\‘/\x|2
o<|x<1 refo,1] |Jo T

/01(1 Y ( x VX/)ij(Ax—I—X’) dA

= sup sup — -
0<|1x]|<1 A€[0,1] x| |
x/=0
< .
Zu Aufgabe 70b): Aus (D.74) folgt
7% = 7%
rot yin(x) = | 7' — 2% Vx e R? (D.75)
4.34) 2 1
J1—7J2
und daraus die Behauptung.
Zu Aufgabe 70c): Aus (D.73) folgt
rot 3(0) = rot i (0)
und daraus mit (D.75)
1 LGl =072 = (% = 0ly) 2 ;
5 (0tg) (0) xx = o | (% —phy)a’ = (% —)%)2* | VxeR.
3 27\ .2 1 33 .1

Mit (D.74) ergibt sich daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 71: Fiir f(z) = z lauten die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialglei-
chungen

i?ﬁ(f(m—i—iy)) = +§y %(f(x+iy))

ox
53t in) = ~g R(farin)
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explizit:

0 d
=T = +— Yy,
ox dy
9., 4.
or? = dy

und sind offensichtlich fiir alle x,y € R erfiillt. Dementsprechend ist f(z) = z in
ganz C komplex differenzierbar und es gilt
d 0

&Zza(x-my)::l Ve=x+iyeC.

Fiir f(z) = e* lauten die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen explizit

2 (e cosy) = +2 (e® siny) ,

ox Jy
B (e* siny) = ~ay (e cosy)

und sind ebenfalls fiir alle z,y € R erfiillt. Dementsprechend gilt

d 0
e e = £<egC (cosy + 1 siny))
= ¢ VzeC,.
Zu Aufgabe 72: Die Aussage
d
—2"=n""! VzeC,necZ, (D.76)

dz

ist fiir n = 0 trivial, fiir n = 1 in Aufgabe 71 bewiesen und folgt damit fiir beliebiges
n € N durch vollstandige Induktion nach n :

dZ PI‘O(;lktr. dZ dZ
N—— N——

= 1 = nzn—1
Aufg. 71 Vorauss.
= (I+n)=z".
Fiir 2 # 0 und n € N folgt damit auch
d _, d 1
—Z = R
dz dz zn
_ @D -(Ee)
Quotientenr. (Zn) 1
—nz7 1

(D.76)
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Also:
d n n—1
-— Z =Nz

7.
s VzeC\{0},ne

Dementsprechend ist f(z) = 2" fir n € Z, in ganz C, fir —n € N in C\ {0}
holomorph.

Fir n € Z gilt nun

4 (") = d on ( d - )
dz Xp 12 Kettenr. dz - dz’ ‘ |.r—.n

= nzn—1

§:0- Aufg. 73766
=  nz"lexp(z")

fir 2 € C, fallsn € Zy , fiir z € C\ {0}, falls —n € N.

Dementsprechend ist f(z) = exp (2") fir n € Z, in ganz C, fir —n € N in
C\ {0} holomorph.

Zu Aufgabe 73a): O.B.d.A. sei R(R) > 0 angenommen. Offensichtlich gilt
Crn =Ci(N) +...+Cy(N) (D.77)

fiir die Wege C,(N) gemé$ folgender Skizze:

)
YR |m==" T2
Cu(V) - 20+ R
N P
Ca(N) % Ci(N)

Dabei ist z.B. o
<Z(y) é N+Zy707y72>

eine einfache Parametrisierung von Co(/N) und dementsprechend gilt

/ 6—22 dz /yR 6—(N+iy)2 dz_(y) dy’
Ca(N) 0

dy

E\/'-/

=i

12

< |yr| max |e”NVFiY)
lyI<ly=|

< yr|e NNl (D.78)
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Wegen
S(R)]
2 A déf |\S( 1
R(R?),R(R)>0 = RR) ©
gilt
|yR|§(l+N)\)\ ;9
<1

also

N? -~ Nlyg| > (1 =N N?—IAN
0
>

und somit gemaf (D.78),(D.79)

Analog zeigt man

Andererseits gilt offensichtlich

2 +N 2
/ e dx = / e v dx
Ci(N) —N

Da
(z(x) e+ R, — (N + §R(z0)> , +(N - 3%(20)))

eine einfache Parametrisierung von —Cs(N) ist, gilt schliefllich noch

+N—-R(20)
/ e Fdz = - / Vet 4200) g,
Ca(N) —N—R(z0) dz
—R

N—oo

+o00
N —R/ e_(R”“LZO)2 dx .

Mit

4
2 2
e dz = E / e * dz
/cR,N D71 Jeu

und (D.80)—(D.82) folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 73b): Aus dem CAUCHYschen Integralsatz folgt

/ e dz=0 YNEN
Cr,N

(D.79)

(D.80)

(D.81)

(D.82)
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und daraus mit a):

/+oo —(Ra+z0)> d 1 /-i_oo —x2 d
e xr = — e X .
. R J

o0 9
/ e dr = //6123’2 dz dy
= 27?/ e~ dr
0
NZ3

Mit

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 74: Jedes z € C\ Sy hat eine eindeutige Darstellung der Form
z=re?, r>0, pc(y—2m).

Deshalb ist .
sqrt,, (2) dof Yrets Vr>0,pe @ —2m,1)

eine Definition von sqrt,, auf C\ Sy mit dem Wertebereich
sqrty, (Sy) = {ei% z:z2e€C,R(z) > 0}.
Diese Funktion ist die Umkehrfunktion der auf sqrt,, (Sy) eingeschrénkten holomor-

phen Funktion f(z) = 2% und damit — gemiB komplexer Differentiationsregel fiir
die Umkehrfunktion — ebenfalls holomorph:

d 1
— sqrt =—— Vze(C\S,.
az " »(2) 25qrt,(2) 2€CAS,
Zu Aufgabe 75: Wegen
1 B 1
(x4 20)" +1 ((a:+zo) +i) ((erzo) —i>

1 1 1
2% \x4z—i x+zo+i

) Vo eR (D.83)

ist der Integrand stetig und fiir die Funktionen

ei(z—i—zo)

fx(z) = ki (D.84)
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gilt offensichtlich

J— 1 ! ! . . .
Resgiz (Fy) bis1s O /aw(:pz'—zo) fe(z)dz"  fiir hinr. kleines r > 0
_ et firz4+2+i=0, (D.85)
Las10 (0 sonst . ’

AuBerdem gilt

+o0 e'i(erzo) ei(erzo)
/ —————dr= lim / ——dz
o 1+ (z+ 20) N—+oo Jo 14 (2 + 20)

fiir die wie folgt skizzierten geschlossenen Wege Cy :

Y
Cn
-N +N 7
Mit (ot20)
i(z+20 1 1
/ 6—2 dz = — f-(z)dz — = fe(z)dz
en 1+ (2 + 20) (D.84),(D.83) 2t Jey 2i Jey

und
/ fi(z)dz = {27ri Reszis(fe)  falls S(z0) < F1 fiir hinr. grofies N € N
Cn

F4.5.16 L () sonst

folgt daraus

1 /+oo oi(z+20) Resyiz(f-) — Res_i—. (f4) falls S(2) < —1,
————dr =1 Res;_., (f- falls S(zg) € (—1,+1),
. 1+(l’—|—20)2 0 + o(f ) SOHSt.( 0) ( )

Mit (D.85) folgt daraus schlieflich:

™

/+oo oi(@+20) { m(l/e—e) falls S(z) <1,
———dr=4q7/e falls $(z0) € (—1,+1)
2 0 ; y
oo 1+ (2 + 20) 0 sonst .

Zu Aufgabe 76: Offensichtlich ist In,(2) fir z € C\ Sy (S, wie in Aufgabe 74
angegeben) definiert und durch

In, (re“") =In(r)+ip Vr>0,¢p¢€ (—2m1)
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gegeben. Die komplexe Ableitung ist

1
iln¢(2):; VZEC\SL/,

Mit der Definition
(21)? = e2E) ¥z eC\S,y, meC
gilt u.a.
(7)) = )= (1)

fir alle z; € C\ Sy, und 23, 23 € C mit 25 Iny(21) € C\ Sy . Im Falle ¢ € (0,27) gilt
auch

=1 VzeC, (*2)
aber Anwendung der Regeln (x;),(*2) ohne genaue Beachtung ihres Giiltigkeitsbe-
reichs fithrt auf unsinnige Schlufifolgerungen wie z.B.:'6

e = el

_ (61‘27r>%
= l3=

= 1 VzxelR.

12m) 5

Zu Aufgabe 77a): O.B.d.A. kénnen wir voraussetzen, dafl )(z) nicht fiir alle z € C
Null ist. Geméafl Fundamentalsatz der Algebra existiert dann ein a € C\ {0} mit

n

Q=) :aH(z—zy) VzeC (D.86)
v=1
und somit .
Quz)=a]](z—2) VzeC,ve{l,....n}. (D.87)
pn=1
uF Y

Die @, sind also Polynome (n — 1)-ten Grades, die der Bedingung
Qu(2)#0 <= v#upu (D.88)

geniigen und deshalb linear unabhéngig sind:

— A Qu z
(D.88) ; 2

= 0 Vwped{l,....n}.

Y MQu(z)=0 VzeC = A
v=1

Version vom 26. Marz 2009
6Hier ist zu beachten:

Y <2m = 27 ¢ (Y —2m,0).
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Zu Aufgabe 77b): Da die @), linear unabhéngig sind, 148t sich jedes Polynom vom
Grade < n, insbesondere also auch P, als Linearkombination der (), darstellen:

P(z) = i A Qu(z) VzeC. (D.89)

GemiB (D.88) gilt (1D.89) mit

#0
d.h. es gilt
= P(ZV)
P - v
D P E N R R
B " P(z) 1
= Q(Z); 00(z) 7 =2 VzeC.
Mit
Qu(2u) (D.86§D.87) Q'(z,) Vpedl,...,n}

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 77c): Hier gilt

v=1
vEw
und somit geméf b):
22+ 2 - z% + 24 1
(z —21)(2 — 22)(2 — 23) (21— 22)(21 — 23) 2 — 21
B 25+ 2y 1
(20 — 23)(22 — 21) 2 — 29
22 4 24 1

= VzeC.

(23 — 21)(23 — 22) 2 — 23



ik 1 i (t
Zu Aufgabe 78: Aus i(t) = ()] folgt = i )2 und daraus durch Inte-
to xo toxo  |x(t)]
gration iiber das Zeitintervall [0, ]
t t N t/
- = L)Q dt’
to zo to |2(t)]
1 t'=t
B () |y
1 1

Anfangsbed. 79 2(f) |
Die Auflésung nach z(t) ergibt:

g —t

(1)

g Vi<tg.
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Die Beschleunigung ist also so grof}, dafl z(t) fiir t — ¢, divergiert (ins Unendliche
lauft). Deshalb ist eine stetige Fortsetzung der Losung iiber das Zeitintervall —oo <

t < tp hinaus natiirlich nicht méoglich.

Zu Aufgabe 79a): Die Behauptung folgt direkt aus

0 1/t z(t) \ i(t)
—w?t, t(t)te )]  \ —w?tex ’
(2 7)) = (50
Zu Aufgabe 79b): Aus (C.12) folgt
() - (0%

—D2t XNt = X2%(1)
= t. X(1)

also

und somit die Behauptung.

Zu Aufgabe 79c): Aus

folgt

M21/+1 — (_1)1/ szM
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und somit

=3 (1) (h ((1) (1]> *ﬁM) |

Daraus folgt

eMt<(1)):§:((;i)>:( ( )+§: 2u+z Ml(—gte)

v=0

(2)- S () e (4)

und somit wegen

sowie

3

I/

o
,  sin(wt) Z B + )+t
v

v=1 l/:0

cos wt

die Behauptung.

Zu Aufgabe 79d): Da offensichtlich

4

dt
gilt, sind X () und X5(¢) Losungen von (C.12), die fiir ¢ = 0 (und damit fiir alle ¢)
unabhéngig sind.

Mt:MeMt VteR

Zu Aufgabe 79e): Die Behauptung folgt aus a)—d).

Zu Aufgabe 80: Gemafi Abschnitt 3.4.4 der Vorlesung ist

Ux) =5 Ix
die potentielle Energie der Kraft
F(x) = —kx
einer idealen Feder. Daraus folgt
F(x)[*
U =
(x) = —_

Die potentielle Energie verschwindet bei beschréankten Kriften also fiir k — oo und
deshalb kénnen die inneren Kréfte bei Energiebilanzen fiir (nahezu) starre Korper
vernachléssigt werden.
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Zu Aufgabe 81: Aus

L+ AF = E

folgt

mit
E, = Ey—

HookEe

Anmerkung: F; — Ey = stimmt also mit der Vorspannung F; iiberein.

Zu Aufgabe 82a): Wie bei der schwingenden Saite (nur 1-dimensional und ohne
Vorspannung) gilt

la
I
mit

F(li,lo,t) =(lo—li)png (Schwerkraft)

und

(x(l F ALY — 2, t)) ~ Al
Lep(bt) = fim, B Al

= Fy&'(l,t). (D.91)
Einsetzen von (D.91) in (D.90) und Division durch ly — [; ergibt im Limes Iy, l; — [
pE(lt) =pg+ Eo§"(1,t).

Mit )
wi =&, m=pulg (D.92)
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folgt daraus die angegebene Wellengleichung.
Die Randbedingung
€0,t) =0 VteR
entspricht der festen Aufhéngung der Feder bei [ = 0.
Die NEWTONsche Bewegungsgleichung fiir M ist

M #(Lo,t) = Mg — I y(Lo,t)

= Mqg— Ey&(Log,t).
Do) g of(o)

Mit (D.92) folgt daraus die Randbedingung

(Mg(z,t) + B, 5’([,15)) ~My. (D.93)

1=Lg

Zu Aufgabe 82b): Dafl

mg 12+m+]\/[

ar lt déf_—
gp t(’) 2EOL0 E[)

gl

eine Losung obigen Randwertproblems ist, folgt unmittelbar aus
Epart(0,1) = 0 VteR,

mg H_m—i—]%

— VIiel0, Ly, teR
EOLO EO g 6[70]7 €

{'part(l,t) =

und

"vart(l,t) = — )
§"part(l, 1) B L ?

Zu Aufgabe 82c): Einsetzen von
(L) = (1) h(t) + Epari (L, 1)

in die inhomogene Wellengleichung liefert

Eo Lo
m

F() A(D) f' (1) h(t) =0

und somit!”

h(t)  EyLy f(1)
W) mo f(1)

Version vom 26. Marz 2009

ITEigentlich miiiten méogliche Nullstellen diskutiert werden.
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Da die linke Seite nicht von [ und die rechte Seite nicht von ¢ abhéngt, aber beide
Seiten gleich sind, sind beide Seiten konstant. Insbesondere gilt also

h(t
% = (C fiir geeignetes C' € R.

Da h(t) nur fir C' < 0 periodisch sein kann, folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 82d): Die Bedingungen

m

f(1) = “E L

wrf(1l), £0,t)=0 VteR

sind dquivalent zu

(1) x sin (w E;”LO z) . (D.94)

Andererseits ist die Bedingung (D.93) unter den Voraussetzungen
h(t) = —w? h(t)
und (D.94) dquivalent zu

. m m m
— M w? SID(WHEOLOLO) +E0w1/E0L0COS(w EoLoLO) =0,

also zu

Zu Aufgabe 82e): Fiir

w:+—ﬁ
M+meﬂ
[ m m | M+ meg
tan {/ —— = — {/ —. D.96
a M+meg M m ( )

Fiir meg = 0 ist die linke Seite wegen m < M grofler als die rechte. Da die linke
Seite eine monoton fallende, die rechte dagegen monoton wachsende Funktion von
meg > 0 ist und die rechte Seite beliebig grole Werte annehmen kann, existiert
genau eine positive Losung meg von (D.96) und dafiir gilt

+L+1(+L)3 o tam ]
M+me 3 M + Mmeg TAYLOR M + meg
_ m oy | M+ meg

D96 MV m

ist (D.95)dquivalent zu
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also
1 m N M+ meg

3M+meg = M

Daraus folgt schliellich

Q

2
(M+meg) _ (M + meff)

wl3

M

Mefr

=  Meft <1+ M)
X Mefr

M
Anmerkung: Tatséchlich ist meg etwas grofer als m/3, aber bereits fir — > 2
m

betrigt die Abweichung weniger al 4% .
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