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Vorwort

Der bis jetzt nur abgehandelte ‘Teil I’ beinhaltet Anwendungen der Theorie
der analytischen Funktionen einer einzigen komplexen Verdnderlichen auf folgende
Gebiete:

Ebene Elektrostatik,
Lineare elektrische Netzwerke ,
Dispersionsrelationen in klassischer Elektrodynamik und Quantentheorie .

Obwohl dies keinesfalls als Ersatz fiir eine Mathematikvorlesung iiber Funktionen-
theorie gedacht ist, werden alle notwendigen mathematischen Hilfsmittel im physi-
kalischen Zusammenhang erarbeitet.

Literaturempfehlung: (Kyrala, 1972)
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Kapitel 1

Behandlung von
Schwingungsvorgiangen mithilfe
komplexer Zahlen

1.1 Lineare harmonische Schwingungen

1.1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Komplexe Zahlen z = x 4 iy € C entsprechen bekanntlich 2-er Vektoren (Zahlen-
paare) (:;) € R%. In Polarkoordinaten (siehe Abb. 1.1) ist diese Zuordnung durch

i def . .
z=¢€"T% = e cos p +ie” sin @

gegeben, wobei ¢ natiirlich nur mod 27 bestimmt ist. Die Addition entspricht derje-
nigen fiir Vektoren:

. . def .
(x1 +iy1) + (xe +iy2) = (x1 4+ 22) +i(y1 + y2) -

{72 . z
2
|
sOX |
T
Xr = pCOsS Y . . ) )
y=osing & = ¢ firgeeignetes 7 € RY.

Abb. 1.1: 2-dim. Polarkoordinaten
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z1+ 29

P1+ p2

hier: 1, w2 >0
Z2

V\
2P
N

Abb. 1.2: Komplexe Multiplikation

Zusatzlich fiihrt man jedoch die Multiplikation

eritivl | pratips def e(r1+r2)+i(<,01+<p2) (1_1)

ein, mit der die komplexen Zahlen zu einem Korper werden. Wie in Abb. 1.2 ver-
anschaulicht, wird bei Multiplikation von z, mit z; der z, entsprechende Vektor um
den Polarwinkel des z; entsprechenden Vektors dem Urzeigersinn entgegengesetzt
gedreht und mit dem Betrag des z; entsprechenden Vektors multipliziert:'

"2 cos(p1 4+ p2) | _ o [(Cospr —sing e cos vy
et sin(pr + ) ) sin oS ¥1 e”singy )
Daraus folgen die bekannten Additionstheoreme:

cos(p1 + @2) = €OoS Y1 €S Yy — sin g sin @y
sin(p1 4 o) = sin ¢y €os pg + cos @1 sin s .

Die Multiplikation ist somit dquivalent zu

(21 +iyr) - (x1 +iy1) = 122 — Y1y2 + (Y122 + T1Y2) , (1.2)

also zur iiblichen Multiplikation unter Beachtung von

o9 def . .
2=q-i=—1.

Ubliche Bezeichnungen fiir z = z + iy

(2) ey Realteil von z,

=

(2) ey Imagindrteil von z,

|| =2+ Betrag von z,

def Yy
argz = p = arctan =~  Argument von z,
x

74, 1y zu z konjugiert komplexe Zahl.

&2

Version vom 26. Marz 2009

Der Korper der komplexen Zahlen ist also isomorph zum Koérper der reellen orthogonalen
2 x 2-Matrizen beliebiger Determinante.



1.1. LINEARE HARMONISCHE SCHWINGUNGEN 9

Einfache Folgerungen:

R(z) = 212, (13)
~ _Z—E
3(x) =227, (14)
05
Zzm=7 7, (1.6)
R(Zre) = 1) m2> 1.7
= (5) - (22, %
T i)
I (Z122) =3. Komp. von | y1 | X | w2 |- (1.8)
0 0

Ubungsaufgabe 1 Man behandle die Bewegungsgleichung fiir die ebene Bewe-
gung eines Elektrons im konstanten homogenen Magnetfeld als Differentialgleichung
einer komplexwertigen Funktion.

1.1.2 Wechselstromwiderstande

Die komplexe Funktion der Zeit

2(t)=_A W o reell (1.9)
>0

beschreibt eine gleichformige Kreisbewegung (Abb. 1.3).

Die Projektion von z(t) auf die a-Achse liefert die harmonische Schwingung

R(2(t)) = A cos(wt + ).

Multiplikation von z(f) mit einer komplexen Zahl R andert die Amplitude A um
das |R|-fache und verschiebt die Phase um arg(R), 1a8t aber die Kreisfrequenz
w unverdndert:

Re(t) = [R| Aeilwt+e+arg(R) (1.10)
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2(1)
A

I
I
I

wt + ¢ : €T
T

I
A cos(wt + ¢)

hier: wt 4+ ¢ > 0

Abb. 1.3: Gleichformige Kreisbewegung

Daher 148t sich die Wirkungsweise aus Kondensatoren, Spulen und ohmschen Wi-
dersténden aufgebauter 2-Pole auf Wechselstrome 1. Art (rein sinusférmig) nach
Abklingen des Einschaltvorganges als komplexes OHMsches Gesetz

Ut) = RI(t) (1.11)

schreiben, wobei:?

Ut) = \[{/ei(“”w) . komplexe Spannung,

>0
I(t) = _1 e'“*¢1) .  komplexer Strom,

>0
R: komplexer Widerstand (Impedanz) .

Man beachte: )
Uli,Q(t) = / E(X,t) -dx = @1 — @2
1

+

1>0

Ubliche Bezeichnungen:

R(R) : Wirkwiderstand (Resistanz),
$(R) . Blindwiderstand (Reaktanz) ,
R|:  Scheinwiderstand .

Version vom 26. Marz 2009
2Physikalisch relevant sind natiirlich nur die Realteile von &/ und Z .
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Ubungsaufgabe 2 Man zeige:

1.
R fiir ideale OHMsche Widerstiande ,
R = —5 fiir ideale Kondensatoren (C' > 0),

iwL  fiir ideale Spulen (L > 0).

2. R = R1 + Ry bei Serienschaltung:

1 1 1
3. == o + R bei Parallelschaltung:

Beispiel Schwingkreis:®

| L o
L - L L L L o 1
U
hier ist .
R=R+i|lwlL——
+z(w wC’)’

und das komplexe OHMsche Gesetz beschreibt die Zeitableitung Z(t) = Q(t) der
asymptotischen Losung der Differentialgleichung

RO(t) + L) + 5 Q(1) = U iwiteu)
fiir die (komplexe) Kondensatorladung Q(¢), die dem Losungsansatz
Q) =Q piwtteq)

entspricht und somit die Bedingungen

WLT() =LOW) . —=T()= Low

Version vom 26. Marz 2009

3Vgl. (Sommerfeld, 1964, §18.A).
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erfiillt. Aus dem OHMschen Gesetz folgt unmittelbar:

Ut U
IZ(t)| = =
IR \/R2 + (wL — %)2

maximal fiir w? = 7 . (1.12)

Warnung: Das Fehlen eines Kondensators entspricht nicht dem Limes
C — 0, sondern dem Limes C' — oco.

Ubungsaufgabe 3 Man zeige, dafi dagegen

2
|Q(t)| maximal fiir w? = max {O, % - (%) } (1.13)

ist! und diskutiere die Phasenverschiebung der erzwungenen Schwingung.

1.1.3 Leistungsanpassung

Die Wirkleistung N , d.h. der zeitliche Mittelwert der Leistung, ist fiir die Kreis-
frequenz w

27 JO
= %% Ozn/w (ei(wt+<pU) + efi(thrapU)) (ez’(thrcpz) + efi(le*PI)) dt
(1.9)
= %COS(@U — 7).
—_——

Verlustwinkel

N = 2 [CSuUE)RI0) d

Also:

N=1% <Z/l(t)I(t)> (171)%|I(t)| W%@t . (1.14)

Ubungsaufgabe 4 Man zeige, daB ein Verbraucherwiderstand R einem Wechsel-
stromgenerator mit Innenwiderstand R; genau dann die maximale Wirkleistung (bei
gegebenem w) entzieht, wenn R = R; .

Version vom 26. Mérz 2009
4Man bestimme das Minimum von (1/|Q|)? als Funktion von w? durch Differentiation.
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1.2 Uberlagerung harmonischer Schwingungen glei-
cher Frequenz

1.2.1 Gleichorientierte Kreisschwingungen

Anschaulich ist klar, daBl die iiberlagerung gleichférmiger Kreisbewegungen gleicher
Kreisfrequenz w wieder eine solche ist:

Y wa(t) + z(t)

Al

mathematisch ist das im komplexen Formalismus ebenso klar, da geméafl (1.9)/(1.10)
eine komplexe Zahl R existieren muf, fiir die

Z9 (t) =R 21 (t)

und somit
21(t) + 22(t) = (1 + R) (1)

gilt. Durch Projektion auf die z-Achse erkennt man daraus mit (1.10):

A; cos(wt + ¢1) + Ay cos(wt + @) = |1 + R| A cos (wt + 1 + arg(l +R))
mit: R & éei(m_‘pl) .
1

(1.15)
Die Menge der linearen harmonischen Schwingungen fester Frequenz und Schwin-
gungsrichtung ist also invariant bzgl. Uberlagerung (Addition) von Schwingungen.

Ubungsaufgabe 5 Man zeige:

1+ R|= \/1+2|R|cosarg(R)+ R, (1.16)

[R|sin (arg(R))

1 = t )
arg(1+R) = arctan - (R))

(1.17)
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1.2.2 Entgegengesetzt orientierte Kreisschwingungen

Elliptische harmonische Schwingungen sind solche der Form

2(t) = €¥ (a cos(wt + @) +ib sin(wt + p)) . (1.18)

Sie ergeben sich bei Uberlagerung gegenlaufiger gleichférmiger Kreisbewegungen
gleicher Umlaufzeit T = %’r :

A+ei(wt+<p+) + A_eilwt+e-)
— . +o_ . +e_
= i (A+€z(wt+*"+2“” ) —|—A,e_z<m+w+2¢ ))

=TT ((Ay + A-) cos (wt + £52=) +i(AL — A_) sin (wt 4 &52=))
= (1.18) mit:
G=A, +A . b=A,—A_ 5:%, gpz#. (1.19)

1.2.3 Orthogonale lineare Schwingungen

Durch Uberlagerung orthogonaler linearer Schwingungen entstehen ebenfalls ellip-
tische Schwingungen:

R(21(t)) + R (Rz1(1)) -
1+iR 1+ R——=

Uberlagerung zweier gegeldufiger Kreisschwingungen

elliptische Schwingung (nach 1.2.2) .

[l =

Die Bahnellipse ist also bis auf einen Mafistabsfaktor |z;| durch R bestimmt.
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Daher 148t sich ein komplexer Widerstand auf einem Oszillographen leicht sicht-
bar machen ( Wirzlausverfahren, relativ ungenau):

Ubungsaufgabe 6 Man zeige, da8 sich (1.20) in die Form (1.18) mit

= e _—
1+1R a-+b

(1.21)

bringen 1iBt (Auswertung entspr. Ubungsaufgabe 14)

1.3 Uberlagerung harmonischer Schwingungen un-
terschiedlicher Frequenzen

1.3.1 Zwei beliebige Frequenzen

Die {iberlagerung zweier linearer harmonischer Schwingungen verschiedener Fre-
quenzbetrige ist i.a. keine harmonische Schwingung mehr.

Ubungsaufgabe 7 Man zeige, daf

Acos(wit + 1) + B cos(wat + ¢2)
= (A+ B)cos(wyt + py)cos(w_t + ¢_) + (A — B)sin(wyt + ¢y )sin(w_t + ¢_)
it def W1 £ wo def P1 & P2
7 T g
gilt’ (kleiner Modulationssatz) und diskutiere das Ergebnis (Schwebung!) fiir
lwg —ws| < |wg +wy|, |A—B| < |A+ B.

Version vom 26. Miarz 2009
5Bzgl. der Ubertragung auf fortschreitende ebene Wellen siche z.B. (Reider, 1997, S. 10,
Abb. 1.2).
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1.3.2 (Ganzzahlige Vielfache einer Grundfrequenz

Die (komplexwertige) Funktion f(t) erfiille die 5 sog. DIRICHLETschen Bedingun-
gen

(i) f(t)=f<t+i—:> ViER,
(ii

) f ist stiickweise stetig.

(iii) R(f) und I(f) sind stiickweise monoton,
) f
)

(iv) f ist beschrankt,

(v) §f§ stimmt an Sprungstellen mit dem Mittelwert von links- und rechtsseitigem
Grenzwert {iberein

Dann 148t sich zeigen (siehe Anhang B von (Liicke. ein)):

1. Es gilt die sog. FOURIERsche Rethenentwicklung

+N
T inwot
f(t) = Jim > co(flem ViR,
" (1.22)
def Wo +m/wo ; /
wobei: ¢, (f) = 2—/ f(te ot dr .
T J—7/wo

2. Die Konvergenz in (1.22) ist gleichméBig iiber jedem abgeschlossenen Ste-
tigkeitsintervall von f.

3. Es gilt

1nw0t
1) dt Nli%o Z i nwy (1.23)

an jeder Stetlgkeltsstelle von f.

4. Falls f insgesamt stetig und stiickweise differenzierbar ist, gilt

cn(f) = M Vne€Z;. (1.24)

1wy
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1.3.3 Beliebiges Frequenzspektrum

Die (komplexwertige) Funktion f(t) erfiille die in 1.3.2 angegebenen DIRICHLETschen
Bedingungen mit Ausnahme der Periodizitétsbedingung (i) und sei absolut integra-

bel, d.h.:
+N

lim |f(t)] dt < oo.
N—o0 _N

Dann 148t sich zeigen (siehe Anhang B von (Liicke, ein)), dal die sog. FOURIER-
Transformzierte

For® —— [ pweai (129
existiert und die Bedingung
1 Foo -
f(t) = JvlgnooE /_OO flw)et™ dw (1.26)

fiir alle t € R erfiillt.
Die FOURIER-Transformation (1.25) ist ein gutes Hilfsmittel zur Losung von
Differentialgleichungen.

Beispiel (1-dim. freie SCHRODINGER-Gleichung):

Statt der partiellen Differentialgleichung

0 1/ hO \2
ihr () = 2m( e ) U(z, 1) (1.27)
Impulsop

untersucht man (zunéchst formal) die entsprechende Gleichung fiir die modifizierte
FOURIER-Transformierte

- def 1~
U(p,t) = -

\If( Uz, t)e P da (1.28)

ﬁ \/ 21h

von U(z,t) hinsichtlich der Variablen x. Aufgrund der Umkehrformel

U(z,t) = / (p, et dp (1.29)

\/_

ergibt sich dafiir

0 :/ ihg\i!(p t) — ﬁ@(p £) ) etire dp
ot 2m


file:ein.pdf#ein-SB
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und somit (formaler Beweis als Ubungsvorschlag) die (fiir jeweils festes p) gewohn-
liche Differentialgleichung
d - p? .
h—V(p,t) = —U(p,t).
i p.t) = W (p,t)

Die Losungen letzterer sind offensichtlich von der Form

2
r
Zt.

St

U(x,t) = ‘i/(p)e_

Somit sind die Losungen von (1.27) geméf (1.29) von der Form

U(x,t) = ! /\if(p)e_g(éi’t_m) dp, (1.30)

/ ~————
2mh ebene Welle

wobei geméf (1.28)

- 1

U(p) = \/ﬁ/\lf(y,O)emdx (1.31)

gilt — was man in diesem einfachen Falle natiirlich auch direkt hétte erraten kénnen.




Kapitel 2

Grundziige der Funktionentheorie

2.1 Holomorphe Funktionen und konforme Abbil-
dungen in der Ebene

2.1.1 Konforme Abbildungen und ihre Bedeutung
Eine stetig differenzierbar Abbildung

Oa(x>'_>(u(x,y))eR2 (2.1)
y v(z,y)
eines offenen Teilgebietes O des R? in den R? nennt man (direkt) konform, falls

eine Mafistabsfunktion A(z,y) > 0 und eine (modulo 27 definierte) Winkelfunktion
o(z,y) existieren mit:!

a (u(z),y)) _ ()
dt (v (x(t),y(t)) ) — Az (), y(t) Dya(e) gy y(t)
fiir alle stetig differenzierbaren Bahnkurven (zg; ) in O, (2.2)
wobei D, die Drehung der z-y-Ebene im entgegenges. Uhrzeigersinn
um den Winkel ¢ bezeichnet.

Ubungsaufgabe 8 Man zeige:

Version vom 26. Miarz 2009

0 0
L Aus (2.2) folgt insbesondere, daf ( 9¢" 9" ) das Vielfache einer Drehmatrix, also antisym-
9zY  oyY
metrisch und orthogonal ist. Letzteres ist offensichtlich dquivalent zur Giiltigkeit der CAUCHY-
RiEMANNschen Differentialgleichungen (2.19).

19
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. Falls die stetig differenzierbare Abbildung (2.1) konform ist, kann

KAPITEL 2. GRUNDZUGE DER FUNKTIONENTHEORIE

. Die stetig differenzierbare Abbildung (2.1) ist genau dann konform, wenn sie

winkeltreu ist, d.h. falls die Betrége der Schnittwinkel zwischen glatten Kur-

ven sowie die Orientierung geschlossener Wege unter der Abbildung erhalten
bleiben:

Urbild

[
[
-
[ I
| |
T T
T u

in O kein Maximum annehmen.

(siehe auch (2.36))

. Die Komposition konformer Abbildungen ist konform.

(siehe auch (2.14))

. Konforme Abbildungen sind lokal umkehrbar und die lokalen Umkehrabbil-

dungen sind ebenfalls konform.
(siehe auch (2.16))

. Wenn (2.1) konform ist, so auch die Abbildung

<95) . ( u(@, —y) )

Yy —U(l’, _y)

des an der x-Achse gespiegelten Gebietes O in den R?.
(siehe auch (2.18))

Global (also iiber ganz O) umkehrbare konforme Abbildungen eignen sich aus-

gezeichnet zur Konstruktion orthogonaler, ebener Koordinatensysteme aus bereits

vorgegebenen (vgl. hierzu (Moon und Spencer, 1961)).

Umgekehrt sicht man leicht (Beweis als Ubungsvorschlag), daf8 die stetig dif-

ferenzierbare Abbildung (2.1) winkeltreu ist, falls sie mindestens ein orthogonales,
ebenes Koordinatensystem wieder auf ein solches gleicher Orientierung abbildet und
die damit verbundene lokale Lingenidnderung (Stauchung oder Streckung) fiir beide
Koordinatenlinien, die jeweils durch einen Punkt gehen, gleich ist.

Daher lassen sich unterschiedliche Situationen (gewissen Typs) der ebenen
Elektrostatik im ladungsfreien Gebiet konform aufeinander abbilden:
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Sei S ein einfaches Fléchenstiick im ladungsfreien Gebiet eines ebenen elek-
trostatischen Problems, das von Aquipotential- und elektrostatischen Feldlinien be-
grenzt werde. Dann liefern Aquipotentiallinien (u =konst.) und elektrische Feldlinien
(v =konst.) insgesamt eine natiirliche Koordinatisierung von S :

v = v(xg)
S .
u = u(xo) — Aquipotentiallinie
X0
Feldlinie,
umorientiert
x
Vereinbarung: Wir identifizieren gelegentlich x = | y | stillschwei-
0
L[z .
gend mit (y) bzw. z =z 4+ 1y.
Sei u(x) das elektrostatische Potential. Wegen
0
Au=0<+=rot | +2u [ =0 (2.3)
0
und Au = 0 (ladungsfreies Gebiet!) ist
v(x) = v(xo) + [ (igradu()) - dx’, (2.4)

wobei i die Drehung der z-y-Ebene um 90° im entgegengesetzten Uhrzeigersinn be-
zeichnet, von der speziellen Wahl des Weges innerhalb S von x( nach x unabhéingig.?
Es ist evident, daf (u,v) ein rechtshindiges, orthogonales Koordinatensystem
von S liefert, wenn innerhalb S gradu # 0 (fast iiberall) gilt. Auflerdem ist die

Version vom 26. Marz 2009

2Man beachte, daf8 diese Definition von v die Giiltigkeit der CAUCHY-RIEMANNschen Differen-
tialgleichungen (2.19) garantiert und dadurch — bei gegebenem u — bis auf eine additive Konstante
eindeutig festgelegt ist.
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‘Liniendichte” von u =konst.-Linien und v =konst.-Linien gleich:

Richtungsableitung von u ldngs v =konst.-Linie

grad u
= B adu (= [|gradul)
l|lgrad ul|
rgradu
=——— - jgradu
|l7 grad u||
grad v grad
= —=—— . gradv
lgrad v]|

Richtungsableitung von v ldngs u =konst.-Linie .

Wenn also zwei entsprechende elektrostatische Situationen gegeben sind mit
ur (x) T xeS y = uz(X) x eS8,
v1(x) v9(xX)

gradu; #0in §; fir j =1,2,

und

so existiert eine umkehrbare konforme Abbildung

von Sy auf §; mit;

(m(x)) _ (u1 (ﬂ(x)g(x)g) VX ES,. (2.5)

Ubungsaufgabe 9 Man interpretiere die v-Koordinate physikalisch.
Die einfachste Situation o.a. Art ist die des homogenen Feldes:
E; = —grad us = konst. # 0.

Falls E; in Richtung der negativen x-Achse zeigt und ||Ey|| = 1 ist, fallen (bei geeig-
neter Wahl von xq, uz(xq), v2(Xg)) us, v2 mit den karthesischen z, y-Koordinaten

zusammen:*
Ug (:C ) y) — Z
va (2, y) y
Version vom 26. Miarz 2009

3Wir arbeiten nur mit Mafizahlen bzgl. fest vorgebener physikalischer Einheiten.
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v =const.
U1 =const.
o(z,y) 1+
U9 =const.
l
|
R e e V9 =const.
l |
| |
i, y) v
Damit wird (2.5) zu
x uy (a(x), 17(X))>
— - N Vx e S,.
(y) < (i), 5(x)) ’

Somit ist die Abbildung

819<

da sie die Umkehrabbildung von <z> > (g) ist.

ul(ﬂ’a 17)
v

- ) €S, konform,
Ul(u7 )

Ubungsaufgabe 10 Man zeige durch geometrische Betrachtungen:

23

(2.6)

1. Die dem Ubergang vom komplexen Widerstand R zum komplexen Leitwert

| /R entsprechende Abbildung von R?\ {0} in sich

()= (Z5)-

(vgl. auch (2.15))

T _
2 +y2

x
Y

L )
(sz) ist konform .

—— Cx 1
21 .2
oty 5 < r+iy

2. Dagegen ist die alleinige Spiegelung an der x-Achse
( ) —

Ubungsaufgabe 11 Man bestimme die Bilder der Kurven mit

Z

( v ) nicht konform .
Yy -y

a) R(R) = konst. > 0

(2.7)

(2.8)
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b) $(R) = konst., R(R) > 0
unter der Abbildung R — 1/R .

Ubungsaufgabe 12 Man zeige (2.2) fiir die Abbildung (2.6) durch direkte Rech-
nung unter Beachtung von (2.4).

2.1.2 Holomorphe Funktionen
In komplexer Schreibweise lautet (2.2) (vgl. auch (2.17))

d d
F (@(6) = R(=(0)) =), (2:9)

mit:
() € a(t) +iy),

def .
f(z) = wu(z,y) +iv(z,y),
R(z) & Aa,y) @)
In Kurzschrift:
df =Rdz.

Die (eindeutige) komplexwertige Funktion f(z) iiber O (jetzt auch als Teilmenge
von C aufgefafit) entspricht also genau dann (exakter Beweis als Ubungsvorschlag)
einer konformen Abbildung (2.1), wenn die sog. komplexe Ableitung

(2.10)

fiir z € O existiert und stetig, sowie von Null verschieden ist.
Erlduterungen:

1. Natiirlich ist f'(z) = R(z).
2. Der Konvergenzbegriff fiir komplexe Zahlenfolgen entspricht demjenigen fiir

Vektorfolgen.

3. Die Stetigkeit von Abbildungen der komplexen Zahlenebene in sich entspricht
derjenigen von Vektorfeldern iiber dem R? .

Man nennt f(z) holomorph an der Stelle 2y, falls die Ableitung (2.10) in einer
Umgebung von z, existiert und stetig,* aber nicht unbedingt von Null verschieden
ist.

Version vom 26. Marz 2009
“Die Stetigkeit von f/(z) ist automatische gegeben (Satz von GOURSAT).
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Ubungsaufgabe 13

a) Man zeige die Giiltigkeit der iiblichen Differentiationsregeln:

Linearitit:
d% (Rif1(2) + Rafo(2)) = Rifi(z) + Rafl(z), (2.11)
Produktregel:
% (f1(2) f2(2)) = [1(2) f2(2) + f1(2) f4(2) , (2.12)
(z") =nz""! Vnez, (213
Kettenregel:
) = 4 60(2)) (2.14)
Quotientenregel:
if(z) _ f/(z)g(z) — f(Z)g'(z) (2‘15)
dz g(2) (g(z))z ,
T 1
e (F(z)’ (2.16)
d —
ai! A = AOT ). (2.17)
F———
o/ z) =1 (). (2.18)

Dabei werden die Ausdriicke, die rechts auftauchen, jeweils als existent vor-
ausgesetzt. Die Existenz der Ableitung links wird jeweils behauptet.

b) Man interpretiere (2.14), (2.16) und (2.17) geometrisch fiir den Fall, daf§ f und
g konformen Abbildungen entsprechen.

Ubungsaufgabe 14 Man zeige, da8 die spezielle MOBIUS-Abbildung®

1—=2
1+ 2

Z

von {z € C: z # —1} in C konform und zu sich selbst invers ist und bestimme die
Bilder der Kurven mit

Version vom 26. Marz 2009

®Diese Abbildung entspricht (1.21) mit z = iR..
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a) R(z) = konst. > 0
b) (z) = konst. und £(z) >0
unter dieser Abbildung.

Die Existenz der komplexen Ableitung (2.10) von

flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
—— N~

reell reell

verlangt insbesondere

fz+Ax) — f(2) [z +iAy) — ()

lim = f'(2) = lim
Az—0 Ax ') Ay—0 1Ay ’
N Ay#£0

d.h.:

0 0

Letzteres ist dquivalent zur Giiltigkeit der sog. CAUCHY-RIEMANNschen Diffe-
rentialgleichungen

0 0 0 0
%u(x,y) - a_yv(xvy) ) %U(I,y) - _a_yu(xay) (219)

Umgekehrt folgt aus (2.19), sofern die partiellen Ableitungen nach z und y stetig
sind, fiir glatte Bahnkurven z(t)

d - iU(fc(t%y(t))) _ <$3%U+ya%u)
3 G0) = (ﬁv (x(t), y(t)) ~ \iZvtylo
i‘aiu—yaiv
2.19) (ﬂbaﬁzwyaﬁzu)
(0o
- (a—“a—)w

.

~~ =z

=R(z)

(vel. (2.9)) und somit die Existenz der komplexen Ableitung (2.10).

f(2) ist also genau dann holomorph in dem offenen Gebiet O, wenn
f(z 4 iy) dort stetige partielle Ableitungen nach x und y besitzt, die
den CAucHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen (2.19) gentigen.

Ubungsaufgabe 15 Man zeige:
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a) (2.19) ist Aquivalent dazu, da8 das Vektorfeld

_ =R (f(z +iy)) = _Fs
Be) = (ST ) = <56 220)

rotations- und divergenzfrei ist.

b) Jede Stammfunktion F(z) von f(z) ist ein komplexes Potential von E(x) , d.h.:

F'(z) = f(2) = E(x) = —grad R (F(z + iy)) . (2.21)

Man sieht z.B. leicht (Beweis als Ubungsvorschlag):

—2Inz = komplexes Potential des ebenen Einheits-Monopols

(eigentl. Linienladung) im Ursprung . (2.22)

Anmerkung: In z ist als Umkehrfunktion von exp(z) natiirlich nur lokal
fiir z # 0 definiert.

Ubungsaufgabe 16 Man zeige, dafl der Grenziibergang zum idealen ebenen Ein-
heits-Dipol in positiver z-Richtung genau der komplexen Ableitung des komplexen
Monopol-Potentials entspricht, und diskutiere den Feldlinienverlauf entsprechend
Ubungsaufgabe 11.

Sei f(z) holomorph in dem offenen Gebiet O C C = R?. Wegen

u(z,y) v(z,y)
(2.19) <= rot | —v(z,y) | =rot | u(z,y) | =0 (2.23)
0 0

existieren dann fiir jedes einfache ebene Flachenstiick S C O eine offene Umgebung
N von S sowie Potentialfunktionen ®(z,y), ¥(z,y) mit:

u(z,y) v(2,y)
grad®(x) = [ —v(z,y) | , grad¥(x)= | u(z,y) Vr+iyeN.
0 0

Somit erfullt o
F(z +iy) = ®(z,y) +i¥(z,y)
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in dieser Umgebung die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen und ist
eine Stammfunktion von f :

F'(z)=f(z2) VzeN.

Resultat:

Wenn f(z) in einer Umgebung des einfachen Fliachenstiicks S holomorph
ist, dann besitzt f(z) in S eine Stammfunktion .

(2.24)

2.1.3 Komplexe Wegintegrale

Sei F'(z) in einer Umgebung des einfachen Wegstiicks C = { (ggg) <t < tg}

holomorph. Dann folgt aus dem Integralsatz der geshnlichen Integralrechnung (auf
R(F) und S(F') getrennt angewandt):

d

Fet)-Fen) = [ GF+ i) d

(2j7) \/tl F’(?(t)‘%tl)y(t))(it(t)—;tz)y(t))dt

Mit der tiblichen (von der Wahl der speziellen Parametrisierung unabhéngigen) De-
finition

JRCIE / F(2(0)) 2(6) e

folgt daraus der entsprechende Fundamentalsatz der komplexen Integration:

/F’(z) dz = F(z) — F(z),
¢ (2.25)
falls F'(z) in einer Umgebung des stiickweise glatten, stetigen Weges C

mit Anfangspunkt z; und Endpunkt 25 holomorph ist .

Warnung:

/C f(z)dz stimmt i.a. nicht mit /C (2 E;gg;;) -d(z ) iiberein!
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Ubungsaufgabe 17 Man zeige, daB fiir das Feld (2.20) gilt:

/CE<X) Cdx = —é)%/cf(z) dz. (2.26)

/CE(X) (i7ldx) = —%/cf(z) dz. (2.27)

Sei f(z) in einer Umgebung des einfachen Flichenstiicks S holomorph. Aufgrund
der nachgewiesenen Existenz der komplexen Stammfunktion folgt dann aus (2.25)
unmittelbar der sog. CAUCHYsche Integralsatz:®

/ f(z)dz = 0 fiir jeden geschlossenen, stiickweise glatten, stetigen
c
WegC CS.

(2.28)

Ubungsaufgabe 18 Man beweise (2.28) im reellen Vektorfeldformalismus — ohne
Verwendung der komplexen Stammfunktion — mithilfe der CAUCHY-RIEMANNschen
Differentialgleichungen (beachte (2.23)) und des Satzes von STOKES.

(2.28) spielt hiufig eine wichtige Rolle bei der Berechnung bestimmter Integrale.

Beispiel (GAusssches Wellenpaket):

Die Losung der 1-dim. freien SCHRODINGER-Gleichung (1.27) zum Anfangswert
I a2

\/%e 2 a>0,

ist nach (1.30)/(1.28) gegeben durch

U(z,0) =

—_
-
YN
NS
S
T
S
8

) dp (2.29)

mit

(2.30)

= (&

Mithilfe des CAuCHYschen Integralsatzes 18t sich die Berechnung dieser Integrale
zuriickfithren auf das sog. LANDAU-Integral

400 ) 400 400 oo 2
/ e dr = (/ e~ dx) (/ ey’ dy> = / / re=”drde = /.
—c0 —c0 —0o0 r=0 J =0
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2o + R CRvN
<0
WN//
N T

Abb. 2.1: Die geschlossenen Wege Cr y (fir R(R) > 0 < I(R))

Denn fiir die geschlossenen Wege Cr y geméafl Abb. 2.1 sieht man leicht, daf3

N—oo

—+oo —+oco
0= lim e dy = / e da — R/ 6_(R$+20)2 dx
Cr,N —o0

—00

und folglich

+oo
/ 6_(RI+Z°)2 do = ﬁ
R

. (231)
fiir alle R, z, € C mit: R (R?) >0 < R(R).

gilt. Mit (2.30) folgt hieraus

21h
und somit schlieilich
. p2 .
o = b [emr i),

2.29) 27mh
1 _(m i )2 2

= ﬂ e 2h V/2a+i2nt/m e 2atizht/m dp
T

1 ( 22 )
= exp| ——————,
031 2a+ihm P\ 2a+i2ht/m

wobei nach (2.31) die Wurzel mit positivem Realteil zu nehmen ist.

Ubungsaufgabe 19 Man diskutiere das Ergebnis fiir Losungen von (1.27) der
Form

CD(x,t):/f(x’)\IJ(a:—x’,t)dx’

im Grenzfall a — 0.

Version vom 26. Marz 2009

SEine Umkehrung dazu ist durch den Satz von MORERA gegeben (Kyrala, 1972, Kap. 4 §2).
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Nach Ubungsaufgabe 17 gilt

_/Cf(z) dz:/CE(X) -dx+z‘/CE(X)'(i_1dX)

et (—R(f(x +iy))
5 (350G 1)

fiir

sowie nach (2.21)
F'(z) = f(2) = E(x) = —grad R (F(z + iy)) .

Da F'(z) = —21In z nach (2.22) ein komplexes Potential des ebenen Einheits-Monopols
ist, folgt somit fiir ein positiv orientiertes einfaches Flachenstiick &, das eine Um-
gebung des Ursprungs enthilt:”

1 1 —1 d
— | Zdz = (—2Inz) dz
21 Jos 2 4mi oS dz
+1 1 1
= . EMonop ( ) dx + — EMonop. (X) -1 dx
4 4
e J o8 T
:Umlaufspannung—o Gesamtladung innerhalb S
(pro Léngeneinheit)
= 1.

Das ist kein Widerspruch zu (2.25), da Inz = In|z| 4+ iarg(z) keine einwertige
Stammfunktion von 1/z ist, sondern bei einem Umlauf um den Ursprung den Wert
um 27 éndert. Dagegen besitzt 272 die fiir z # 0 holomorphe (insbesondere also
einwertige) Stammfunktion —z~', weshalb nach (2.25)

/S?dZ—O

gilt ((2.28) ist dagegen nicht anwendbar).

Ubungsaufgabe 20

a) Man iiberzeuge sich von

1 ir n =

- (z—zo)_"dz:{l firn=1
270 Jou, (20 0 sonst

fiir beliebiges n € Z, durch explizite Berechnung des Wegintegrals — ohne

Verwendung der Stammfunktion — in Polarkoordinaten (siche auch (2.34)).

b) Man gebe eine entsprechende elektrostatische Interpretation fiir den Fall n = 2
gemafl Ubungsaufgabe 16.

Version vom 26. Marz 2009

"Im Gaussschen MaBsystem gilt divE = 4mp.
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Seien S ein positiv orientiertes, einfaches Fliachenstiick, zp € S und f(z) eine
auf ganz S stetige Funktion, die im Inneren von S\ {zo} holomorph ist. Dann gilt
fiir hinreichend kleines r > 0 :

0, [ S,
0

as ¥ — 20 (2.28) U7»§zo) Z= %20
21 [w
t
Ry,
0 z(t) _j(%
wobei z(t) = 2y + re™! mit 0 < w bel.,
27

= z/ f (zo+reit) dt

w=1

0
o . it! . . /
N 2mi f (20 +re™)  fiir geeign. ¢’ € [0, 2] .

Fiir r — 0 ergibt sich daraus die sog. CAUCHY sche Integralformel:®

1
f(z0) = — (2) dz Vzy €S, falls S positiv orientiert ist. (2.32)
2T Jos 7 — 20

Aufgrund der Differenzierbarkeit von (z — zo)™" fiir z # zo (siehe (2.13)) erkennt
man fast unmittelbar:

Es existiert

d \" 9(2) / 9(2)
- dz = n! ———dz Vz €S, 2.33
(dzo) /as | as (z — zo)"t! . ( )

falls g(z) auf OS stetig ist .

Mit (2.32) folgt daraus fiir obiges f(z) die Existenz der komplexen Ableitung belie-
biger Ordnung:

™ () déf(d>nf(z)zzo—n—! Ldz VzoeS, neN.| (2.34)

dz T 27 Jas (2 — zp)ntl

Insbesondere gilt also:

f(#) holomorph in § = f(z) beliebig oft differenzierbar in S . (2.35)

Ubungsaufgabe 21 Man zeige, daB jedes stetig differenzierbare elektrostatische
Feld E(z,y) eines ebenen elektrostatischen Problems im ladungsfreien Gebiet be-
liebig oft differenzierbar ist.

Version vom 26. Marz 2009
8Bzgl. einer Verallgemeinerung fiir nicht holonome Funktionen siehe (Hormander, 1967, Theo-
rem 1.2.1).
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Ubungsaufgabe 22 Man beweise mithilfe der CAucHYschen Integralformel (2.28)
das sog. Mazimumsprinzip®’

sup |f(2)| = |f(2)| fiir geeignetes z € OS,
2€8

(2.36)
falls f(z) in einer Umgebung des einfachen Flichenstiicks S holomorph

1st .

(Vgl. mit der 2. Aussage von Ubungsaufgabe 8.)

2.1.4 Potenzreihenentwicklungen

Sei f(z) holomorph in einer Umgebung von

S = UTz(ZO) \ UT1 (ZO) ’
und sei 2/ € §. Dann folgt mit (2.32):

N f(2) f(2)
fle)= 2mi </8Ur2(zo) EE /awl (20) 2 = 7 dz) '

T2
™ "2y
S
Mit
. 1 1
z—2' z2—201— 2/ —2o
zZ—2z0

1 /7 —=2z\"
= Vz e U,
S (£2) e
und, entsprechend,

[e.0]

1 -1 22—z \ "
— E A4 oU,
z—2z 2=z (z’—z()) Z€ (%)

n=0

Version vom 26. Marz 2009

9Hinweis: Man zeige zunéchst, daf

([f(2)] < |f(20)| V2 € 0U(20)) = (|f(2)| = |f(20)| V2 € OU,(20))
fiir U, (z9) C S gilt.



34 KAPITEL 2. GRUNDZUGE DER FUNKTIONENTHEORIE

folgt daraus mit (2.28) sofort die sog. LAURENT-Entwicklung' von f(z) an der
Stelle zg :

+oo
f() = Z cn (2 — 20)™  absolut konvergent ,
falls f(z) in einer Umgebung von U\./|(2) \ Uy (20) bzw. U, (29) \ U}|(20)
holomorph ist, wobei:!! (2.37)

of 1
270 Jou, (z) (2 — 20)"T

Fiir den Fall, da f(z) auch in U}./|(2) holomorph ist, ergibt sich hieraus mit (2.28),
(2.32) und (2.34) die sog. TAYLOR-Entwicklung von f(z) an der Stelle zj :

> fn)
f(z) = Z fz0) (z — z9)" absolut konvergent ,

n!

(2.38)

n=0

falls f(z) in einer Umgebung von U};|(29) holomorph ist.

Anmerkung: Fiir holomorphe Funktionen ist also die Nullkonvergenz
der Restgliedfolge der TAYLOR-Entwicklung automatisch gegeben.

Z.B. erfiillt e*t% = ¢% cosy + i e” sin y iiberall die CAUCHY-RIEMANNschen Dif-
ferentialgleichungen (2.19), ist also eine ganze analytische Funktion, d.h. in
ganz C holomorph. Daher ist die TAYLOR-Entwicklung von e* an der Stelle z = 0

o0

1
e = Z —|z” fiir alle z € C absolut konvergent , (2.39)

n:
n=0

denn es existiert

fiir allen € Z, .

Version vom 26. Miarz 2009
10Man beachte, da8 die (2.37) fiir 2o = 0 und |2’| = const. einer FOURIERschen Reihenentwick-
lung in arg(z’) entspricht.
HZunichst wire iiber U, (z0) bzw. 0U,,(z9) zu integrieren. Nach (2.28) liefert das aber das
gleiche Ergebnis wie die Integration iiber OU,.(zo) .
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Ubungsaufgabe 23 man zeige, daf

0 —1)nt1
Inz= g =0 (z—1)" fiir |z — 1| < 1 absolut konvergent
n
n=1

ist.

Ubungsaufgabe 24 Man beweise den Residuensatz:

Seien ay,...,ay innere Punkte des einfachen Flachenstiicks & und sei
f(#) in einer Umgebung von S \ {ay,...,ay} holomorph. Dann gilt

. f(z)dz = 2mi ZRes (f(2)2a,, »

v=1

wobei

r—+0 2777

Res (f(2)).—a, © lim L/w( )f(z)dz

jeweils das Restduum von f an der Stelle z = a, bezeichnet und mit
dem Koeffizienten c_; der LAURENT-Entwicklung von f an dieser Stelle
iibereinstimmt.

35

Aus der TAYLOR-Entwicklung folgt das Prinzip der analytischen Fort-

setzung:

Seien f1(z) und fo(2) in einer Umgebung des einfachen Wegstiicks C holomorph.

Dann gilt

(f1(2) = fo(z) V2eONC#D) = (fi(z) = fu(z) Vz€C)

fiir jedes offene Gebiet O C C.

Beweisskizze: Es existiert eine Uberdeckung von C durch eine Folge von Kreis-
flichen, die folgende Bedingung erfiillen:
(i) Der Mittelpunkt jedes Kreises liegt innerhalb des néichsten Nachbarkreises.
(ii) f1(z) und fa(z) sind im Inneren jedes Kreises holomorph.

(iii) Einer der Kreise liegt in O und hat seinen Mittelpunkt auf C .

innerhalb des durch (iii) charakterisierten Kreises besitzen f1(z) und fo(z) die glei-
che TAYLOR-Entwicklung und daher nach (i) und (ii) auch innerhalb aller iibrigen
Kreise. g
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Ubungsaufgabe 25 Man beweise den sog. Monodromiesatz:

Sei S ein einfaches Flachenstiick und sei f(z) in einer Umgebung von zy €
S holomorph. Zu jedem einfachen Wegstiick C C S§ mit Anfangspunkt
2o existiere eine in einer Umgebung von C holomorphe Funktion, die in
einer Umgebung von zy mit f(z) iibereinstimme. Dann existiert genau
eine in ganz S holomorphe Funktion, die in einer Umgebung von zy mit
f(z) iibereinstimmt.

Ubungsaufgabe 26 Man zeige, dafl eine (nichttriviale, gutartige) positiv frequente

Losung
.CEt /f % c p2+m202t pac) dp

der 1-dimensionalen KLEIN-GORDON-Gleichung
1 /0\° \° me 2
(C—z (a) _(a_) +(%) )fW)—O

2| > 1+clt| = f(x,t)=0

die Bedingung

zwar fiir t = 0, aber nicht fiir alle ¢ erfiillen kann.'?

2.2 Randwertprobleme der ebenen Elektrostatik

2.2.1 Das Grundproblem

Gegeben sei ein in 3-Richtung translationsinvariantes Gebiet, dessen orthogonaler
Querschnitt (in der z-y-Ebene) das (positiv orientierte) ‘gutartige’ Fléchenstiick S
sei. Im Inneren befinde sich (aufler dem elektrostatischen Feld) lediglich eine be-
kannte, beliebig differenzierbare Ladungsverteilung p(z,y) . Den Rand des Gebietes

Version vom 26. Marz 2009
2Hinweis; Man zeige, daf nicht

f(z,0) = (aatf(:v t))| =0 VzeR\[-1,+1]

gelten kann.
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bilde die Oberflache eines idealen Leiters.

Y

Gesucht ist das elektrostatische Potential ®(z,y), das (Normierung!) auf der Lei-
teroberflache verschwindet. Mathematisch entspricht dem folgendes Randwertpro-
blem:

Gesucht ist das stetige Skalarfeld ®(z,y) iiber S, das in S 2-mal stetig
differenzierbar ist, der PO1ssSoON-Gleichung

Ad(x) = —4np(x) Vxe S

(GAusssches MaBsystem) geniigt und die DIRICHLETschen Randbe-
dingungen
O(x) =0 VxedS

erfiillt,

Die Losung dieses Problems ist eindeutig, wie man sich leicht mithilfe des Ma-
ximumprinzips (2.36) klarmachen kann.

Beweis: Seien ®, 5 zwei Losungen des Problems. Dann ist

(D<:C7y) déf q)l(x>y) + (I)Z(xay)

Losung zur trivialen Ladungsverteilung p = 0. erfiillt insbesondere also die LAPLACE-
Gleichung in §. Somit ist ®(x,y) nach 2.1.1 Realteil des komplexen Potential

def .
F(z,y) = ®(z,y) +1¥(z,y),

U(z,y) o / grad ®(x) - i 'dx,

0
wobei xq eine beliebiger, aber fest gewéhlter, Punkt aus S ist und die Integration
lings eines beliebigen gutartigen Weges in S von X, nach x auszufiihren ist. Da
F(z + iy) innerhalb S holomorph ist, gilt dasselbe geméf Kettenregel (2.14) auch
fiir
Gi(ZE + Zy) déf e:tF(ac-i—iy) )

Da der Realteil von F' auf 0S verschwindet, gilt
Gi(2)]=1 Vze€dS.
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Aufgrund des Maximumprinzips mufl daher
+P(2) <0 z€eS

gelte, woraus die Behauptung folgt. i

Mit D(S) sei die Menge aller beliebig differenzierbaren Ladungsverteilungen
p(x,y) bezeichnet, zu denen jeweils eine abgeschlossene (beschriankte) Teilmenge
K von § existiert mit:

p(z,y) # 0= (7,y) € K.

Dann ist das DIRICHLETsche Randwertproblem zu S fiir alle p € D(S) gelost,
wenn man die sog. GREENsche Funktion Gs(z,2') dieses Problems gefunden hat,
die durch folgende beiden Bedingungen charakterisiert ist:

(i) A.Gs(z,7)=—4nd(z —2') Vz,2 €S.
Ausfiihrlich: Fiir alle p € D(S) ist
®p(,y) dﬁf/Gs(z,Z’)(eriy,:v’+iy’)p(fv’,y’)dr’dy’
auf S stetig, in S 2-mal stetig differenzierbar und erfiillt
AD,(z,y) = —dmp(z,y) V(z,y) €S.

(i) Gs(z,2') =0 VzedS, 2 eS.

Ausfiihrlich:
Q,(x)=0 VpeD(S),xe€dS.

Bedingung (i) ist offensichtlich erfiillt, wenn Gg(z, 2") von der Form

Gs(z,2') = Hs(z,2') — 2 In|z — 2| ,
Hs(z,2') hinreichend gutartig fiir 2,2’ € S, (2.40)
A,Hs(z,2')=0 Vz,2Z eS8

ist, da

O(x,y) = —2In+/(z — o)+ (y — y)’
nach (2.22) jeweils ein elektrostatisches Potential des ebenen Einheitsmonopols bei
2’ ist, fiir das natiirlich (i) erfillt ist.

Ubungsaufgabe 27 man zeige, daf§ tatséichlich

A / In/(z —a')? + (y — y')? p(a', ) dd'dy’ = 2mp(x,y) VpeD(S), x€S
(2.41)

gilt.
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2.2.2 Bestimmung der GREENschen Funktion durch konfor-
me Abbildung und der RIEMANNsche Abbildungssatz

Betrachtet sei zunéchst Gy, )(2,0), d.h. das elektrostatische Potential des ebenen
Monopols im Ursprung, das fiir |z + iy| = 1 verschwindet.

Anmerkung: Ob 9§ tatséichlich durch eine Leiteroberfliche realisiert
ist, spielt fiir diesen Spezialfall keine Rolle.

Nach (2.22) gilt
def

Gu,0)(2,0) = @y (z,y) = R(-2Inz).

Erinnerung an die Konstruktion des komplexen Potentials:
Man wahlt zunéchst einen Normierungspunkt xy und legt die Normierungskon-
stanten ®1(x), ¥1(x0) (in 2.1.1 mit u(xg) und v(xg) bezeichnet) fest. Hier:

o + Z’yo déf 1 s (I)l(X[)) déf \Ill(X()) d:ef 0.

Dann bestimmt man
def oty
(I)1<$,y) = _/ EMonop.<X/) : dxl
1

sowie entsprechend (2.4) lokal

by [E il
1 x;y) — Monop.(X) <1 X,
1
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wobei die Integration ldngs eines Weges mit Anfangspunkt 1 und Endpunkt x + iy
innerhalb eines geeignet festgelegten Fliachenstiicks &; auszufiihren ist:

Y

v =0

Si

N

®; =const.> 0

Das Ergebnis ist das komplexe Potential

Fi(z + 1)

q)l(‘ra y) + Z.\Ill(wa y)
=2 In |z + iy| — 20 arg (x + 1)
—2 In(x +iy) .

Entsprechend konnte man im allgemeinen Fall vorgehen, wenn die elektrische Feldstérke

bekannt ware:

CI)2<JI,y)

\I/2<Jf,y)

X

Gs(z,2') = —/ E(x") - dx",

/X 0
X

E(x") i 'dx",

0

wobei nun S, 2/ € § und xy € OS fest gewahlt sind und E die Feldstarke fiir
die Ladungsverteilung p(z,y) = d(z — 2’) 6(y — v') innerhalb der Leiterrchre mit
dem Querschnitt S bezeichnet. Das &) entsprechende Fliachenstiick sei hier mit Sy
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bezeichnet:

R’\ S

$o =const.> 0

Falls &1, S5 so gewéhlt sind, dafl
{(I)l<X) T X € Sl} = {(I)g(X) T X € 82} = [O,(I)/]

und
{U1(x): x €&} ={Us(x): x €S} = [V, +V'] C (—2m, +27)

gilt, dann existiert nach (2.5) genau eine umkehrbare konforme Abbildung

. R ( Flo+ z'y))
(y) s (Fe +iv)) (242)

von 8§, auf §; mit

Fy(z +iy) o Oy (x +iy) + 1Vs(x + iy)
= & (fle+iy) v (Fa+iv)

= =2l (f($+zy)> Vetiyes,.

Im Grenzfall ' — oo, U — 27 wird (2.42) zu einer umkehrbaren konformen
Abbildung von S\{x'} in U;(0)\ {0} und F»(z) zu einem mehrwertigen komplexen
Potential mit

Fy(2) = —21n ( f(z)) mod 4ri (2.43)

und

Gs(z,2') =R (Fy(2)). (2.44)

Ubungsaufgabe 28 Man beweise mithilfe der LAURENT-Entwicklung (2.37) den
Satz von RIEMANN:
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Seien S ein einfaches offenes Gebiet und 2’ € S. Dann 148t sich jede in
S\ {#'} holomorphe und beschrinkte Funktion f(z) zu einer in ganz
S holomorphen Funktion fortsetzen.

(vgl. auch Satz von L1oUVILLE, Ubungsaufgabe 42)

Nach dem Satz von RIEMANN ist die konforme Abbildung (2.42) von S \ {x'} in
U1(0) \ {0} durch eine in ganz S holomorphe Funktion f(z) gegeben. Analog ist die
Umkehrabbildung durch eine in ganz U;(0) holomorphe Funktion f~!(z2) gegeben:

J":(ffl(Z)) =2z VzeU(0).

Nach (2.16) kann deshalb die komplexe Ableitung von f auch an der Stelle 2’ nicht
verschwinden.

Ergebnis: Es sollte eine umkehrbare konforme Abbildung (2.42) von &
in U;(0) existieren, fiir die (2.44) mit (2.43) und

f@ +iy) =0, (2.45)
Jim flz+iy) =1 (2.46)

gilt.

Sei nun (2.42) irgendeine umkehrbare konforme Abbildung von S in U;(0), fiir
die (2.45) und (2.46) gelten. Dann erfiillt das gemaf (2.43) definierte (mehrwertige)
F5(z) die Normierungsbedingung

F5(z9) = 0 mod 4mi

und das geméf (2.44) definierte einwertige Gs(z,2’) die an die GREENsche Funk-
tion gestellte Randbedingung (ii):

Gs(z,2)=0 VzedS.

Da (2.42) konform ist, ist insbesondere f'(2") # 0. Somit zeigen (2.45) und die
TAYLOR-Entwicklung von f an der Stelle 2/, daf3

f(2) = (2 = ) ha(2)

und daher
—2In (f(z)) =—2In(z—2)—-2In (}sz/(z))
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in einer Umgebung von 2’ gilt, in der iLZ/(Z) holomorph und von Null verschieden ist.
Da f umkehrbar, insbesondere also nach (2.45) f(z) # 0 fiir z # 2/ ist, erkennt man
daraus durch analytische Fortsetzung, dafl Gs(z, 2’) tatsichlich von der Form (2.40)
ist. Somit bestimmt die konforme Abbildung (2.42) mit (2.45) und (2.46) tatséchlich
die GREENsche Funktion Gs(z, 2’).

Anmerkung: Dafl Gs(z,2') durch die Randbedingung (ii) und durch
(2.40) eindeutig bestimmt ist, folgt nach dem gleichen Argument wie
die Eindeutigkeit der Losung des Randwertproblems zu gegebenem p €
D(S).

Das zugehorige komplexe Potential Fy(2) ist durch die (2.46) entsprechende Nor-
mierungsbedingung F'(zp) = 0 mod 47 bis auf ein additives Vielfaches von 4mi
eindeutig festgelegt. Damit ist f durch (2.43) (Dank der Einwertigkeit der Expo-
nentialfunktion) eindeutig bestimmt.

Die Wahl eines anderen Normierungspunktes zg € 0S entspricht offenbar einer
Multiplikation von f(z) mit einem festen Phasenfaktor ¢ und umgekehrt (Beweis
als Ubungsvorschlag). Dementsprechend gilt:

Satz 2.2.1 (RiEMANNscher Abbildungssatz) Zu jeder offenen, einfach zusam-
menhdngenden Teilmenge S von C mit nicht leerem, stetigen Rand und zu jedem
2 € 8 eaistiert genau eine konforme Abbildung (2.42) von S in Uy(0) mit:

fZ)Y=0 wund f'()>0.

Der rein mathematische Beweis'® des RIEMANNschen Abbildungssatzes, dessen
Verallgemeinerung auf Riemannsche Fléchen auch als Hauptsatz der konformen
Abbildungen bezeichnet wird, ist recht kompliziert.

2.2.3 Beispiele

Nach 2.2.2 sollte also die Losung des Grundproblems nach folgendem Schema mdoglich
sein:

Man wéhlt zunéchst zu jedem Zz' € § eine in § holomorphe und umkehrbare
Funktion f./(z), die den Bedingungen

%fz/(z) #£0 VzeS, (2.47)
{le(z) e §} — U,(0), (2.48)
() =0 (2.49)

Version vom 26. Marz 2009

13Siehe z.B. (Kyrala, 1072, Appendix A).
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geniigt. Damit bestimmt man die GREENsche Funktion

Gs(z,2')=—-21n fzz(z)‘ (2.50)
und mit deren Hilfe schliefflich die Losung
By(e,0) = [ Gole,)ol) da'dy (251)

des DIRICHLETschen Randwertproblems zur Ladungsverteilung p € D (S).

Beispiel S = {z € C: R(z) > 0} :

Leiter

Hier erfiillt R
fz/(z) - gz’<z)/\§7

wobel

(>defZ/_Z
H2) = =
9= A

die Bedingungen (2.47)-(2.49) (vgl. Ubungsaufgabe 14). Nach (2.50) ist daher

fiir 2 # —2/,

Gs(z,2')= —2In|z— 2| +2 In|z + 2| .

=eb. Monop. bei z’ = Spiegelladung

Im vorliegenden Beispiel ist S zwar unbeschriankt, die angegebene Methode funk-
tioniert aber trotzdem.

Beispiel § = U;(0) : hier erfiillt

fa(2) = ggfl(z/)(gfl(z))

1—2/  1—2
o 142/ 142z
U. 14 (1—_'2’) 1—z
1+2/ + 1+z

142" 2—2'

142" 1—2/2

die Bedingungen (2.47)—(2.49) und ist umkehrbar. Nach (2.50) ist daher

Guy0)(2,2) = —=2In|z = 2| + 2 In |1 — 2’2 .
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Insbesondere gilt also

fir r € (0,1) :
Guyoy(z,7) = —2In|z—r[ +2In|1 — 22| =2 In(r). (2.52)
=eb. Mo:op. bei r ﬁSpieg‘erlladung

Aus diesem Beispiel erkennen wir mit (2.50) fiir hinreichend gutartiges S :

| 52 - 1)
1= f(z)[(2)
fir jede umkehrbare konforme Abbildung der Form (2.42)
von § in U(0) .

Gs(z,7) = —

(2.53)

Ubungsaufgabe 29 Man bestimme mithilfe von (2.52) das elektrostatische Feld
zweier paralleler zylindrischer Leiter gleichen Durchmessers aber unterschiedlichen
Potentials im sonst ladungsfreien Raum.

Ubungsaufgabe 30 Man bestimme die GREENsche Funktion fiir folgende Gebiete:
1. S=R?\ Uy(0),
2. S - R+ X RJ’_,

3. 8=0,1 x [0,1].

Bzgl. weiterer Beispiele sowie dhnlicher Anwendungen in Hydro- und Aerodyna-
mik siehe z.B. (Magnus und Oberhettinger, 1949).

Ubungsaufgabe 31 Man bestimme die Kapazitiit (pro Léngeneinheit) eines Kon-
densators bestehend aus einer unendlich langen Leiterrohre kreisformigen Quer-
schnitts und einem zur Achse parallelen, unendlich diinnen Innenleiters.
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Kapitel 3

Die HEAVISIDE-Methode zur
Berechnung linearer Netzwerke

3.1 Lineare 2-Pole

3.1.1 Distributionstheoretische Grundlagen

Sei I(t) resp. U(t) die an einem Kondensator der Kapazitit C' anliegende reelle
Stromstérke resp. Spannung. Dann gilt (vgl. 1.1.2):

Falls der Strom also nur wihrend des Zeitintervalls (0, At) flieit und der Konden-
sator fiir negative Zeiten ungeladen ist, folgt:

U(t) — 0 fir t <0,
(t) = [LI)dr fiic t > At

Man muf also damit rechnen, daf§ auch fiir recht gutartige Strome die zugehérige
Spannung nicht mehr integrabel ist!

Um der FOURIER-Transformation (1.25) fiir solche U(¢) dennoch einen Sinn zu
verleihen, greift man auf die Distributionstheorie zuriick:

Eine komplexwertige Funktion f(¢) iitber R bezeichnet man als temperierte
Funktion, wenn sie der Bedingung

o (8 0 <

fiir alle n,m € Z, o {0,1,2,...} geniigt. Die Menge aller temperierten Funktio-
nen iiber R bezeichnet man mit S(R). Man sagt, die Folge der Funktionen ¢, (1)

sup
teR

47
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konvergiere in S(R) gegen die Funktion ¢(t), falls

e () oo

fiir alle n,m € Z, gegen Null konvergiert. Man schreibt dafiir auch

sup
teR

0, — ¢ in S(R).

Unter einer temperierten Distribution (einer einzigen Variablen) versteht man
eine Abbildung ¢ +— F(¢) von S(R) in C, die linear und stetig ist. Linear meint:

F(z101 4 22002) = 21 F(1) + 22 F(¢p2)
fiir alle @1, o € S(R) und z;, 2o € C. Stetig meint:
op—¢ InSR) = Flpu) — Fle).

Die Menge aller temperierten Distributionen bezeichnet man mit S(R)". Insbeson-
dere 148t sich jede temperierte Funktion F'(¢) auch als temperierte Distribution
auffassen, indem man

Flg) / Ft)p(t) dt (3.1)

definiert. Nun gibt es viele Paare linearer stetiger Abbildungen 7', 7" von S (R) in
sich, die die Bedingung

/ (TF) (1) olt) i = / F(t) (T'o) (at Ve SE®) (3.2)

fiir alle F(t) € S(R) erfiillen. T', T" sind dann natiirlich einander eineindeutig zu-
geordnet und man kann (3.2) als Definitionsgleichung fiir die Fortsetzung der
Operation T auf die Menge aller temperierten Distributionen verwenden, wenn
man die Integralschreibweise (3.1) formal fiir alle temperierten Distributionen ver-
wendet.

In diesem Sinne bezeichnet man (temperierte) Distributionen auch als verall-
gemeinerte Funktionen.

Ubungsaufgabe 32 Man mache sich klar, daf8 die bekannte §-Funktion in diesem
Sinne als verallgemeinerte Funktion zu verstehen ist.

Damit 148t sich die FOURIER-Transformation (1.25) auch fiir temperierte Dis-
tributionen erkldren, indem man in der fiir die Quantenmechanik fundamentalen
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Beziehung

/ﬁ(w)mdw _ /F(t)mdt V3 e S(R),

wobei entsprechend (1.26): (3.3)

wwzéﬁ/aEanu

fiir F'(t) auch temperierte Distributionen zulaft.

Anmerkung: Fir g(t) = () geht (3.3) in die sog. PARSEVALsche
Gleichung

[ Fgtar= [ Fep-o)a,

fir F'(t) = ¢(t) in die sog. PLANCHERELsche Gleichung

[1eP ar= [13@)F a

Man schreibt natiirlich (1.25) formal auch fiir (temperierte) Distributionen, also

uber.

F(w) = \/% / F(t)e ™t dt,

und entsprechend (1.26)
F(t) = L/f(w)e““t dt.
V2

Ubungsaufgabe 33 Man zeige, daB in diesem Sinne die Gleichungen

1 » 1

—— [ S(t)e ™ dt = —

\/27r/ (t)e V2T
und

1 1 :
E/Ee—“wt dt = 5(t>

gelten.
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Da der zur Ableitung T = % gehorige transponierte Operator T = —% ist,

definiert man geméf (3.2) die Ableitung der temperierten Distribution F'(¢) durch

F(o) = / F(t) oty dt & — / F(t) p(t) dt (3.4)

Da man jede polynomial beschrankte, stetige Funktion F'(¢) im Sinne von (3.1) als
temperierte Distribution auffassen kann (indem man das Integral als gedhnlichen
RIEMANN-Integral interpretiert), lassen sich all diese Funktionen im distributions-
theoretischen Sinne nicht nur FOURIER-transformieren, sondern auch beliebig oft
differenzieren.

Anmerkung: Man kann zeigen (nicht elementar), da8 fiir jede tempe-
rierte Distribution F'(t)

d n
F(t)= (&) G(t) im distributionstheoretischen Sinne

(3.5)

mit geeingetem natiirlichem n und polynomial beschranktem,
stetigem G(t)

gilt.

Ubungsaufgabe 34 Man zeige, daf

42
i(t) = (&) (t6(t)) 1im distributionstheoretischen Sinne

gilt, wobei

2
1 fiirt>1

die sog. HEAVISIDE-Funktion bezeichnet.

ot 0 firt<O
e(t)é{l fiir t = 0

Die Ableitung im distributionstheoretischen Sinne — auch schwache Ableitung
genannt — erlaubt z.B. eine exakte Interpretation der SCHRODINGER-Gleichung fiir
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Anfangsbedingungen ¥(z,0), die nicht im gewohnlichen Sinne differenzierbar sind:

ih%llf(x,t) = <_2h_m (%) + V(x,t)) U(z,t)

meint (fiir hinreichend gutartiges V' (z,t)):

, (3.6)
ih% U(z,t) p(r)dr = /\If(m,t) (—— <8%:> + V(a:,t)) o(x)dx

fir alle ¢ € S(R).

Wenn 7' die sog. Faltung mit einer temperierten Funktion () ist, d.h.!

(TF) (1) = (Fx0)(0) (*éf/F(t')¢(t—t') 4 VFeS(R),

dann ist geméf (3.2)

/ (F» ) (1) o(t) dt / F(t) (p*¥_)(t)dt VF € SR), p € S(R),

def

wobei:  Y_(t) = (—t),

zu definieren.

Ubungsaufgabe 35 Man zeige mithilfe von (3.5), daf8 die temperierte Distribu-
tion (F % ¢)(¢) im Sinne von (3.1) der gewdhnlichen Funktion [ F(¢')¢(t — ¢')dt/
entspricht:

(F o )(t) = /F(t’) W(t—1)de VF eSR), e SR). (3.8)

Mit O (R) bezeichnet man die Menge aller (komplexwertigen) beliebig differen-
zierbaren Funktionen iiber R, deren samtliche Ableitungen polynomial beschriankt
sind. Geméf$ (3.2) lautet dann die Definition der Multiplikation einer temperierten
Distribution F'(t) mit einer Funktion k(t) € Om(R) :

/(k(t)F(t)) o(t)dt & /F(t) (k(t)p(t)) dt VF e S(R), ¢ € S(R),| (3.9)

weshalb man auf die grofflen Klammern verzichten kann. Man beachte:
FxiyeOu(R) VFeSR), peSR).

Version vom 26. Miarz 2009

"Man beachte, da das Faltungsprodukt * kommutativ ist (Beweis als Ubungsvorschlag).
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Anmerkung: Mithilfe von (3.7) 148t sich zeigen (indem man () durch
eine J-Folge ersetzt), daB alle fiir temperierte Distributionen F(t) er-
klarten Bezichungen giiltig sind, wenn sie fiir alle F'(t) € Op(R) giiltig
sind. Beispiel:

/(¢(t) F(t))e ™t dt = /F(t) (w(t)e ™) dt V¢ € S(R), F € S(R)'.
(3.10)

Nicht erfaft durch (3.2) ist der Ubergang zur konjugiert komplexen Distribution:

/mgo(t) at < /F(t) P(t)dt Ve e SR).
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Ubungsaufgabe 36 Man beweise folgende Regeln fiir die FOURIER-Transformation
(1.25/(1.26)):*

Nr. Distribution FouRrIER-Transformierte
0| F(t) = = [ Flw)er™ dt | F(w) = Z= [ F(t)e™™! dt
1 2 Fi(t) + 20 Ft) 2 (W) + 2 F(w)

2 4 () iw F(w)
3 —it F(t) 4 B(w)
4 F(t —to) e=ot F(w)
5 etito (1) F(w — wp)
6 F(t) F(-w)
7 F(—1) F(w)
8 5(t) 1/v/2m
9 1/V2r O(w)
10 b(t) P A (0+F) )
11 = (U F)(t) Y(w) F(w)
12 et e
13 F(At) L ()

Ubungsaufgabe 37 Man bestimme U (w) fiir U(t) = Uy cos (wot + @o) -

3.1.2 Grundgleichungen und Kausalititsprinzip

Als (linearer) temperierter 2-Pole sei ein elektronischer Baustein bezeichnet, fiir
den temperierte Distributionen Us(t) und Is(t) existieren, mit denen der Zusammen-
hang zwischen anliegender (reeller) Spannung U(t) und (reeller) Stromstérke I(¢)
stets durch

Ut)=Us*I)(t) VYI=1¢cSR) (3.11)

Version vom 26. Marz 2009

2Regel 12 ist lediglich ein Spezialfall von (2.31).
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und

I(t)= (I; xU)(t) YU =U € S(R)

gegeben ist.> Wir nennen einen temperierten 2-Pol? konventionell, wenn (kom-
plexwertige) Polynome P(w), Q(w) existieren mit®

Uw) = %f(w) VI=TeSR),we{w eR: Q) #0} . (3.12)
w
Dabei ist die Gleichheit zweier temperierter Distributionen Fi(w), Fy(w) innerhalb
einer offenen Teilmenge O von R allgemein folgendermaflen definiert:

def

Fi(w)=FWw) YweO Fi(p) = Fy(p) Vo € D(O). (3.13)

Ubungsaufgabe 38 Man zeige

1. Kapazitiaten, Induktivitdten und OHMsche Widerstdnde sind konventionelle
(temperierte) 2-Pole mit

Us(w) = 2= Rw) Yo #0,

wobei R(w) gemif Ubungsaufgabe 2 gegeben ist.

2. Fiir konventionelle 2-Pole gilt stets
27 Is(w) = 1/Us(w)
auflerhalb einer endlichen Teilmenge von R.

3. Die Parallelschaltung zweier konventioneller 2-Pole ergibt wieder einen kon-
ventionellen 2-Pol mit

hw) =L+ 7w
auferhalb einer endlichen Teilmenge von R.
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3Die Grenzfille Us = 0 (KurzschluB) und I; = 0 (vollstindige Isolation) sind also, streng
genommen, nicht zugelassen.

4Man kann zeigen, dafl bei einem beliebigen Netzwerk linearer 2-Pole (ohne innere Spannungs-
quellen) Potentiale und Stréme an allen Verbindungspunkten festliegen, wenn die Potentiale an
zwei Verbindungspunkten (als Funktionen der Zeit) gegeben sind — sofern der (komplexe) Leitwert
fiir keine Paar von Verbindungspunkten verschwindet (einfach zusammenhingendes Netzwerk).

®Da U (t) fiir [t| — oo i.a. nicht verschwindet, miissen wir die FOURIER-Transformation von U (t)
natiirlich im distributionstheoretischen Sinne interpretieren. Wir werden sehen (Beweis von Satz
3.1.1), daB es fiir kausale 2-Pole geniigt, den Zusammenhang zwischen U (w) und I (w) auf einem
(beliebig kleinen) offenen Intervall von R zu kennen.
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4. Die Serienschaltung® zweier konventioneller 2-Pole ergibt wieder einen konven-
tionellen 2-Pol mit

Us(w) = Uy"(w) + U2 (w)

auflerhalb einer endlichen Teilmenge von R.

Wir nennen einen temperierten 2-Pol kausal, wenn er die Bedingungen
It)=0Vt<0 = U(t)=0VYt<0 (3.14)
fir alle I € S(R) und
Ult)y=0Vt<0 = I(t)=0Vt<0 (3.15)
fiir alle U € S(R) erfiillt.”

Anmerkung: Die beiden Kausalitdtsbedingungen entsprechen unter-
schiedlichen Betriebsbedingungen. (3.14) geht davon aus, dafl man den
Strom (im Prinzip) beliebig steuern kann und dieser dann die Ursache
fiir die Spannung ist. Entsprechend geht (3.15) davon aus, da§ man al-
ternativ auch die Spannung (im Prinzip) beliebig steuern kann, die dann
die Ursache fiir den Strom ist. Die Kausalitdtsbedingung folgt dann je-
weils aus der Forderung, daf§ die Wirkung der Ursache nicht zeitlich
vorauseilen darf (‘no output before input’).

Die Kausalitatsbedingungen (3.14) und (3.15) sind offensichtlich dquivalent dazu,
daf die charakteristischen (verallgemeinerten) Funktionen Us(t) und I5(t) fur
t < 0 verschwinden. Sie dienen dazu, die i.a. nur auerhalb einer endlichen Men-
ge bekannten FOURIER-Transformierten Is(w), Is(w) fiir alle w festzulegen. Zum
Beispiel legt die Bedingung I(t) = C' U(t) fiir einen idealen Kondensator nur

- 1 ~
V2 U(w) = m[(w) fir w#0
und damit Us(¢) nur bis auf eine additive Konstante fest. (3.14) legt diese Konstante
so fest, daB Us(t) mit der reguléiren Distribution Us(t) = £6(t) iibereinstimmt.
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5Ein einfaches Beispiel eines konventionellen 2-Pols, der sich nicht aus Parallel- und Serien-
schaltung elementarer 2-Pole ergibt, ist z.B. die WHEATSTONEsche Briicke (zur Berechnung siehe
(Lunze, 1967, Aufgabe 2.91)).
"Fiir beliebige a < b ist die Bedingung

I(t)y=0Vt € (a,b) < Ut)=0Vte (a,b)

i.a. jedoch nicht erfiillt, wie schon die Parallelschaltung eines Kondensators mit einem OHMschen
Widerstand zeigt.
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Zur allgemeinen Auswertung der Kausalititsbedingungen benotigen wir die sog.
LAPLACE-Transformation L fiir temperierte Distributionen F'(t) :

(LF) (w+ir) \/% / F(t) (k) e ©H df Vo e R, 7 <0,
T

falls t{, € R und k(t) € Op(R) existieren mit: (3.16)

F(t)=k(t)F(t) VteR

und
k(t)=0 Vi<t

Anmerkungen:

(i) Nach (3.10) entspricht die LAPLACE-Transformierte von F'(t) fiir
festes 7 < 0 der FOURIER-Transformierten von k(t) e™ F(t).

(ii) Oft definiert man die LAPLACE-Transformation nur fiir den Fall,
daB F(t) =0 fiir t < 0 ist.
(iii) In der mathematischen Literatur schreibt man die LAPLACE-Trans-

formation gewdhnlich als Funktion der Variablen s & i(w+iT) tiber
der rechten Halbebene.®

Ubungsaufgabe 39 Man zeige mithilfe von (3.5): Falls die temperierte Distribu-
tion F' der Bedingung
Fit)=0 Vt<t

fiir geeignetes ty € R geniigt, dann ist die LAPLACE-Transformierte (LF)(w + i7)
fiir 7 < 0 eindeutig definiert und holomorph und es gilt

lin_lo (LF)(w+i7) p(w — ') dw = /ﬁ(u)) Pw—w)dw VpeSR),w eR.

(3.17)
Dabei ist die Konvergenz in (3.17) fiir festes ¢ € S(R) und N > 0 gleichméifig
bzgl. W' € [-N,+N].

DaB (3.12) bzw. (3.18) und (3.14) zusammen die charakteristische Funktion Us(¢)
bereits eindeutig festlegen, besagt der folgende Satz.
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8Siehe z.B. (Doetsch, 1958; Doetsch, 1956; Voelker und Doetsch, 1950).
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Satz 3.1.1 Seien Uy(t), Us(t) € S(R) und seien ty, a, b € R, wobei a < b. Dann
qilt
Ul(t) = Uz(t) Vit < to

Ui(w) = ﬁz(w) Vw € (a,b) } — Ui(w) = Us(w) VwR.

Beweisskizze: Wir wihlen ein wy € (a,b) und € > 0 klein genug, dafi Us (wy) C
(a,b) gilt. Weiterhin wihlen wir eine temperierte Funktion ¢.(w), die auBerhalb
Uc(0) verschwindet. Nach Ubungsaufgabe 39 ist dann

felw +iT) o / (LU, — LU) (W' 4+ w +i7) Ge(w' — wp) du’

fiir 7 < 0 holomorph und konvergiert fiir 7 — —0 gleichméfig bzgl. w € U.(0) gegen
Null. Daher ist mit o
F(2) def {fe(z) falls &(z) < 0

0 sonst
durch . o
o2 5 [ T
21 Jou.0) 7' — 2
eine in U,(0) holomorphe Funktion mit
1 F(Z
— /(2) dz' = f(z) fiir S(z) <0,
_ 2T Jorzrev.(0): (<o) 2 — 2 (2.32)
(=29 1 — dz' =0 fiir $(z) > 0

270 Joeu.0):3(2)>00 2

Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung mufl ¢(z) in ganz U.(0) und damit
fe(2) fir §(z) < 0 verschwinden. Indem man ¢, fiir ¢ — +0 gegen die d-Funktion
konvergieren laf3t, erhélt man somit

(LUl)(u)O—f-iT) = (LUl)(u)o—f—lT) V17 <0
und daraus wiederum mit dem Prinzip der analytischen Fortsetzung:
(LU (2) = (LUL)(2) fiir alle z € C mit $(z) < 0.

Nach (3.17) folgt daraus die Gleichheit der FOURIER-Transformierten von U (t) und
Us(t) und somit die Behauptung. i
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3.1.3 HEeAviISIDE-Formel und charakteristische Funktion

Voraussetzungsgeméa8 ist der komplexe Widerstand R(w) = /27 ﬁg(w) eines kon-
ventionellen 2-Pols stets von der Form

=~ P
R(w) = P(w) + ﬁ auBerhalb einer endlichen Teilmenge von R

fiir geeignete Polynome P, P, Q mit Grad(P) < Grad(Q) .

(3.18)

Daher? 148t sich R(w) stets in die komplexe Ebene mit Ausnahme endlich vieler
Singularitétspunkte (komplexe Nullstellen von @) fortsetzen und der Beweis von
Satz 3.1.1 zusammen mit Ubungsaufgabe 39 zeigt:

Fiir kausale konventionelle Zweipole 148t sich der komplexe Wider-
stand analytisch in die offene untere komplexe Halbebene fortssetzen
und stimmt dort mit dem v/27-fachen der LAPLACE-Transformierten
der charakteristischen Funktion iiberein:*’

(3.19)

(LU;) () = \/LZ_WR@) VzeR—iR,

(Ri L eR: 47> 0})

Entsprechend Anmerkung (i) zu (3.16) gilt also:'!

Us(t R(w + Wd) VieR,7<0. 3.20
s(t) = m(\/%/ W+ i) w T ( )

Die Auswertung von (3.20) basiert auf der sog. HEAVISIDE-Formel :'*

V2T <\/% inz: iwtdw>: 2 e(t)iRes(ggziem)mj (3.21)

Nullstellen z;
von Q

im distributionstheoretischen Sinne fiir 7 < 0 und P, ) geméf (3.18).
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9Man beachte die Quotientenregel und den Fundamentalsatz der Algebra (Satz 3.1.2).

10Man beachte, da die Kausalititsbedingung (3.14) #quivalent dazu ist, dai Us(t) fiir ¢ < 0
verschwindet.

1Daf die rechte Seite von (3.20) im Falle (3.18) tatsiichlich fiir ¢ < 0 verschwindet erkennt
man leicht durch Grenzbetrachtung 7 — —oo. Fiir einen nur aus elementaren 2-Polen zusammen-
gesetzten 2-Pol geht R(w) in R(w) = R(w + i7) iiber, wenn man zu jeder Induktivitiit L einen
OwnMschen Widerstand —7L in Serie und zu jeder Kapazitit C' einen OuMschen Widerstand %
parallel schaltet.

2Das Residuum Res(f(z))___, der Funktion f(z) an der Stelle z = z’ wurde in Ubungsaufgabe
24 erklart.
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Beweis von (3.21) fiir |t| > € > 0 : Zunéchst sicht man leicht, da8

1 N P(w +i7) it g, < P(w +iT) it dw)
21 ) n Qw+iT) N—oo 27 \ V21 ) Qw+iT)

im distributionstheoretischen Sinne gilt. Fiir den Weg

CE Y o{zeUy(0): +£3(z) > 0}

konvergiert andererseits
P(z4107) iirimn € N Pz + i)
et Q(z +17) v Qz+17)

fiir N — oo gleichméBig bzgl. £t > € gegen Null. Da aus dem CAUCHYschen
Integralsatz (2.28)

ei(eriT)t dz

Z—I—ZT Fir)t
lZ 1T d :0
/ Qz—i—m- N

und fiir hinreichend grofies NV und hinreichend kleines r > 0

P(Z + ZT) z(z—i—m’ dz = / zzt dz
et Q(z +1i7) U, (2;)

Nullstellen z;
von

folgt, ergibt sich daraus die Giiltigkeit von (3.21) fiir |[t| > € > 0. i

Ubungsaufgabe 40 Man zeige, daB (3.21) fiir alle t € R gilt, weil (3.21) fiir [t| > €
gilt, wie klein auch immer man e > 0 wahlt.

Ubungsaufgabe 41 Man zeige, daB jede in die offenen untere komplexe Halbebene
fortsetzbare rationale Funktion dort tatsdchlich mit der LAPLACE-Transformierten
einer temperierten Distribution iibereinstimmt, die fiir ¢ < 0 verschwindet.

Aufgrund der Regeln 1, 2und 8 fiir die FOURIER-Transformation (Ubungsaufgabe
36) folgt nun aus (3.20) und (3.21):

Us(t) = P (_%) o0 +Nun§len } fes (gg em)|z_zj o (3.22)

von Q

mit P P, Q gemi (3.18).
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Ubungsaufgabe 42 Man beweise mithilfe der TAYLOR-Entwicklung (2.38) und
der Formel (2.34) den Satz von LIOUVILLE:

Jede in ganz C holomorphe und polynomial beschrinkte Funktion ist ein
Polynom.

Zur Bestimmung der Residuen in (3.22) benutzt man:

Satz 3.1.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Zu jedem Polynom n-ten Grades
Q(z) existieren komplexe Zahlen a, z, . .., z, mil

n

Q(z):aH(z—zj) VzeC.

j=1

Beweisskizze: Wenn ()(z) keine Nullstelle besitzt, dann ist gemiafl Quotienten-
regel (2.15) auch 1/Q(#) in ganz C holomorph und beschrinkt und somit nach dem
Satz von LIOUVILLE konstant. Wenn z; eine Nullstelle von Q)(z) ist, so erkennt man
aus der TAYLOR-Entwicklung von Q(z) um die Stelle z = z; herum mit dem Satz
von LIOUVILLE, dafl auch Q(z)/(z — z;) ein Polynom ist. Durch n-fache Anwendung
dieses Arguments folgt die Behauptung. I

Anmerkung: Fiir grofie n lassen sich die Nullstellen z; i.a. nur appro-
ximativ (mit dem Computer) ermitteln.

Der Einfachheit halber sei nur der Fall betrachtet, dafl die z; in Satz 3.1.2 paar-
weise verschieden sind (einfache Nullstellen). Mit der LAURENT-Entwicklung
(2.37) und dem Satz von LIOUVILLE ergibt sich fiir P, @Q entspr. (3.18) dann die
Partialbruchzerlegung

o0 -2 (),

j=1

(Beweis als Ubungsvorschlag) und daraus mit der CAUCHYschen Integralformel
(2.32)

Res (% eizt)z_? = ¢/ Res (58)_ Vje{l,...,n},teR.

Durch Multiplikation der Partialbruchzerlegung mit z — z; und Grenziibergang z —
z; ergibt sich mit Satz 3.1.2

o (£ _ P(z)) P(z))
i (Q(Z))|z_z. a Hk;éj(zj —z) Q%) '
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Damit 1a8t sich fur (3.22) schreiben:

Us(t) = P <—i%) 6(t) + § % e#iti(t)
Nullstellen z; J
von @ (323)

mit P P, Q geméf (3.18), falls () nur einfache Nullstellen be-
sitzt.

Alle bisherigen Betrachtungen gelten natiirlich entsprechend, wenn man
die Rollen von R(w) und G(w) = 1/R(w) sowie von U(t) und I(t) ver-
tauscht (Dualitdt)!

Ubungsaufgabe 43 Man zeige, daf der Zusammenhang zwischen U(t) und I(t)
fiir den Schwingkreis

: L C,
L - - - - - = ; ______ 1
U
(vgl. 1.1.2) durch
. 1 [t
U() = RIG) + L) + / ) ' (3.24)
und
d 1 , ! e U(t)
_d (L i H(p—iwn)t /
I(t) i R (in e /OO e 7 dt) (3.25)

gegeben ist, wobei

def R def 1 N
lef def [ 1 2
P=gpe WR 7o P (3.26)

(vgl. Ubungsaufgabe 3).

Anmerkung: (3.24) a8t sich auch direkt erraten und verifizieren. (3.25)
laf3t sich auch mithilfe der Methode der Variation der Konstanten aus
der Differentialgleichung

G0+ ) + g = 1

ableiten (siche Abschn. 5.3.3 von (Liicke, cin)).
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Literatur zur Netzwerktheorie: (Brown und Nilsson, 1962; Carson, 1953; Lunze,
Mathis, 1987; Papoulis, 1962; Schouten, 1961; Wagner und Thoma, 1962)

3.2 Vierpolketten

3.2.1 Kettenmatrix

Als Vierpol bezeichnet man einen elektronischen Baustein mit zwei Eingangs- und
zwel Ausgangs-Polen. Wenn man mit einem duBeren Zweipol = R,(w) abschlieft,
ergibt sich ein Zweipol mit Strom /(t) und Spannung U, () , wihrend zum dufleren
Zweipol der Strom I,(t) und Spannung U,(t) gehoren:

Ie(t) ]a(t)
oO—— O .
Us(t) ¢/ Vierpol Q/Ua(t) Ra
o—rf o -

Einen (linearen) Vierpol nennen wir konventionell, wenn eine Matrix-wertige
Funktion M(w) existiert, deren Elemente rationale (komplex-wertige) Funktionen
von w sind, mit der fiir die FOURIER-Transformierten der reellen Stréme und Span-
nungen stets die Beziehungen

([;{((:j))) = M(w) ([;{((5))) . detM(w) £0,

fir alle w € R mit Ausnahme endlich vieler (nur vom Vierpol
abhéngiger) w-Werte.

(3.27)

gelten. Man bezeichnet M(w) als die Kettenmatriz des Vierpols. Diese Form der
Vierpol-Matrix ist zur Beschreibung der Serienschaltung von Vierpolen (siehe 3. Teil
von Aufgabe 44) geeignet.'?

Mit MY(w) bezeichnen wir die Kettenmatrix des vertierten Vierpols (Eingang
und Ausgang vertauscht):

( _qaw)) M) ( _%(w)) , (3.28)

Ubungsaufgabe 44 Man zeige:
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3Fiir die Parallelschaltung von Vierpolen ist dagegen die Leitwertform der Vierpol-Matrix ge-
eigeter (siehe z.B. (Lunze, 1967, S. 231)).

1967;
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I ------- I,
I R(w)Y . : o—11 R ——
= MV = | ]
1. M(w) = M¥(w) (0 1 ) fiir den Vierpol Uay : L : VU
O—F—— ——0
I, I,
e . L
10 o 9
2. M(w) = MY (w) = (1/R(w) 1) fiir den Vierpol Uel E E an
o— —0

3. M(w) = My (w) M(w)s - - - M, (w) fiir die Vierpolkette

Lo A
O—: - L | :—O
Ue\l/ ! Ml M2 Mn ! \lan
o—"] L I _ 5

M =MV e (M11:M22 VAN dethl)

Ein Beispiel fiir einen linearen Vierpol, der sich nicht durch einfache Vernetzung
(sondern induktive Kopplung) konventioneller Zweipole ergibt, ist der sog. Trans-

formator,
L,
e |
| |
b a YA an
A [ |
er — ) (I—-v/'/
— y
A I
I_ [ _< _____ <_ [ — J
der durch die Gleichungen
Ue = +L11j_e - L12j_a7
Ua - _L22[a - L21[e )
. def L12Lo1
mit Kopplungsgrad r = #0,
L1 Lo

(3.29)
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charakterisiert ist (vgl. Aufgabe 30 von (Liicke, edyn)). Also ist die Kettenmatrix

Ly N
— ZL12
M(w) = Lfl LQQK/ fiir den Transformator . (3.30)
iw Loy L_21

Ubungsaufgabe 45 Man zeige (3.30) und dafiir:

Ly
det M(w) = —.
W=7
Falls eine Formgrofle F' existiert mit
ij = njnkF, (331)

wobei n; und ns die entsprechenden Windungszahlen sind, nennt man den Trans-

formator fast ideal. Dann ist der Kopplungsgrad « = 1 bzw. die sog. Streuung

Udéfl—/f:Ound

ny
-1 0
w) = iir den fast idealen Transtormator. .
M 2 fiir den fast idealen Transf 3.32
1 %)
iwnlngF nq

Im Grenzfall F' — oo nennt man den Transformator <deal.

Anmerkung: Die Gleichungen (3.29) und (3.31) ergeben sich durch ein-
fache Anwendung der sog. quasistationdren Néherung (Vernachléssigung
von <E)
‘ 4dr o
rotH=—3, rotE=—-——H
c c
der MAXWELLschen Gleichungen (im GAusSschen System), indem man

(i) die durch Hysteresis bedingten Verluste vernachlissigt (Verwen-
dung von p),

(ii) die Wirbelstrome im Weicheisen vernachléssigt (aufgrund der Lamellen-
Konstruktion moglich),

(iii) den OnMschen Widerstand der Wicklungen vernachléssigt und

(iv) die Abhéngigkeit des magnetischen Gesamtflusses durch den Eisen-
kernquerschnitt von der Schnittstelle vernachléssigt (Streuungsfrei-

heit).


file:edyn.pdf#edyn-U30

3.2. VIERPOLKETTEN 65

Experimentell 148t sich die Kettenmatrix eines linearen Vierpols im Prinzip durch
Kurzschlu$3- (d.h. R, = U, = 0) und Leerlauf-Betrieb (d.h. 1/R, = I, = 0) bestim-

men; denn:

ge(w) - MlQ(w)fa(W) } bei Kurzschlu3betrieb , (3.33)

} bei Leerlaufbetrieb . (3.34)

3.2.2 Anwendung der HEAVISIDE-Methode
Ein Vierpol heile kausal, falls er der Bedingung
Ue=1.=0Vt<0 <= U,=I,=0Vt<0 (3.35)

geniigt. Damit ist klar, dafl sich die in 3.1.3 dargelegte HEAVISIDE-Methode auch
zur Berechnung konventioneller kausaler Vierpole verwenden 1483t:

Man schreibt'? entsprechend (3.18)

o)™ = (Bl >+P—)j:1’2

ka k=1,2

fiir geeignete Polynome P , P, Qi mit (3.36)

Grad(Pj) < Grad(Qjx) Vj, k € {1,2} .

und 16st die zu (3.27) dquivalente Gleichung

('[IZ((ZD M) <[Ze(“’)> fiir fast alle w € R (3.37)

in direkter Verallgemeinerung von (3.11)/(3.22) durch

Ult) = Py (—z—) . Z / "y dt!

Nullst.

von 011 (3.38)

+Ppy ( > + 0y / "y dt'

Nullst. z
von Q12
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“\Man beachte die 4. Aussage von Ubungsaufgabe 44
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sowie
. d t
L(t) = Py (—za) Uty + Y / a2 (1) U (t') dt!
Nullst. 221 7~
. d T (3.39)
+ Py (—zd—) L)+ > / a2 () L(t) dt’,
¢ Nullst. z]2-2 >
von Qoo
wobei
1 e . 1 P i
agk(t) d:f lim 2_ . ZM elzt dz
r=H0 2T Jau, (2% Qjk(2) (3.40)
Pi(27%) i '
— z% ¢t falls zljk einfache Nullstelle von Q) .
jE\R]

Ubungsaufgabe 46 Man zeige, daf

_ M1 (W) Ra(w) + Miz(w) T(w)
M1 (w)Ra(w) + Moy (w) ~°

Us(w) (3.41)

gilt, wenn man den Vierpol mit R,(w) # 0, 0o abschlieft.

Mit (3.41) 148t sich (fiir rationales R,(w)) entsprechend 3.1.3 je nach Wahl eine der
beiden Grofien Ue(t) oder I.(t) in (3.38)/(3.39) eliminieren.

3.2.3 Beispiel: Einschalten eines belasteten Transformators

Ubungsaufgabe 47 Ein mit dem OuMschen Widerstand R, (w) = (n1/n2)? R ab-
geschlossener idealer Transformator werde zur Zeit t = 0 an einen Generator der
Wechselspannung

U(t) = Uy cos (wot + ©,)

mit Innenwiderstand R;(w) = R + iwL angeschlossen.

Ie : L 1a
- TLR % 3
QF | F i

\LU | > < \LUa
I_O/O . > <

I
Schalter ! id. Trafo 1
L A

Ersatz-Vierpol
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Man zeige:

ng
Ut) = 5, Vo

ny

0

(

etwot+eo)

. 6—%15—&-1’@0

2+ ZWOL/R

) fir t >0,

sonst .

67



68

KAPITEL 3. DIE HEAVISIDE-METHODE



Kapitel 4

Dispersionsrelationen

4.1 Dispersion elektromagnetischer Wellen'

4.1.1 Bedeutung und Analytizitéitseigenschaften der Mate-
rialkonstanten

Das Verhalten elektromagnetischer Wellen in Materie wird (in Dipol-Ndherung)
durch die MAXWELLschen Gleichungen

4 1.
I'OtH(X, t) = _WJmakm(X? t)+_D(X7 t) (41)
C C
1.
UB(l) = B, (4.2)
divD(x,t) = 4Tpmako(X, 1), (4.3)

divB(x,t) = 0

fiir die makroskopischen Felder gegeben, wobei (pmakros Jmakro) die Strom-Ladungs-
Verteilung der UberschuBladungen bezeichnet (vgl. (Liicke, edyn)). Dabei hingt
die sog. Magnetisierung

B(x,t) — H(x,t)
4m

M(x,t) = = magn. Dipoldichte

linear und (réumlich) lokal von B(x,t), die sog. dielektrische Polarisierung

D(x,t) — E(x,1)
47

P(x,t) = = elektr. Dipoldichte

sowie die Stromdichte 7,,....(X, t) linear und lokal von E(x,t) ab — sofern die Glei-
chungen (4.1)—(4.3) iiberhaupt sinnvoll anwendbar sind.

Version vom 26. Marz 2009
Vgl. mit H.-J. Borchers: Eine Bemerkung zur Ausbreitung von Licht in dispergierenden Medien
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Fiir homogene, isotrope Medien sollten daher temperierte Distributionen . (t).
h(t) und o (t) existieren mit:

M(x,t) = \/_/ (t —t)B(x,t)dt,

P(x,t) = \/—_/ (t —t)E(x,t")dt, (4.5)

Jmakro(X, 1) = (it —t)BEx,t)dt .

\/ﬁ

Die Einstufung vom B, E als Ursache und M, P, 3.0 als Wirkung fiithrt auf
folgende Kausalitdtsbedingung:>

)—l

h(t) = Xe(t) =5() =0 Vt<0. (4.6)

Weiterhin sollten die inversen FOURIER-Transformierten h(w), xe(w), o(w) gewohn-
liche Funktionen sein, die fiir w — 4o hinreichend schnell gegen Null konvergie-
ren. Dann sind aber auch A(t), X.(t), o(t) gewohnliche Funktionen, die zudem fiir
t — 400 exponentiell abfallen sollten (geddmpfte Wirkung).

Ubungsaufgabe 48 Man zeige, daf die geméf

E(t) + 208 (t) + wi (1) = f(1),
z(t) = f(t) =0 firt<ty,

durch f(t) erzwungene, schwach (d.h. 0 < p klein) geddmpfte Schwingung von der

Form
x(t) (t — t dt’
\/27r / )

1
wi — p* — (w +ip)?

ist, wobei

r(w) =

in eine Umgebung der abgeschlossenen oberen komplexen Halbebene fortsetzbar ist
und
r(t) = —w) et dw

-
_ @ e~Pt sin <tm) 0(t)

gilt (vgl. Ubungsaufgabe 43).

Version vom 26. Mirz 2009
2Das exakte Verschwinden fiir ¢ < 0 ist nicht wirklich wichtig, aber eine zweckmifige Idealisie-
rung der makroskopischen Eigenschaften.
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Dann folgt mit der Kausalitétsbedingung (4.6), dafl

nz) L / ht) e dt

\/1271'
Xe(2) o o Yo(t)e* dt (dielektrische Suszeptibilitit)
e 1 N . . C
o(z) o E/U(t) et dt (spezifische Leitfihigkeit)

in einer hinreichend kleinen Umgebung der abgeschlossenen oberen Halbebene
holomorphe beschrinkte Funktionen sind. Entsprechendes gilt somit fiir die sog.
Dielektrizititskonstante

€(2) © 1+ 47 xe(w)

und die reziproke Permeabilitdt

1/u(2) ) _4r h(z) .
Da E, Xe und o reell sein miissen, folgen geméfl Regel 7 fiir die FOURIER-Transfor-

mation und dem Prinzip der analytischen Fortsetzung im Zusammenhang mit (2.18)
die sog. crossing relations

e(z) = €e(-2)
1/u(z) = 1/u(—2) fir 3(z) > 0. (4.7)

— 1
plw) — 1 fir w — +o00. (4.8)
— 0

Bzgl. der inversen FOURIER-Transformierten

H(x,w) & 2= [H(x, 1) e dt,
E(x,w) ¥ = [E(x,t) e dt,
D(x,w) & 2= [ D(x,t) e dt,
B(x,w) oo \/%fB(x, t)etdt

hinsichtlich der Variablen ¢ lauten die MAXWELLschen Gleichungen unter der Vor-
aussetzung (4.5) fiir den Fall ppaio =0 :

rot H(x, w) = —i— (e(w) +¢M) E(x,w). (4.9)

C w
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rot £(x,w) =1 wuc(w) H(x,w). (4.10)
divE(x,w) =0, (4.11)
divH(x,w) =0. (4.12)

Anmerkung: Die Materialkonstanten e(w), o(w) gehen in die MAX-
WELLschen Gleichungen also nur in der Kombination

e+ (w) def €(w) + i 4 o(w)

W

ein, die man gewohnlich als komplexe Dielektrizitdtskonstante be-
zeichnet — obwohl aus physikalischer Sicht (vgl. Ubungsaufgabe 48) be-
reits €(w) komplexwertig sein sollte. Wenn nur e*(w) vorgegeben ist, kann
man daher mathematisch so vorgehen, als seien ¢(w) und o(w) reell,
aber nicht fiir sich analytisch. Entsprechendes gilt fiir die komplexe
Leitfdhigkeit

Ubungsaufgabe 49 Man zeige fiir beliebig vorgegebenes w € R, daB unter den
Voraussetzungen (4.1)—(4.5)

N 1 iw
pmakm(X?w) - E /pmakro(X> t) € tdw

fiir alle x € R? Null sein muf}, wenn ¢(w) o+ (w) von Null verschieden und ppaa0 € S’
ist.> Man diskutiere das Ergebnis physikalisch.

Aus (4.9)/(4.10) und (4.12) folgt wegen
Vi X (Vi x H(x,w)) = Vi (Vx - H(x,w)) — AxH(x,w)

(Entwicklungssatz) mit dem sog. komplexen Brechungsindex

w

N(w) o \/M(W) <e(w) +i in U(W>) mit positivem Realteil (4.13)

Version vom 26. Marz 2009
3Hinweis: Man bilde die Divergenz beider Seiten von Gleichung (4.9) und verwende die Ver-
allgemeinerung von (4.11) fiir den Fall ppako # 0.
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die Gleichung
W2
(Ax + g/\/(w)2> H(x,w)=0.
Entsprechend ergibt sich

(AX + “C”—j/v(wf) E(x,w) =0

mit (4.11) anstelle von (4.12). Daher liegt der spezielle Losungsansatz

E(x,w) = Bo(w) exp (i 40 x - s(w)) |
H(x,w) = Hyo(w) exp (2 %x : s(w)> (4.14)
mit s(w) - s(w) =1

nahe, der unter den Voraussetzungen

(W)

s(w) - Eo(w) =0, Hpw)= @)

s(w) % Eo(w) (4.15)

den Gleichungen (4.9)—(4.12) tatsichlich geniigt. Die Uberlagerung der fiir & (N (w)) #
0 in Fortpflanzungsrichtung geddmpften, ebenen, elektromagnetischen Wellen

1 Blw) , n(w)
E(X, t) = -5~ xs(w) E()(w) e—uu(t— = x-s(w)) dw
=l
H(X t) - L/e_ﬁ(zm x-s(w) Ho(w) e—iw(t—@ x-s(w)) dw
= o : (4.16)
: def 2w :
mit:  fw) = ~ 3 (N (w)) Absorptionskoeffizient
n(w) R (N (w)) reeller Brechungsindez

mit Kreisfrequenz w , Ausbreitungsrichtung s(w) und Phasengeschwindigkeit ¢/n(w)
stellt also eine spezielle Losung der makroskopischen MAXWELLschen Gleichungen
(4.1)-(4.3) in einem homogenen, isotropen Medium mit den (w-abhéngigen) Mate-
rialkonstanten €(w), pu(w), o(w) dar.

4.1.2 Analytizititseigenschaften von N (w)/u(w)

Aufgrund der erorterten Eigenschaften der Materialkonstanten ist

g(z) det €(2) + 47

i) VT ) (4.17)
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in einer Umgebung von

PE{zeC: 240, 3(z) >0}

holomorph und dort auflerhalb jeder Umgebung von z = 0 beschriankt. Auflerdem
gilt nach (4.13):

2
<%> = g(w) fiir reelle w # 0. (4.18)
Daraus folgt aber noch nicht, dafi V'(w)/u(w) selbst Randwert einer entsprechenden
holomorphen Funktion ist. Um das zu sehen, betrachten wir die orthogonale Refle-
xion elektromagnetischer Wellen an einem homogenen, isotropen Medium mit der
Materialkonstanten p(w), €(w), o(w), das den Halbraum x > 0 ausfiille:

{e1, eq, €3} sei eine rechtshiandige Orthonormalbasis mit e; in positiver z-Richtung.
Im Vakuum links laufe eine ebene Welle

€2 Ciw (t—
Ei.(z,t) = w) e W E=2/0) 4y
(=) V2r Bun(w)
Hin(l',t> = e X Em(l’ t)

(vgl. (4.8)) auf die Grenzflache zu. Die reflektierte Welle sei

EC ) (2,t) = % [ gt —iw(tz/e) qu |
out( ) \/ﬁ out ( )
H(()ut) (JZ t) = —€ X Eout) (‘T’ t) :

Die im Medium fortlaufende, gedédmpfte Welle sei

B (r.1) = ﬂ_ EétB() e i (i-220) g
T

Hgtt) (37 t) \/% / out @ xe_iw (t_@ m) dw.
T (SH) Medium
B
o A VAVAY W X

EC) )

out

Insgesamt liegt also die elektromagnetische Welle

E(x.f) — { Ein(x,t) + B (x, 1) fiir 2 <0,
’ t)( t) fir z >0,
( x,t) + H)(x,t) fiir z <0,

H(x,t) = {

(x, t) fir x > 0
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vor. B (w) und ES) (w) bestimmen sich aus Ej, (w) aufgrund der Randbedingungen
an der Grenzfliche. Aus (4.5) folgt namlich bekanntlich (vgl. Abschn. 4.2.1 von
(Liicke, edyn)), daB die zur Grenzflache parallelen Komponenten von E und H stetig
sein miissen. Im vorliegenden Fall bedeutet das

En(w) — B (w) = B (w)

out out

und N ()
_ w
Ein(w +Ec()u) w) = E((J) w).
@) + EQw) =~ EQ @)
Daraus folgt
(+) 2
Eout (LU) — Nw) Ein(W),
n(w) +1 N )
- 1 ) L
B = 5 (5 1) B = 52 Bl
2 ,u(w) T:)) +1

und somit fiir die reflektierte Welle geméafi Regel 10 fiir die FOURIER-Transformation:

1
E )z, 1) = —/?t—t’ Ei, (2, t) dt
out( ) \/% ( ) ( )

mit 1 N (4.19)
.\ def ww) T it
r(t) = N /;/(%)) 1 e dw.

Damit die reflektierte Welle nie auftreten kann, bevor die einfallende Welle die
Grenzschicht erreicht, muf} also

Ft)=0 firt<0 (4.20)

gelten. Entsprechend den fiir die Materialkonstanten bereits angestellten Uberle-
gungen sollte sich

def A% -1
ww)

zu einer in einer Umgebung der abgeschlossenen oberen komplexen Halbebene ho-
lomorphen, beschriankten Funktion r(z) fortsetzen lassen. Fiir r(w) # 1 stimmt

2
<%) geméB (4.18) mit g(w) iiberein. Nach dem Prinzip der analytischen Fort-

2
setzung stimmt daher (%) fiir alle z einer geeigneten Umgebung von P mit


file:edyn.pdf#edyn-S5.2.1
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g(z) tiberein, fiir die r(z) # 1 ist. Da g(z) in einer Umgebung von P holomorph, ins-
besondere also lokal beschrankt ist, muf 7(z) in einer hinreichend kleinen Umgebung
von P von 1 verschieden sein. Folglich ist auch

N(2) gt 1+71(2)

p(z)  1=r(2)
in einer Umgebung von P (konsistent definiert) holomorph und dort auflerhalb jeder
Umgebung von z = 0 lokal beschriankt. Nach (4.13) und (4.8) gilt

N(w)
pw)
und somit aufgrund des folgenden Satzes sogar

ip
NM—(Y;@) T 1 gleichmiBig bzgl. p € [0, 7]. (4.22)

—s 1 fir w— +o0

Satz 4.1.1 (PHRAGMEN-LINDEOF) Sei R > 0, seien ¢q, 0 € (0,27] und sei f(z)
eine iber dem abgeschlossenen Gebiet

o ' 0 0
Ge,Rd:f{z:rew: r>R,pe€ l800—§7800+§]}

stetige Funktion, die im Inneren von Gg r holomorph ist und der Bedingung

sup e " | f(2)] < o0
ZEGgyR

fiir geeignetes p < 7 geniigt. Dann gilt:
1. sup [f(z)| < sup [f(2)].

ZGGQYR ZE@G(;,R
2. Falls komplexe Zahlen a existieren mit

rgg—noof (r 6i(sooi9/2)) = a4,

dann gilt:

, 6 0
f(re?) TG = an gleichmdfsig bzgl. ¢ € {apo — 5 %0 + 5] _
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Ubungsaufgabe 50 Man beweise* die 1. Aussage des Satzes von PHRAGMEN-
LINDELOF mithilfe des Maximumprinzips (2.36). Die 2. Aussage beweise man fiir
den Spezialfall® a, = a_ = 0 unter der Voraussetzung hinreichend schnellen Abfalls
von f (re'?0E0/2) fiir r — +o00.

4.1.3 KRAMERS-KRONIG-Relation

Ubungsaufgabe 51 Man beweise® folgenden Hilfssatz:

Sei f(w) iiber dem abgeschlossenen Intervall [wy — 7, wy + 7] absolut integrabel
(vgl. Anfang von 1.3.3) und an der Stelle wy differenzierbar. Dann gilt die sog.
PLEMELJ-Formel

lim o (G dw :/WOMM dw + %f(wo) , wobei

e—+0 wo—r W (u)() - ZE) wo—r W T Wo

jf RIC R ( / REC R / RC) dw) (423)

wo—rW — Wo 0—+0 o—r W — Wo 0+ W — Wo
das CAucHYsche Hauptwertintegral ist .

Nach dem CAucHyYschen Integralsatz (2.28) gilt aufgrund der Analytizitdt von
N(2)/u(z) fiir 7, R > 0 und wp € R

/ L= N(2)/n(z)
Cr

=0
z — (wg — i7) - ’

Version vom 26. Marz 2009

4Hinweis: Man untersuche zunéchst

fe (r ew) def exp (—e P e’ (“"7‘00)) f (r ew) (?R (eip/ (‘”7‘90)) >0 fir p € (cpo - g, wo + Z))

fire>0, p' € (p,7/0).
Bzgl. des vollstindigen Beweises siehe z.B. (Cartwright, 1962, S. 29).
SHinweis: Man benutze die Identitéiten

/”‘]” (O R /“’“” de+f(wo)/”"” S S

o—s w— (wo —ie€) wos w— (wo —ie€) wo—s w— (wo —ie€)
und
Inz =1In|z| + i arg(z) .
"Die PLEMELJ-Formel gilt auch fiir allgemeinere Kurvenstiicke (siehe z.B. (Kyrala, 1972, Ab-

schn. 11.2)).
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wobei Cg folgenden geschlossenen Weg bezeichnet:

3(2)
Cr
| AR |
—R -+ 4l +R R(z)

Aufgrund des asymptotischen Verhaltens (4.22) sowie der Harmlosigkeit der (in der
Regel vorhandenen) Singularitdt von N(z)/u(z) an der Stelle z = 0 (vgl. (4.13))
folgt daraus fiir R — +o0o

/1_N<w)/u(w)dw20 fir 7 >0
w—( )

wo — iT)

und somit® nach (4.23)

1 — N(wo)/m(wo) = ifl — Nw)/mw) dw fiir wy # 0.

T w — Wo

Daraus ergeben sich die Gleichungen

R (- Nwo) ) = S <_>/ Ml g -
S Wl ) = 3 T2 o .
Ubungsaufgabe 52 Man zeige:”
N(2)/u(z) = N(=2)/u(-z) firze P. (4.25)

Aus (4.25) und der ersten der Gleichungen (4.24) folgt

it -0 (4) (g 1)

Version vom 26. Marz 2009

8Setze f(w) =1—N(w)/u(w). Die Abbildung f(w ff(w dw’ bezeichnet man iibrigens als
Hilbert-Transformation (siehe z.B. (Titchmarsh, ‘)()2, Kapltel V)).
9Hinweis: Man beachte die crossing relations (4.7) und die Definition (4.13) von N (w).
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fiir wy # 0 und daraus, zunéichst nur'® fiir g(w) = 1, mit den Definitionen (4.16) die
sog. KRAMERS-KRONIG-Relation'!

> Bw)

2
o W _Wo

n(wy) — 1= 5 dw  fiir wy #0. (4.26)

Ubungsaufgabe 53 f(2) sei iiber [wy —7, wy +7] HOLDER-stetig, d.h. es existiere
ein sog. HOLDER-Index p € (0, 1] sowie eine sog. HOLDER-Konstante p mit:

F@) = f@)] S plo—o Vool € [wo—rwo+7].

f()

Man zeige,'? daf dann das Hauptwertintegral von existiert und der Ungleichung

A <

genigt.

Nach Ubungsaufgabe 53 (vgl. auch (Titchmarsh, 1962, Theorem 91, S. 122)) muB
man ((w) nicht genau kennen, um n(wp) geméf (4.26) angenédhert zu bestimmen.

Aufgrund der KRAMERS-KRONIG-Relation ist Dispersion (d.h. n(w) # 1 fiir
geeignetes w) ohne Absorption (d.h. f(w) # 1 fiir geeignetes w) nicht moglich,
wenn das Medium (i.w.) den Kausalitéitsbedingung (4.6) und (4.20) geniigt.

Ubungsaufgabe 54 Das in 4.1.2 betrachtete Medium fiille nur das Gebiet 0 <

x < ¢ aus. Die Bezeichnungen Ein(w), EL) (w) seien wie dort eingefiihrt, aber

E(+) (X 7@&1 (t—z/c) dw

out

t)
\/% / out

bezeichne nun das elektrische Feld im Gebiet > 9.
Man zeige, daf3

mit

N(w) p(w)
def( ) 1)( @ T
@) = e o) N) () 122 ()2
(1) (s 1)+ () (1)
Version vom 26. Marz 2009
OFi{ir allgemeines u(w) siehe Aufgabe 54.

1Bzgl. einer etwas anderen Herleitung siehe (Reider, 1997, Abschn. 2.2.4).
2Hinweis:

[T g [T g, [ ) Sene) g,

w — W w

wo—T €
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und
ESH) (w) = ds(w) Bin(w)
mit
. 4 ei% N(w)-1)6
ds(w) = N(w) () N(w) () 129 N(0)6
<u(w) +1) (N(@ “) + <W‘ ) (W 1)‘9 ‘
gilt und daf sich
0 Aw
(gm@) =17 W) - v

sowie

(@) = ()

und damit auch p(w) und N (w) auf eine Umgebung von P holomorph mit entspre-
chenden Beschranktheitseigenschaften fortsetzen lassen.

Nach Ubungsaufgabe 54 gilt die KRAMERS-KRONIG-Relation (4.26) auch dann
exakt, wenn p(w) # 1 ist.

4.1.4 Subtraktionen

Der Subtraktionsoperator

def f(2) _ f(0)

(Af) (2)

verbessert das Verhalten von f(z) im Unendlichen unter Erhaltung der Analyti-
zitédtseigenschaften und der crossing relation — sofern letztere erfiillt ist:

f(z) = [(=72) = (Af) (z) = (Af) (==). (4.27)
Wichtig ist auflerdem, daf der Realteil (bzw. der Imaginérteil) von (Af) (z) den
Imaginérteil (bzw. Realteil) von f(z) — f(0) bestimmt und umgekehrt. Falls f(z)
in einer Umgebung der abgeschlossenen, oberen, komplexen Halbebene holomorph
sowie polynomial beschréankt ist und falls

wn w—toco

gilt, so ist (A™f) (z) ebenfalls in einer Umgebung der abgeschlossenen, oberen, kom-
plexen Halbebene holomorph und erfiillt nach dem Satz von PHRAGMEN-LINDELOF
die Bedingung:'?

(A" f) (re’) - 0 gleichméBig bzgl. ¢ € [0, 7] .

Version vom 26. Miarz 2009

3Definitionsgeméf gilt (Aof) (2) = f(2).
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Daher gelten die Gleichungen (4.24) auch fiir (A" f) (w) anstelle von 1-N (w)/p(w) :*

R @) = g 2 SADED

Y

N—+oo 7 _N CU_CUO
+N R n
(D)) = gim 2 EEDNED g,

falls f(z) in einer Umgebung der abgeschlossenen, oberen, komplexen (4.28)
Halbebene holomorph sowie polynomial beschrankt ist und

@ _

W w—=oo

gilt.

Ubungsaufgabe 55 Man zeige'® durch vollstindige Induktion, daf

F(2) =S50 & f0(0) 2
(iz)"

(A"f) (2) =

VneN. (4.29)

Mit der crossing relation (4.25) ergibt sich analog zur Herleitung von (4.26):

+o0, | Cx n
R(A) @) = 2f DD,
o 20 [*CR((A]) ()
SAN W) = = /0 Ao (4.30)
fiir wy # 0, falls
flw) = f(=w)
fiir alle w € R gilt und die Voraussetzungen von (4.28) erfiillt sind.

Man bezeichnet die Gleichungen (4.28)/(4.30) als Dispersionsrelationen mit n
Subtraktionen.

Ubungsaufgabe 56 Man gebe eine physikalische Begriindung fiir die Beziehungen

r@P <1, |

£ (0,0)]| < 18u(0,w)]| Vw e R

(vgl. 4.1.2) und beweise damit, dafl r(z) in der abgeschlossenen, oberen, komplexen
Halbebene keine negativen reellen Werte annehmen kann.'

Version vom 26. Marz 2009
14Vgl. auch (Nussenzveig, 1972, Theorem 1.6.1, S. 27).

5Hinweis: Man verwende die TAYLOR-Entwicklung von f(z) um die Stelle z = 0 herum.
6Hinweis: Man verwende den Satz von PHRAGMEN-LINDELOF zum Beweis von |r(z)| < 1 und

N(%l <1 fiir z € P und beachte Ubungsaufgabe 14.

(=)
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Nach (4.25)/(4.21) und Ubungsaufgabe 56 erfiillt

fe(2) ' (r(z) +€) —Ine
fiir beliebiges ¢ > 0 die Voraussetzungen von (4.30) fiir n = 0, wenn man den
Imaginérteil von In auf das offene Intervall (—m, +m) beschriankt. Die zweite der
Gleichungen (4.30) liefert dafiir:

2wy [Cln|r(w) + €
= — dw; 4.31
arg (r(wp) + €) - fo P — ; (4.31)
denn:
< 1
——dw=0. 4.32
| e (4.32)

(4.31) erlaubt eine Berechnung von r(w), und damit von N (w)/p(w), aus dem
experimentell leicht bestimmbaren Reflexionskoeffizienten |r(w)|”.

Ubungsaufgabe 57 Man beweise (4.32) und zeige damit, daf im Falle £(0) = £(0)
die erste der Gleichungen (4.30) fiir n = 1 dquivalent ist zur zweiten der Gleichungen
(4.30) mit n =0.

4.2 Quantenmechanische Streuamplituden

4.2.1 Grundbeziehungen der 1-Teilchen-Streuung an Zen-
tralpotentialen

Partikuldare Losungen einer partiellen Differentialgleichung der Form

Dy p(x) = g(x),
wobei Dy ein linearer (partieller) Differentialoperator und g(x) eine vorgegebene
Inhomogenitét ist, konstruiert man gewohnlich in der Form

Ppart (X) = /G(X,X’) g(x')dx’.

Dabei ist G(x,x’) eine sog. GREENsche Funktion zu G(x,x’), d.h. eine Losung
der Differentialgleichung

Dy G(x,X') = 6(x — X)),
deren genaue Auswahl sich nach den gewiinschten Randbedingungen richtet (vgl.
2.2.1 und (3.11)/(3.14)). Die allgemeinste Losung ¢(x) ergibt sich dann durch Ad-
dition einer Losung ¢g(x) des homogenen Problems

A

Dy po(x) =0
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210 Ppar (X)

(%) = po(x) + / G(x, %) g(x') dx’ .

Entsprechend fiihrt das Differentialgleichungsproblem

Dy p(x) = V(x) p(x)

auf das Integralgleichungsproblem

(%) = po(x) + / G(x,¥) V(X) p(x) dx, (4.33)

das sich fiir hinreichend gutartiges V' durch Iteration (C. NEUMANNsche Rethe)
16sen 1&Bt, namlich als Fixpunkt

¢ = lim AZO g, g beliebig,

n—o0

des Operators A, :
(A0 60 o) + [ G V) o)

Anmerkung: Die Approximation ¢ ~ fl%goo bezeichnet man i.a. als
BorNsche Ndéherung.

Im Falle der zeitunabhéingigen SCHRODINGER-Gleichung

h2
(= g B V0 ) ) = B o) (434)
2m
identifiziert man
. 72
Dy=—ANA+F
2m
und wahlt fir £ > 0 :
Cqer  m XD (z’—v 2ol x — x’])
= — . 4.
G(x,x) 512 e (4.35)

als Funktion von x tatsachlich eine

Ubungsaufgabe 58 Man zeige, dafi (4.35)
d(x — x') darstellt.

.35
Losung von (4.34) fiir das Potential V(x) =



84 KAPITEL 4. DISPERSIONSRELATIONEN

Mit (4.33)—(4.35) ergibt sich

Yoo = ( 27rh) / v(p ( (5ee)

elnlaufende ebene Welle

i (B pxe x\)
e

V(%) pplx) dx') dp

m
2mh? |x — x/|

auslaufende Kugelwelle

(4.36)
fiir beliebiges (hinreichend gutartiges) ¢(p) als Losung der zeitabhéngigen SCHRO-
DINGER-Gleichung, wenn ¢, (x) jeweils (die eindeutige) Losung von

i m e% ‘p|"x_xl|

- 2nh? |x — x/|

V(x') pp(x) dx’ (4.37)

ist. Fiir hinreichend gutartiges V' (x) gilt aufgrund der speziellen Wahl der GREENschen
Funktion

/’\I/(X,t)—< N ) /¢ - ( t"”")dp

J/

2

dx — 0, (4.38)

t——o0

freies Wellenpaket

so daf3 sich fiir jede verniinftige einlaufende Situation die exakte Wellenfunktion in
der Form (4.36) darstellen 1a8t. Fiir [x| > |x/| gilt

eilplx—x|  oilplxl
~ e—ﬁ|P\

x—x| 7 x|

und somit

wobei: (4.39)
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Falls V(x) nur von |x| abhéngt, hingt u(p,x) nur von £ = % und ¥ = Zp,x ab:

u(p,x) = f (p—2, Zp,X>

2m
fiir eine geeignete Streuamplitude f(E, V), (4.40)
falls:
V(x) =U(x]) -

Die Streuamplitude bestimmt den differentiellen Wirkungsquerschnitt

9 >
a—Qa(E,Q) = |f(E,9)| (4.41)

und in einfacher Weise den totalen Wirkungsquerschnitt

4mh
V2mFE

(optisches Theorem, vgl. (Gottiried, 1966, Sect. 12.2)).

Ot (E) = S(f(F,0)) (4.42)

Ubungsaufgabe 59 Man zeige,'” daBl

R—+00

6%7 p-x m 6% \/Mb“
lim (27h _3/ —dp=— 5
pl<k B — L 4 e 2mh x|

fir £, e > 0 gilt und vergleiche die rechte Seite mit (4.35).

Anmerkung: Wir benutzen hier stets die Konvention'®

vz |2] ez 8% mit argz € [0,27).
—~—

>0

Funktionen (im wesentlichen) selbstadjungierter Operatoren, wie z.B. der Propa-
gator (Zeitentwicklungsoperator) Uit  lassen sich mithilfe des Spektral-
satzes (siehe z.B. (Reed und Simon, 1972, Theorem VIIL.6)) exakt definieren und
— solange man Faktoren nicht vertauscht — i.d. Regel wie gewohnliche Funktionen

behandeln. Daher erfiillt z.B.
U(x,t) = e+ 70 0(x,0)

Version vom 26. Miarz 2009
"Hinweis: Man integriere in Kugelkoordinaten zunichst iiber die Winkel, setze den verbleiben-
den Integranden symmetrisch fort und gehe wie bei der Ableitung der HEAVISIDE-Formel (3.21)
vor (vgl. (Gottlried, 1966, Sect. 12.1)).
18Die Funktion /z ist also lings des Schnittes R, unstetig.
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fiir hinreichend gutartiges W(x,0) die zeitabhéngige SCHRODINGER-Gleichung

ih%‘ll(x, t) = HU(x,t).

0
Sei
H=Hy+V,

wobei:

o odet B . : . . (4.43)
Hy = 5 Ay mit geeignetem Definitionsbereich ,

m
V¢ Multiplikation mit V(x).

Anmerkung: Aus Ubungsaufgabe 59 und (4.37) folgt nach Regel 10 zur
FourIiERr-Transformation die sog. LIPPMANN-SCHWINGER- Gleichung:

p(x) = eFP* 4 Tim — (V(x) ppl(x)) .

3 -
e—+0 P2 _ ;
o — Ho + i€

wobei ﬁo auf die Variable x wirkt.

Dann erfiillt

U(x,t) = Ui (x, 1) + / Upet(t — )V T (x, ) dE
wobei:

A - (4.44)
Uc(t) % 0(t) 7 1

V() (@nh) 2 [G(p)e (5ee)

9

fiir hinreichend gutartige V' (x), ¥(p) die zeitabhéingige SCHRODINGER-Gleichung
und stimmt mit (4.36) {iberein, da im Einklang mit (4.35)

i cHE)

t——o0

gilt (Beweis als Ubungsvorschlag).

4.2.2 Analytizitidtseigenschaften der Streuamplitude

Der retardierte Propagator U, (t) 1iBt sich entsprechend der HEAVISIDE-Formel
(3.21) durch die sog. Resolvente

A

TP |
R(z) o 7 Vz € C\ Spektrum(H)
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von H ausdriicken:

o et o
o(t)e it — & ,/Ld]ﬂ Ve>0,teR. (4.45)
ori | E+ie—H

Nach Regel 10 fiir die FOURIER-Transformation folgt daraus
/ e~ M T (t — VW (x, 1) AE
~ 1 i (P ok
= (27rh)_3/2/111(p) Ve " <2mt ’ >dp
P tie—H

fir e > 0 und ¥, geméf (4.44) und damit

=~ i 1 i 5 p2
U(x,t) = (2777:0)_3/2 / ¥(p) <€h P+ m <V(X)€hp'x>> e remtdp.
2m

(4.46)

Anmerkung: Es sei daran erinnert, daB ¥(p) und V/(x) immer hinrei-
chend gutartig vorausgesetzt sind, so dafl sich auch die in (4.46) vor-
genommene Vertauschung von e-Limes und p-Integration — mit etwas
Miihe — rechtfertigen l483t, wobei die Konvergenz unter dem Integral
gleichméBig bzgl. x ist.

Ubungsaufgabe 60 Man zeige, daf
- R
1-— Ro(Z)V

fiir z € C\ Spektrum(H) gilt, wobei Ry(z) die Resolvente von Hy bezeichnet.

Im Grenziibergang \Tf(p) — 0(p’ — p) ergibt sich durch Vergleich von (4.36)/(4.37)
und (4.46):

o) = b7t Jim o (VO0ei?) S0
2m

Wir nehmen an, dafl

V(x) = U(x) Yx €R® | sup,.o e 7 |U(r)] < oo (4.48)
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fiir geeignete A\,0 > 0 gilt."” Da die Resolvente aufierhalb jeder Umgebung des
Spektrums von H holomorph und beschrénkt (bzgl. der Operatornorm-Topologie)
ist, folgt aus (4.47), daB fiir jeden Einheitsvektor e

(p\/QmEe<X> — en VImBex el_iglo q)%+ie<x> (4.49)

gilt, wobei die z-abhéingige Schar der Funktionen

e def 1 i\2mEex

CIDZx:—A<Vxeﬁ mn )
> V2mz — H x)

nach Voraussetzung (4.48) fiir ‘% (\/ 2mz)‘ < Ah auflerhalb jeder e-Umgebung des

Spektrums von H bzgl. der L2-Norm holomorph und beschrénkt ist.
Im Falle (4.48) besteht das Spektrum von H aus dem Kontinuum R, und endlich
vielen Energie-Eigenwerten Ey, ..., Fy , die gebundenen Zustdnden entsprechen:

®e(x) fiir jedes € > 0 holomorph und beschriinkt als L*-wertige Funk-
tion von z iiber

(s |3 (vam)| <M= ¢ U(Br B URDY . |

Fithrt man die asymptotische Betrachtung von (4.37), die auf (4.39) fiihrte, fiir
die BorNsche Néherung von ¢p(x) (e’P* anstelle von ¢, (x) auf der rechten Seite
von (4.37)) durch, so ergibt sich die Streuamplitude in BoRNscher N#herung:

up(p, ) « —2:;2 /e_gT(p’x)’x/ V(x")dx',
wobei: (4.51)
7(p, X) def Ip| % —p Impulsiibertrag .

Unter der Voraussetzung (4.48) ist up(p,x) eine Funktion allein des Betrags des
Impulsiibertrags

7(p,x) = |7(p,x)| = \/2p2 (1 — cos £p,x) (4.52)

Version vom 26. Marz 2009
¥Djiese Bedingung ist z.B. fiir da YUKAWA-Potential erfiillt.
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mit offensichtlichen Analytizitatseigenschaften:

Us(p,x) = Ap (7(p,x)) Vp,x € R?,

(4.53)

m

£ e n 2 U (|¥|) dx'  holomorph fiir |S(z)| < AR

Setzt man in (4.39) die exakte Funktion ¢p(x) ein, so ergibt sich die Streuamplitude
als Funktion von Energie und Betrag des Impulsiibertrags

A(E,7(px)) = | (%>4P,X> (4.54)
mit (4.49) zu
m ; -4 2+4i2me 25 -x/
a0 = g [V o o

2m

Leider reichen die damit aus (4.50) fiir A(E, 7) folgenden Analytizitatseigenschaf-
ten zur Ableitung von Dispersionsrelationen noch nicht aus (wenn (4.48) nicht fur
beliebiges A > 0 gilt), verdeutlichen aber die wesentliche Struktur:

Mit erheblichem Mehraufwand 148t sich zeigen (Khuri, 1957), dal A(E,7) fur
festes 7 € [0,2Ah) folgende Eigenschaften besitzt:

1. A(E, ) ist Randwert einer in C\ ({£1, ..., Ex} UR,) holomorphen Funktion
f(z)

2
A(E,7) = f(E+i0) ¥ lim f(E+ic) VE > .

8m
2. A(E,7) ist fiir £ > 0 TAYLOR-entwickelbar.

3.
f@=fk VzeC\({E,....,Ex}UR)).
f(re®) — Ap(1) — 40 0 gleichmiBig bzgl. ¢ € (0,27).

5. z = 0 ist lediglich ein Verzweigungspunkt von f(z), in dessen Umgebung die
Funktion beschrénkt bleibt.
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4.2.3 Dispersionsrelationen fiir festen Impulsiibertrag

Fiir den Weg

folgt aufgrund der CAuCHYschen Integralbezichungen (2.28)/(2.32) aus der 1. Ei-
genschaft von A(E,7) fir p > 0 E € R\ {0, Ey,..., E,} und hinreichend grofies
R>0:

f(z) — As(T) / f(z)
——=dz = f(F Ag( ————dz.
omi cn 2 — (B +ip) @ = J(E+ip) = As +22m vy (i) 2 — (E +ip) -
(4.55)
Aus der 4. und der 5. Eigenschaft folgt andererseits
_A _
o L[ @A) 1)~ ()
R—+00 270 Jo, 2 — (B +1ip) 27m cn 2 — (B +ip)
B / f(E —l—ZO) f(E" —1i0) 4B
T 2mi — (E+ip) ’
was aufgrund der 3. Eigenschaft mit
o0 / N
l/ FE+i0)
7o B-(E+ip)
tibereinstimmt und fiir p — +0 geméf (4.23) in
E/
f JIET+10) “0 V4B i (f(E +i0))
tibergeht. Damit folgt aus (4.55) die Dispersionsrelation
El
R(f(E +i0)) = / JIET+10) HO ) a
(4.56)

—ZAj E,7) YE€R\{0,F,...,Ex},
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wobei A;(E, T) jeweils das Residuum

1 f(2)

lim — d
TLIEO 277-7/ 8UT(EJ‘) zZ — E N
der Funktion i—% von z an der Stelle z = E; # E ist. Da die isolierten Singularitidten

von f(z) nur einfache Pole sind, folgt geméf der CAUCHYschen Formel (2.32):

Ri(t) .. .
A](E,T):ﬁ furjzl,...,N,
wobei: (4.57)
R;(7) ' Jim L/ f(z)dz reell
J r—+0 271 BUT(EJ') ’

Nach (4.56) haben die gebundenen Zusténde deutlichen Einflufl auf die Streuampli-
tude! Im Falle 7 = 0, d.h. fiir Vorwdrtsstreuung, stimmt f(E +i0) fiir alle £ > 0
mit der Streuamplitude A(E,0) und somit nach dem optischen Theorem (4.42) mit
%}LM(E) iiberein.

Fiir Vorwértsstreuung ist also das Hauptwertintegral auf der rechten Seite von
(4.56) im Prinzip experimentell bestimmbar. Fiir 7 > 0 ist dagegen A(FE,7) nach
(4.52) nur fiir £ > % als Streuamplitude definierbar. In diesem Falle bestimmt man
S (f(E +140)) im unphysikalischen Bereich 0 < E < 87—; durch Partialwellenentwick-
lung (Khuri, 1957).
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