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Vorwort

Als Funktionalanalysis bezeichnet man die

,Analysis von Funktionen, deren Erklarungs- und Bildbereich topologi-
sche (meist lineare) Rédume sind. Der Name riithrt daher, daf§ die Me-
thoden der klassischen Analysis zundchst auf Funktionale iibertragen
wurden.

(Naas und Schmid, 1967, S. 571)

Sie liefert deshalb auch das natiirliche mathematische Riistzeug fiir die Quantenme-
chanik, in der die ,reinen“ Zusténde gewthnlich durch komplexwertige Wellenfunk-
tionen beschrieben werden. Die gegenwirtige Vorlesung beschiéiftigt sich hauptséchlich
mit diesem Teil der Funktionalanalysis, der oft auch als Hilbertraum-Theorie bezeich-
net wird. Zur Erzielung groBtmoglicher Klarheit ist der Rahmen allerdings vielfach
etwas allgemeiner abzustecken — etwa durch eine kurze Einfiihrung in die allgemeine
Topologie und die Verbandstheorie.

Natiirlich ist es nicht moglich, hier eine auch nur anndhernd vollstdndige Ab-
handlung wenigstens der Hilbertraum-Theorie zu préasentieren. Es geht also nicht
darum, die Dinge umfassend darzustellen, sondern vielmehr darum, den Stoff auf
moglichst wenige zentrale Punkte zu reduzieren, die einen gewissen Uberblick und
selbstdndige Weiterarbeit ermoglichen. Die Darstellung sollte aber ausfiihrlich ge-
nug sein, die Strukturen der Quantenmechanik klar erkennen zu lassen und einen
angemessenen Umgang damit zu ermdoglichen.

Warnung: Das vorliegende Skript ist nicht zum Selbststudium gedacht.

Literaturempfehlung: (Neumark, 1959; Pflaumann und Unger, 1968; Reed und Simon, 1972;
Riesz and Sz.-Nagy, 1982; Yosida, 1971)
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Einleitung

In der (nichtrelativistischen) Quantenmechanik (fiir 1-Teilchen-Systeme ohne innere
Freiheitsgrade) werden die (reinen Momentan-) Zustinde durch Wellenfunktionen
U(x) # 0 beschrieben, die (gemeinsam mit der Nullfunktion) bzgl. der natiirlichen

Definition
def

(21\1/1(.) + 22\112()) (X) = Zl\lfl(X) + ZQIIJQ(X)

einen komplexen linearen Raum bilden. Wenn der Zustand eines Systems durch die
Wellenfunktion W(.) beschreibbar ist, dann teilt man das iiblicherweise durch die
Aussage

“Das System befindet sich im Zustand V(x)”
mit.!

_ Die Wahrscheinlichkeit, ein System im Zustand W(x) (bei idealer momentaner
Uberpriifung) innerhalb des Gebietes G lokalisiert zu finden, ist durch

LIRS
S 1) dx

gegeben. Hierbei wird also (fiir stetige Wellenfunktionen) das Quadrat der Norm

wy(x € G) (1)

def
T / T ()| dx

benutzt, die dem komplexen inneren Produkt?

o I .
(@, | D,) ZZZ E @y + i, | (3)
k=0

Version vom 26. Marz 2009
1Obwohl Wellenfunktionen, die (auBerhalb einer Menge vom Lebesgue-Mafl Null) zueinander
proportional sind, den gleichen Zustand beschreiben.
2Gleichung (3) ist der Spezialfall A = 1 der Polarisations-Identitdt

3
- 1 = . ~ )
<<1>1 | A<I>2> =1y <(<1>1 +ikD,) | A (@, +z’“<1>2)> Yoy, e D (2)
k=0
fiir lineare Operatoren A in H mit Definitionsbereich D (vgl. (Bratteli and Robinson, 1979, Beisp.

2.2.15)).
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_ / By (%) Dy (x) dx (4)

entspricht:

1] = V(P [ ). (5)

(Prea¥) (x) “ xo(x) W (), (6)

Mit der Definition

bei
wobei X<X)d§f{1 firxeg
g 0 sonst

die charakteristische Funktion von G bezeichnet, 148t sich (1) in der Form

“ 2 2
’Pxeg‘I’H U | Pool
xeG
wlx € G) = _ 'Ae )
o |\ o]

schreiben.? Das 14t sich folgendermafien anschaulich interpretieren:

g Prcg¥
-+ [xeg7) e

Nun ist .Lf)xeg\ll i.a. allerdings nicht mehr stetig. Zur Losung dieses und dhnlicher Pro-
bleme vervollstindigt man den linearen Raum der Wellenfunktionen bzgl. der durch
|||l gegebenen Topologie zu einem komplexen Hilbertraum H , den Pyeg linear in sich
abbildet. Diese Vervollstindigung 13t sich Realisieren durch die Menge L*(R", dx)
aller Aquivalenzklassen (fast tiberall erklirter) Lebesque-mefbarer Funktionen W(x),
fiir die

/]\I!(x)|2 dx < 00, (8)

wobei [ ...dx allerdings das Lebesgue-Integral meint.* Dabei ist die Aquivalenzre-
lation ~ durch

Uy~ L /|\Ill(x)—\112(x)]2 dx =0 (9)

gegeben. Ublicherweise identifiziert man (etwas leichtfertig) die Aquivalenzklassen

def

(U] = {¥': ¥V quadratintegrabel und ~ W}

mit ihren Représentanten W' € [¥] und schreibt in diesem Sinne auch ¥ € L?(x, dx) .

Version vom 26. Miarz 2009
3Deshalb arbeiten viele Autoren grundsitzlich mit normierten Wellenfunktionen, verlangen also
stets: || 0] = 1.
4Bereits zur Definition des Lebesgue-Integrals sind topologische und verbandstheoretische
Grundbegriffe einzufiihren.
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Auch alle anderen (vermeintlichen) Eigenschaften E eines quantenmechanischen
Systems werden durch (Orthogonal-) Projektoren Pg in dem entsprechenden Hilber-
traum H (Zustandsraum) beschrieben:

R 2
iad [PV

Sie besitzen eine natiirliche Halbordnung <, die in gewissem Sinne der logischen
Implikation entspricht:

Pp, < Pp, &L wy(B) <wy(E) VU eEH

— (v (Bo-Pe)u)<0 vwen.

Die Zuordnung
def

F' =-F — pE/:i—PE
stellt eine Orthokomplementierung dar, die in gewissem Sinne der logischen Negation
entspricht:

Die ‘Logik’ der Quantenmechanik ist durch den orthomodularen Verband der Pro-
jektoren mit den Relationen < und — gegeben.”

Diese Betrachtungsweise fiihrt u.a. auf eine allgemeinere Zustandsbeschreibung
durch positive Spurklasse-Operatoren (Satz von Gleason), die Beschreibung der Er-
wartungswerte mithilfe (i.a. unbeschréinkter) selbstadjungierter Operatoren (Spek-
tralsatz) sowie die Beschreibung von Symmetrietransformationen (wie z.B. der Zeit-
translationen) mithilfe unitdrer Operatoren bzw. I-parametriger unitirer Gruppen
(Satz von Stone). Die Betrachtung der zugehorigen Generatoren (insbesondere des
Hamilton-Operators) fithrt auf die Untersuchung partieller Differentialgleichungen,
u.a. mithilfe distributionstheoretischer Methoden.

Entsprechend obigen Ausfithrungen ist die Vorlesung wie folgt gegliedert:

1. Kapitel: Elementare Topologie
(Grundlegende Begriffe, Topologische Vektorraume)

2. Kapitel: Integration
(Verbands-, Ma$- und Distributionstheorie)

3. Kapitel: Symmetrische Hilbertraumoperatoren
(Spektralmafle, statistische Operatoren, Hamilton-Operatoren)
Version vom 26. Marz 2009

5In diesem Zusammenhang liefert ein Theorem von Amemiya und Araki eine Begriindung fiir
die Vervollstindigung des prd-Hilbertraumes der Wellenfunktionen (vgl. Fuinote 42 von Kap. 1).
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Bzgl. des algebraischen Formalismus der Quantentheorie sei auf (Liicke, 1996)
und (Liicke, qft) verwiesen.



Kapitel 1

Elementare Topologie

Hier werden nur die einfachsten Grundlagen der Topologie abgehandelt,
soweit sie fiir den Zweck dieser Vorlesung benotigt werden. Fiir weiter-
gehende Betrachtungen sei insbesondere auf (Schubert, 1964) verwiesen.

1.1 Grundlegende Begriffe

1.1.1 Offene Mengen, Konvergenz und stetige Abbildungen

Definition 1.1.1 Unter einem topologischen Raum versteht man ein Tupel
(X, %) bestehend aus einer beliebigen Menge X und einer Auswahl T von Teilmengen
von X, die folgenden Bedingungen gendigt:

1. 0 e¥,
2. Xe¥,
3. 01,0261 — OlﬂOQET,

4 TcT = |Joez.
0e%’

Die Elemente von T werden als die offenen Teilmengen von (X,%) bezeichnet.

Ubungsaufgabe 1 Man zeige, daB eine Teilmenge M eines topologischen Raumes

(X, %) genau dann offen ist, wenn zu jedem z € M ein O, € T, € {0 € T: z € O}

existiert das ganz in M enthalten ist: O, C M.

Version vom 26. Marz 2009

LOft wird nur X statt (X, %) geschrieben, wenn klar ist, welche Topologie T gemeint ist.

11



12 KAPITEL 1. ELEMENTARE TOPOLOGIE

Die offenen Mengen® dienen dazu, die Umgebungen eines beliebigen Punktes
x € X zu charakterisieren:

Definition 1.1.2 Seien Teilmenge N und M Teilmengen des topologischen Raum-
es (X, %), also: N, M C X . Dann heifft N eine Umgebung von M, falls ein
O € T existiert mit:

McCOCN.

Im Falle M = {x} , x € X, bezeichnet man N auch als eine Umgebung des Punktes
x.

Beispiele:
1. T={0,X} (Klumpen-Topologie) .
2. R™ mit iiblicher Topologie:

Eine Teilmenge O von R" ist genau dann offen, wenn zu jedem x € O
ein € > ( existiert mit
Ulx) € {x' eR": |x —x| <€} CO.

3. C(R™) mit® der Topologie Ty, der gleichmifigen Konvergenz:

Eine Teilmenge O von C(R") gehort genau dann zu Ty, , wenn zu
jedem f € O ein € > 0 existiert mit

Uc(f) aof {fEC(R"): sup f(x) —f(x)’ < 6} cO.

xeR”

4. C(R™) mit der Topologie T, der punktweisen Konvergenz:

Eine Teilmenge O von C(R") gehort genau dann zu ¥, , wenn zu
jedem f € O und zu jedem x € R" ein e, > 0 existiert mit

{fGC’(R"): ‘f(x)—f(x)’ <€x} co.

5. L*(R",dz) mit der iiblichen Topologie:

Version vom 26. Miarz 2009
2Bazgl. dieser Bezeichnung siehe auch Ubungsaufgabe 4.
3Mit C(R") wird iiberlicherweise die Menge der stetigen (komplex-wertigen) Funktionen iiber
R"™ bezeichnet.
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Eine Teilmenge O von L*(R™ dx) ist genau dann offen, wenn zu
jeder Aquivalenzklasse [f] € O ein € > 0 existiert mit

UL = {1f e 12 @ ax): |1 - 1) < ¢} 0.

dgf/

(unabhiingig von der Wahl des Reprisentanten f ).

wobel

2
dx

fx)

Die intuitive Vorstellung von ‘offen’ ist:

Bewegungsfreiheit
z €O €% =< innerhalb O
um x herum .

Ohne weitere Spezifizierung der Topologie (etwa mithilfe einer Metrik) ist diese Vor-

stellung aber nicht unbedingt realisiert, wie die Moglichkeit T = 2% (déf Menge aller
Teilmengen von X , diskrete Topologie) zeigt. Selbst die offenen Teilmengen des
R! kénnen recht kompliziert sein (vgl. Nr. 2 von Ubungsaufgabe 43.)

Die Topologie T von (X, %) legt fest, wann ein Netz (Moore-Smith-Folge *)
in (X,%), d.h. eine durch eine nach oben gerichtete® Menge J indizierte Menge
{zp},c5 C X, konvergiert:

Definition 1.1.3  Seien {z,} 5 ein Netz in X und x € X . Dann sagt man, dafs
z, in (X,%) gegen v € X konvergiert, und schreibt dafiir

“x, — xin (X, T)”
bzw. “limx, =a”, falls zu jedem O, € T, ein py € J existiert mit:

po=p=12,€0,.

Umgekehrt ist die Topologie durch die Menge aller konvergenten Netze bereits ein-
deutig bestimmt® (siche Satz 1.1.8 im Zusammenhang mit Nr. 1 von Ubungsaufgabe
4).

Version vom 26. Marz 2009

4Wenn einfach nur von einer Folge die Rede ist, dann ist damit i.a. ein Netz, also eine Moore-

Smith-Folge, mit abzihlbarer Indexmenge (meistens J = N o {1,2,3,...}) gemeint.

®Eine durch < halbgeordnete Menge J heifit nach oben gerichtet (resp. nach unten ge-
richtet), falls zu je zwei Elementen p;, p2 € J ein drittes Element p3 € J existiert mit py, p2 < p3
(resp. p3 < p1, p2).

6Unter welchen Bedingungen zu einer vorgegebenen Menge von Netzen eine entsprechende To-
pologie existiert, ist allerdings eine ganz andere Frage (vgl. dazu (Pflaumann und Unger, 1968,
Schluf von Kap. I § 3 a))). In metrisierbaren Rdumen kann man sich iibrigens auf die Betrachtung
von (abzihlbaren) Folgen beschriinken.
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Beispiel: In der Integrationstheorie verwendet man als Indexmenge die Menge aller

Unterteilungen — mit C als natiirlicher Halbordnung — eines jeweils festen Inter-
valls [a,b] C R.

Der Konvergenzbegriff erlaubt eine besonders anschauliche Definition der Stetig-
keit von Abbildungen topologischer Rdume:

Definition 1.1.4 Seien (X, %) sowie (X', T') topologische Riume und f eine Ab-
bildung von X in X'. Dann nennt man f stetig bzgl. der Topologien ¥ und %',
wenn fir jedes Netz {x,} C X die Implikation

z, —xin(X,%) = f(z,) — f(z)in (X' T)

qilt.

Technisch vielfach giinstiger ist jedoch die folgende Definition:

Definition 1.1.5 Seien (X, %) sowie (X', T') topologische Riume und f eine Ab-
bildung von X in X'. Dann nennt man [ stetig bzgl. der Topologien T und %',
wenn zu jedem x € X und zu jedem O}, € T,y ein Oy € Ty existiert mat

FO)E {f(z): 2 €0} C O .

Ubungsaufgabe 2 Man beweise” die Aquivalenz der Definitionen 1.1.4 und 1.1.5
mithilfe des Auswahlpostulats von Zermelo:

Zu jeder Familie 9t von Mengen M gibt es eine Abbildung f von 9 in
U M mit:
MeM
fIM)yeM YMeM.

Anmerkung: Da das Zermelosche Auswahlpostulat nicht bewiesen ist (vgl. (Rédei, 1959,
Schluf} von §15)), verwenden die meisten Autoren nur die Definition 1.1.5 (man be-
achte auch Nr. 3 von Ubungsaufgabe 6).

Beispiele:
1. f:R—C.

Deﬁl’lition 1.1.6 Version vom 26. Mdrz 2009
"Man beachte da§ ‘€, bzgl. der Halbordnung C nach unten gerichtet (siehe Fuinote 5) ist.
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2. Ortsvektorfunktionen.

3. Zustandsvektor als Funktion der Zeit.

Zwei topologische Riume (X, %) (X', T') nennt man homdomorph (zueinan-
der), wenn eine topologische Abbildung (Homdéomorphismus) von (X, %) auf
(X', %) existiert, d.h. eine stetige Bijektion f von X auf X', deren Umkehrabbildung
f~1 ebenfalls stetig ist.

Unter topologischen FEigenschaften versteht man solche Eigenschaften, die
unter topologischen Abbildungen invariant sind. In diesem Sinne sind homéomorphe
topologische Rdume als topologisch gleich anzusehen.

Vereinbarung: In dieser Vorlesung sollen nur Hausdorffsche Rdume
betrachtet werden, d.h. solche topologischen Réume (X, %), fir die zu
je zwei Punkten z1, 2o € X mit x1 # x5 stets zwei offene Umgebungen
O,, € T,, und O,, € T, existieren mit O,, N O,, = 0.

Ubungsaufgabe 3 Man zeige, daB in einem Hausdorffschen Raum der Limes eines
Netzes stets eindeutig ist:®

Tp — T

2, -y }:>x:y.

1.1.2 Abgeschlossene Mengen und kompakte Mengen

Definition 1.1.7 Seien (X, %) ein topologischer Raum, M C X und x € X . Dann
nennt man z einen Haufungspunkt von M (in (X,%)), falls

ON{ZH) M AD YO, €%,.

Die Menge M heifit abgeschlossen, falls sie alle thre Hiufungspunkte enthalt. Man
nennt x einen inneren Punkt von M | falls

O, C M fiir geeignetes O, € %, .

Die Gesamtheit M alle_rz'nneren Punkte von M bezeichnet man als das Innere wvon
M . Die Vereinigung M der Menge M mit allen ihren Hdufungspunkten bezeichnet

Version vom 26. Mdrz 2009

8Eigentlich sollte bei Limites stets die zugehorige Topologie explizit mit angegeben werden.
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def

man als den Abschluf3 von M . Die Menge OM = M\ M bezeichnet man als den
Rand indRand einer Menge von M . M heifit dicht in (X, %), falls M = X .
Falls eine abzihlbare Menge existiert, die in (X, %) dicht ist, dann nennt man (X, %)
separabel.

Ubungsaufgabe 4 Man zeige:

1. Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes (X, %) ist genau dann abge-
schlossen, wenn ihr Komplement X \ M offen ist.

2. M ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthiilt.
3. M ist die grofite offene Menge, die in M enthalten ist.

4. OM ist stets abgeschlossen.

Satz 1.1.8 Fine Teilmenge M eines topologischen Raumes (X, %) ist genau dann
abgeschlossen, wenn fiir alle Netze {asp}pGj C M gilt:

r, —xin(X,T) = zeM.

Beweis: Siehe z.B. (Pllawmann und Unger, 1908, Kap. 1§ 3 Auss. (29)).

Oft ist es zweckméBig, eine zu untersuchende Menge mithilfe einer Uberdeckung
in kleinere Teile zu zerlegen.”

Definition 1.1.9 Sei M eine Teilmenge des topologischen Raumes (X, %) . Dann
versteht man unter einer Uberdeckung von M eine Menge & von Teilmengen
G C X mit:

Mc g

Ged

Sind alle G € & offen resp. abgeschlossen, dann bezeichnet man auch die Uber-
deckung & als offen resp. abgeschlossen.

Dabei ist es in der Regel giinstig, wenn man stets mit einer endlichen Uber-
deckung auskommen kann.
Version vom 26. Mdirz 2009

9Dies gilt — ganz abgesehen von der Differentialgeometrie — insbesondere fiir die Theorie der
verallgemeinerten Funktionen Distributionen.
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Definition 1.1.10 FEine Teilmenge KC des topologischen Raumes (X, %) heifit kom-

pak

t,'0 wenn jede offene Uberdeckung & von K eine endliche Teilmenge &' C &

enthlt, die ebenfalls Uberdeckung von K ist. Falls X kompakt ist, nennt man auch
den topologischen Raum (X, %) kompakt.

Ubungsaufgabe 5 Man zeige:

1.

Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist
kompalkt.

Zu jeder kompakten Teilmenge K eines Hausdorffschen Raumes (X, ¥) und zu
jedem x € X \ K existieren disjunkte offene Umgebungen Ok, O, :

KCOce%, 0,€%., OcnNO,=0.

Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorffschen Raumes ist abgeschlossen.

Im R” ist eine Menge genau dann'! kompakt, wenn sie beschrinkt und abge-
schlossen ist.

Fiir eine stetige Abbildung f eines topologischen Raumes (X, %) in einen to-
pologischen Raum (X', %) ist das ‘Urbild’ offener Mengen stets offen:!?

0ecT = [fHO)E{reX: fx)e0}eq.

Das stetige Bild einer kompakten Menge ist stets kompakt.

Eine reelle stetige Funktion nimmt auf einer kompakten Menge stets ihr Su-
premum an.

Satz 1.1.11 (Bolzano-Weierstrass) FEin topologischer Raum (X, %) ist genau
dann kompakt, wenn jedes Netz in (X,%T) ein konvergentes Teilnetz besitzt.

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1972, Th. IV.3). i

Version vom 26. Mdirz 2009

OBegriff kompakt wird in der Literatur mitunter unterschiedlich definiert (vgl.
(Pllaumann und Unger, 1968, S. 46, Bem. 19)).

HUDie Aussage, dal aus der Beschrinktheit und Abgeschlossenheit im R™ die Kompaktheit folgt,
ist als Satz von Heine-Borel bekannt.

12Die suggestiven Schreibweise f~1(0’) wird iiblicherweise auch dann benutzt, wenn f nicht
bijektiv ist.
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1.1.3 Induzierte Topologien

Definition 1.1.12 Wenn durch T und € (jeweils als Menge aller offenen Mengen)
zwei (i.a. verschiedene) Topologien auf einundderselben Menge X wvorgegeben sind,
dann nennt man die durch < gegebene Topologie stdrker als die durch € gegebene,
falls T C T . In diesem Falle sagt man auch, die durch ¥ gegebene Topologie sei
schwécher als die durch € gegebene.

Ubungsaufgabe 6 Gegeben seien zwei Topologische Raume (X, T), (X, %) und
eine stetige Abbildung f von (X, %) in (X', %'). Man zeige:

1. f ist auch bzgl. jeder stiarkeren Topologie von X stetig.

2. f ist auch bzgl. jeder schwicheren Topologie von X' stetig.

Definition 1.1.13  Sei {(X,,T,)} .5 eine Familie von topologischen Riumen und
sei jeweils f, eine Abbildung der J-unabhdngigen Menge X in (X,,%,). Dann be-
zeichnet man die schwichste Topologie X, bzgl. der alle Abbildungen f, von (X, %)
in (X,,T,) stetig sind, als die {f,} .,-schwache Topologie > von X .

Beispiel: Die Topologie der punktweisen Konvergenz von C(R"™) stimmt mit der
{ex}xern-schwachen Topologie iiberein, wobei

def

ex(f) = f(x) VxeR".

Definition 1.1.14 Wenn X eine Teilmenge des topologischen Raumes (X', T') ist
und v die kanonische Abbildung von X in X' (Einbettung) bezeichnet, dann heifit
X mit der {t}-schwachen Topologie der X entsprechende topologische Teilraum
von (X', ).

Version vom 26. Miarz 2009
BMitunter bezeichnet man diese Topologie — insbesondere im Hinblick auf Definition 1.1.14 —
auch als projektive Topologie.
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Ubungsaufgabe 7 Man zeige:

1. Die in Definition 1.1.13 charakterisierte schwache Topologie existiert und ist
Hausdorffsch, wenn (alle X, Hausdorffsch sind und) {f,} .5 die Punkte von X
trennt, d.h. wenn zu je zwei voneinander verschiedenen Punkten x;,x, € X
ein py € J existiert mit f, (1) # f,,(z2).

2. Wenn (X, %) topologischer Teilraum von (X', %) ist, dann gilt
T={XNO: 0e%}.

3. Wenn (X, ) topologischer Teilraum von (X', %) ist, dann gilt fiir jedes Netz
{zp},c5 C X und jedes z € X :

r, —zin(X,%) <= z,—azin(X | T).

Definition 1.1.15  Sei {(X,,%,)}, .5 eine Familie (nicht unbedingt voneinander
verschiedener) topologischer Rdaume und bezeichne X die Menge aller Abbildungen

z(p) von J in U X, mit
peTJ

z(p)e X, Vpel.
Mit 7, sei jeweils die Projektion von X auf X, bezeichnet:
m(x) = x(p) firze X.

Dann heifit X mit der {Wp}pej—schwachen Topologie das topologische Produkt '
der Riume X, .

Beispiel: R" =R x ... x R.

Satz 1.1.16 (Tychonoff) Das topologische Produkt einer beliebigen Familie kom-
pakter topologischer Rdume ist kompakt.

Beweis: Siehe z.B. (Neumark, 1959, S. 50). i

Vielfach ist die Topologie durch eine sog. Metrik, d.h. durch ein Abstandsmafl
induziert.

Version vom 26. Mdirz 2009
1 Nicht zu verwechseln mit den topologischen Tensor-Produkten topologischer Vektorriume!
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Definition 1.1.17 Sei X eine beliebige (nicht triviale) Menge. Dann versteht man
unter einer Metrik auf X eine Abbildung

d: XxX — R
(xlax2) — d(xbm?)a

die fiir beliebige x1, 9,3 € X folgenden Bedingungen geniigt:'®
1. d Ty, 33'2)

(
2. d(x1,x9) = d(x9,11) .
d(

0= 121 =29.

)=
$17$2)
4. d($1,373)

Wenn d eine Metrik auf X ist, dann heifit (X,d) ein metrischer Raum. Der
(X, d) entsprechende topologische Raum ist dann durch (X, %) gegeben, wobei Ty die
Menge aller in der {d(x,.)}, x-schwachen Topologie offenen Mengen bezeichnet. Ein
topologischer Raum (X, %) heifst metrisierbar, wenn es eine (nicht eindeutige!)
Metrik d gibt mit T =%

d(z1, ) + d(x2,23) ( Dreiecksungleichung) .

Ubungsaufgabe 8 Man zeige, da8 fiir einen metrischen Raum (X, d) stets

0e%y<—

zu jedem x € O existiert ein € > 0 mit
U(z)cOCX

gilt, wobei

Udz) @ {2/ € X d(z,2') < €} .

Beispiele:
1. Kugeloberfliche mit Geodéatenldnge als Metrik.

2. Kugeloberfliche mit Abstand im R? als Metrik.
Definition 1.1.19

5Die erste Bedingung folgt bereits aus der Dreiecksungleichung, die zweite aus der dritten und
der Dreiecksungleichung, wenn man die Dreiecksungleichung in der uniiblichen Form

Version vom 26. Mdrz 2009

d((El,.’Eg) S d(l’l,xg) -+ d(xg, fEQ)

schreibt (siehe z.B. (Pflaumann und Unger, 1968, S. 58)).
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Definition 1.1.18 Seien (X, d), (X', d") metrische Riume und sei f eine Abbil-
dung von X in X'. Dann heifst f isometrisch, wenn

d (f(z1), f(22)) = d(w1,m2) V1,20 € X

gilt.

Unter einem Cauchy-Netz in einem metrischen Raum (X,d) versteht man
ein Netz {acp}pEj in X mit folgender Figenschaft:

Zu jedem € > 0 gibt es ein pg € T mit
d(Tp,,Tp,) <€ Yp1,p2> po.

Der metrische Raum (X,d) heifst vollstindig, wenn jedes Cauchy-Netz in (X, d)
konvergiert. Unter einer Cauchy-Folge ' in einem metrischen Raum (X,d) ver-
steht man ein Cauchy-Netz {z,} 5 in (X,d) mit abzdihlbarer Indezmenge J .

Satz 1.1.20 Jeder metrische Raum erlaubt eine bis auf Isometrie eindeutige Ver-
vollstindigung.'”

Beweis: Siehe z.B. (Neumark, 1959, 8. 53/54).

1.2 Topologische Vektorraume

1.2.1 Beschrinktheit und Vollstindigkeit

Definition 1.2.1 Unter einem topologischen Vektorraum iiber dem Kérper'®
K wversteht man einen Vektorraum X zusammen mit einer Topologie bzgl. der die
Abbildungen

+: X xX — X

($1,x2) — X1+ T2

Version vom 26. Mdirz 2009

16 Cauchy-Folgen werden auch als Fundamentalfolgen bezeichnet.

"In den iiblichen Darstellungen findet man i.a. keine Antwort auf folgende Frage: Seien
(X,d), (X,d') metrische Riume mit X = X’ und T4 = Ty und seien (X,d), (X’,d) entspre-
chende Vervollstéindigungen. Sind dann die topologischen Réume (X %) und (X', % ) Zueinander
homdomorph? Vermutlich gilt das nicht immer. Man vergleiche dazu auch (Schubert, 1964, Anfang
von I1.3.8).

8Fiir die vorliegende Vorlesung ist nur der Fall K = C resp. K = R von Interesse, wobei
man dann von einem komplexen resp. reellen topologischen Vektorraum spricht; statt des Begriffs
Vektorraum wird oft auch der Begriff linearer Raum benutzt.
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und
o KxX — X
Nz) — Az

stetig sind, wobei die Definitionsbereiche der Addition + und der Multiplikation -
entsprechend als topologische Produkte aufzufassen sind.

Beispiele:
1. R”
2. C(X)

Definition 1.2.2 Seien X undY topologische Vektorrdume iiber dem gleichen Zah-
lenkdrper. Dann versteht man unter einem topologischen Isomorphismus von
X auf 'Y eine lineare topologische Abbildung von X auf Y . Falls ein solcher to-
pologischer Isomorphismus existiert, nennt man X und Y zueinander topologisch
tsomorph.

Ubungsaufgabe 9 Man zeige fiir einen beliebigen topologischen Vektorraum X
iiber K :

1. Fiir jedes a € X ist die Translation = — z + a ein Homdomorphismus von X
auf sich.’

2. Fir jedes A € K\ {0} ist die Skalierung = +— A - z ein Isomorphismus von X
auf sich.

Definition 1.2.3 Fine Teilmenge G eines topologischen Vektorraumes X iiber K
heifit beschrdnkt, wenn zu jeder Umgebung Uy von 0 ein X € K existiert mit?
QC)\UOdéf{)\x: $€U0} .

FEine Abbildung?' f von einem topologischen Vektorraum X in einen topologischen
Vektorraum Y heifit beschrdnkt, falls

G beschrinkt in X = f(G) o {f(z): = € G} beschrinkt in'Y

fiir jede Teilmenge G von X gilt.

Version vom 26. Miarz 2009
YDie Topologie ist also bereits durch 7 festgelegt.
20Wir schreiben i.d. Regel einfach Az statt A - .
21Synonym fiir ‘Abbildung’ wird oft auch der Begriff Operator, im Falle Y = K der Begriff
Funktional (bzw. Funktion, falls zusétzlich X = R" oder X = C") benutzt.
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Ubungsaufgabe 10 Man zeige fiir beliebige Teilmengen M eines topologischen
Vektorraumes X und beliebiges a € X :

M beschrinkt in X = M+a % {r +a: 2z e M} beschriankt in X .

Satz 1.2.4 Sei X ein topologischer Vektorraum mit einer abzihlbaren Umge-
bungsbasis der 0, d.h. einer abzihlbaren Gesamtheit By von Umgebungen der 0
mit folgender Eigenschaft:**

Zu jedem Oy € T existiert ein Ny € By mit Ny C Oy .

Dann existiert eine Metrik d mit T = T4, die translationsinvariant ist, d.h. der
Bedingung
d(ﬂ?l,ZL'Q) = d(l‘l + 23,29 + $3) V$1, To, 23 € X

geniigt.

Beweis:?* Siehe (Kothe, 1966, § 15,11.(1)). i

Ubungsaufgabe 11 Man zeige:

1. Wenn die Topologie von X durch eine translationsinvariante Metrik d ge-
geben ist, gilt

M beschrankt <= sup d(z1,22) < 0.
x1,22EM

2. Wenn die Metrik nicht translationsinvariant ist, gilt i.a. auch diese Aquivalenz
nicht mehr.

Definition 1.2.5 Unter einem Cauchy-Netz** in einem topologischen Vektor-
raum X wversteht man ein Netz {anp}pEj in X mit folgender Figenschaft:

Zu jeder Umgebung Ny von 0 gibt es ein py € T mit
Tpy —Tpy €No V1,2 = po-
Der topologische Vektorraum X heifst vollstdndig, wenn jedes Cauchy-Netz in X

konvergiert. Unter einer Cauchy-Folge in einem topologischer Vektorraum X ver-

steht man ein Cauchy-Netz {xp}pEj in X mit abzdhlbarer Indexmenge J .

Version vom 26. Marz 2009

22Wir bezeichnen wieder mit T die Gesamtheit aller in X offenen Mengen und mit €y Gesamtheit
aller in X die offenen Mengen, die die 0 enthalten.

ZFiir lokalkonvexes X siehe Ubungsaufgabe 14.

24Cauchy-Netze lassen sich allgemeiner in uniformen Rdiumen definieren.
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Ubungsaufgabe 12 Sei X ein topologischer Vektorraum. Man zeige:
1. Definition 1.2.5 ist konsistent mit Definition 1.1.19.
2. Jede endliche Teilmenge von X ist beschréankt.
3. Jede Cauchy-Folge®® in X ist beschrinkt.

4. Wenn X metrisierbar ist, ist jedes Cauchy-Netz {Jcp}pej in X asymptotisch
beschrdnkt, d.h. es existiert ein py € J mit:

{x, € J: po < p} beschriankt in V.

Beispiel zu 2.: Die §-Folge der

def n’x fiir » € [0, ]
fu(®) = ¢ n—n? (m—%) fir x € [%,%]
0 sonst

ist in C'(R) bzgl. der Topologie der punktweisen Konvergenz beschrinkt!

Ubungsaufgabe 13 Seien X und Y topologische Vektorrdume. Man zeige fiir
beliebiges™ f € L(X,Y):

1.
f stetig = f beschrankt.

2. Wenn X metrisierbar ist, dann gilt umgekehrt auch®”

f beschrinkt = f stetig.

Vereinbarung: Im Folgenden seien nur Vektorrdume iiber dem Korper
K der komplexen oder der reellen Zahlen betrachtet.

Version vom 26. Mdrz 2009

25 Cauchy-Netze sind dagegen i.a. nicht einmal asymptotisch beschrinkt!

26Wie allgemein iiblich, bezeichnen wir mit L(X,Y) den Vektorraum aller linearen Abbildungen
des Vektorraumes X in den Vektorraum Y .

2"Man beachte, daB eine lineare Abbildung entsprechend Ubungsaufgabe 9 genau dann stetig
ist, wenn sie bei 0 stetig ist.




1.2. TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME 25

1.2.2 Lokalkonvexe Riaume

Fiir praktische Anwendungen kommen von den topologische Vektorrdumen?® in aller
Regel nur solche in Frage, die lokalkonvex sind:*"

Definition 1.2.6 Ein topologischer Vektorraum X heifit lokalkonvex, wenn jede
Umgebung Ny von 0 eine Umgebung A von 0 enthilt, die absolut konvex ist,
d.h. der Bedingung

(M +pl<l=X+puyecA VeycA \peckK

geniigt, und absorbierend.”® Letzteres heifit, daff zu jedem v € X ein Ay > 0
existiert mit
>N = zcpd VYuek.

Eine offene, absolutkonvexe, absorbierende Menge A 148t sich stets durch das
zugeordnete Minkowski- Funktional

ha(z) € inf{A>0: 2z € \A} (1.1)
charakterisieren:
re€A<= hy(x)<l1.

Beispiel: Fiir X = R gilt stets A = (—A, +A) mit geeignetem A € (0, oo] und somit

ha(x) = |z[ /A.

Ubungsaufgabe 14 Man zeige fiir einen beliebig vorgegeben lokalkonvexen topo-
logischen Vektorraum mit der Topologie ¥ :

1. Wenn eine Umgebungsbasis der 0 existiert, dann auch eine solche, die nur aus
absolutkonvexen absorbierenden Mengen besteht.

2. Wenn B, = {A, Ay ...} eine (abzihlbare) Umgebungsbasis der 0 ist, die nur
aus absolutkonvexen absorbierenden Mengen besteht, dann ist

d(z,y) = > 27" inf {hu,(z —y),1}
n=1
eine Metrik mit T =%,

Version vom 26. Mdirz 2009

28Falls die lineare Struktur iiberhaupt angemessen ist.

29Bzgl. der Vervollstindigung lokalkonvexer Réiume siehe (Robertson und Robertson, 1967,
Kap. VI, Satz 7).

30 Aufgrund der Stetigkeit der (duleren) Multiplikation wiirde es geniigen, nur einfach Konvexitét
(vgl. (Valentine, 1968)) zu fordern (siehe z.B. (Robertson und Robertson, 1967, Kap. I, Satz 5)).
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Definition 1.2.7 Unter einer Halbnorm auf einem Vektorraum X wversteht man
eine Abbildung h von X in R, die folgenden drei Bedingungen gentigt:

S1: h(z) >0 VzeX.
S2: h(Az) = |Ah(x) Ve X, ek,
S3: h(x +vy) < h(z)+h(y) Ve,yeX.
Unter einer Norm auf X versteht man eine Halbnorm h, die der Bedingung®
hz) =0<=2=0

fiir alle v € X gendigt.

Ubungsaufgabe 15 Man zeige fiir einen beliebigen Vektorraum X :

1. Fiir jede absolutkonvexe, absorbierende Menge A C X stellt das zugehorige
Minkowski-Funktional A 4 eine Halbnorm auf X dar.

2. Fiir jede Halbnorm K auf X ist die Menge

A @iz e X K(z) < 1}

absolutkonvex und absorbierend.
3. Fiir jede Halbnorm K auf X gilt
|K(r) - K(y)| < K(x—y) Ya,yeX.

4. Fiir jede Norm ||.|| auf X definiert®

def
d(z,y) = [z —yl Va.yeX

eine translationsinvariante Metrik auf X .

Definition 1.2.8 Fin normierter Raum st ein lokalkonvexer Vektorraum X ,
auf dem eine Norm ||.|| ausgezeichnet ist, deren zugeordnete Metrik

def
d(z,y) = lv -yl Va,yeX

im Sinne von Definition 1.1.17 die Topologie von X bestimmt. Dieser normierte
Raum wird zur Verdeutlichung auch durch (X, ||.||) mitgeteilt. Wenn X wvollstindig
ist, nennt man (X, ||.|) einen Banachraum.

Version vom 26. Miarz 2009
31Meist schreibt man ||z|| statt h(z) .

32Die Umkehrung gilt natiirlich i.a. nicht, wie etwa das Beispiel d(z,y) = /|x — y| fir X = R
zeigt.
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Beispiel: C(R") mit Supremumsnorm || f|| = supyegn | f(X)].

Ubungsaufgabe 16 Man zeige, daf8 die Topologie eines normierten Raumes (X, ||.||)
stets mit der {||. — 2|/}, y-schwachen Topologie iibereinstimmt.

Definition 1.2.9 Unter einem inneren Produkt eines Vektorraumes X wver-
steht man eine im zweiten Argument lineare Abbildung (. | .) von X x X in K, die
folgenden beiden Bedingungen geniigt:

1. (@®[®)>0 YdeX\{0}.
2. (D) | By) = (By | D)) VP, BpE X

Ubungsaufgabe 17 Sei X ein Vektorraum mit innerem Produkt (. | .) . Man zeige:

1. Es gilt der Satz von Pythagoras:?’

<<I)1 | (I)2> =0= <CI)1 +(I)2 | @1-{—@2) = <q)1 | (I)1>+<¢)2 | (I)Q> \V/(I)hq)g c X.

2. Fir alle q)l,q)g € X mit <(I)2 | @2) ?é 0 gllt

<¢2\¢1—%¢2>:0.

3. Die ScHWARzsche Ungleichung **

(D1 | Do) < /(D1 | 1) (o | o)

gilt fiir alle &1, 5 € X, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn die Vektoren

linear abhéngig sind (siehe Lemma 2.1.9 von (Liicke, ein)).
4.
10| %< /(@ |®) VoeX (1.2)
definiert eine Norm ||.|| auf X .

Version vom 26. Mdrz 2009
33Die umgekehrte Implikation gilt fiir komplexe Vektorriume i.a. nicht.
34Fiir die Quantenmechanik besagt die Schwarzsche Ungleichung gem#f entsprechender Verall-
gemeinerung von (7), da die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von einem Zustand in einen
anderen stets kleiner 1 ist.
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Definition 1.2.10 Ein prd-Hilbertraum?® ist ein normierter Raum (H,||.||),
dessen Norm ||.|| gemdfS (1.2) durch ein inneres Produkt (.| .) geben ist. Den pri-
Hilbertraum H teilt man auch durch (H, (.| .)) mit. Wenn H wvollstindig ist, nennt
man (H,{.|.)) einen Hilbertraum. Unter einer Hilbertraum-Basis % versteht
man eine Menge linear unabhingiger Vektoren,>™ die in ‘H total ist, d.h. deren
lineare Hiille in H dicht ist. Ein Vektor ® € H heifit normiert, falls [|®|| = 1.
Zwei Vektoren ®y, ®y € H heiffen orthogonal,*® falls (| ®5) =0.

Beispiel:

1. Der Folgenraum

{2 = (e Dol 2 [ < 00}

n=1 cC

mit dem natiirlichen inneren Produkt

(12) =) Znz

n=1

ist ein komplexer Hilbertraum.

2. Realisierung von ¢ durch Fourier-Reihen (siehe Abschn. 6.2.1 von (Liicke. ein)).

Die Aussage des folgenden Satzes ist dquivalent zu der des Zermeloschen Aus-
wahlaxioms.

Satz 1.2.11 (Zornsches Lemma) SeiJ # ) eine halbgeordnete Menge, fiir die
jede geordnete™® Teilmenge nach oben beschrinkt ist. Dann besitzt X (mindestens)
ein mazximales Element.

Beweis: Siehe z.B. (R¢dei, 1959, §11, Satz 15).

Ubungsaufgabe 18 Man zeige fiir einen beliebigen Hilbertraum (M, (. | .))

Version vom 26. Marz 2009
35Gynonym verwendet man auch den Begriff unitdrer Raum.
36Nicht zu verwechseln mit einer (Hamel-)Basis von H als linearem Raum!
37Die Elemente eines linearen Raumes werden i.a. Vektoren genannt.
38Die Orthogonalitit zweier Vektoren &1, 5 wird oft auch durch ®; L ®5 mitgeteilt.
39Eine durch < halbgeordnete Menge J heiBt geordnet, wenn fiir pi, p» € J stets mindestens
eine der Relationen x1 = x5, 1 < x5 oder x5 < 271 besteht.
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1. Es existiert ein maximales Orthonormalsystem (MONS, auch vollstindiges Or-
thonormalsystem oder Orthonormalbasis genannt), d.h. eine maximale Menge
paarweise orthogonaler, normierter Vektoren in H .

2. Fiir jedes MONS {®,} 5 von (H, (. |.)) und jeden Vektor ¢ € H gilt

2=Y"a, (®,|5) (1.3)

peTJ

und

1el* = 1{@, | ®)” (1.4)

peJ

wobei (fiir festes @) hochstens abzdhlbar viele der Entwicklungskoeffizienten
(®, | @) von Null verschieden sein kénnen und die Reihenfolge der Summation
keine Rolle spielt.

3. Jedes MONS ist eine Hilbertraum-Basis.

4. (H,(.|.)) ist genau dann separabel, wenn ein abzdhlbares MONS (von H)
existiert.

5. Alle MONS von H haben die gleiche Kardinalzahl®® (Méchtigkeit), die man als
Hilbertraum-Dimension von H bezeichnet, d.h. zu je zwei MONS {®,} _,
und {@;,}p,e 5, existiert eine riickeindeutige Abbildung von J auf J'.

6. Das innere Produkt ist in beiden Argumenten gleichzeitig stetig, d.h. die Ab-
bildung

HXH9(®1,¢2)’—><¢1|®2>€C

ist stetig, wobei H x ‘H das topologische Produkt von H mit sich selbst gemé&f
Definition 1.1.15 meint.

7. Fiir jeden abgeschlossenen linearen Teilraum A von H ist (A, (. |.) ) x A)
ebenfalls ein Hilbertraum.*!

Version vom 26. Marz 2009
40Man beachte

{0,: peT}= | {2,: peT, (¥, | ®,)#0},

pred’ abzéhlbar
und den Aquivalenzsatz von Schroder und Bernstein (siche (Kamke, 1965, Kap. II, §10) oder
(Halmos, 1994, Kap. 22).) im Zusammenhang mit der (nicht trivialen) Tatsache, daf eine unend-

liche Menge M stets die gleiche Kardinalzahl hat wie N x M (Ro - R, =8, , siehe (Kamke, 1965,
Kap. VI, §45, Regel (1)) oder (Ialmos, 1994, Kap. 24)).

AMit fAM wird jeweils die Einschrinkung einer Abbildung f auf eine Teilmenge M ihres
Definitionsbereichs bezeichnet.
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8. Das orthogonale Komplement
M- reH: (x]y)=0Vye M}
einer Teilmenge von H ist stets ein abgeschlossener linearer Teilraum von H .

9. Fiir jede Teilmenge M von H gilt

lineare Hiille(M) = (./\/ll)L .

10. Fiir jede Teilmenge M von ‘H gilt*?

H = lineare Hiille(M) & M*,

d.h. jeder Vektor x € 'H besitzt eine eindeutige Zerlegung

r=ux;+x9, x € lineare Hiille(M), z,€ M*.

11. Die abgeschlossene Einheitskugel
{eeH: o<1}

ist zwar beschrénkt, aber nicht mehr kompakt in der Normtopologie, wenn H
unendlichdimensional ist.

Man rechnet leicht nach, daff sich eine Norm ||.|| genau dann aus einem inneren
Produkt (.| .) gemifl (1.2) ergibt, wenn sie der Parallelogramm-Gleichung **

2 2 2 2
e+l + llz = yI” =2 (=] + [ly[I) (1.5)
geniigt.* Die Supremumsnorm von C'(R") geniigt der Parallelogrammgleichung fiir

nichttriviale f,¢g € C(R") mit

supp f Nsuppg = 0

offensichtlich nicht.

Version vom 26. Marz 2009
42Nach einem Satz von Amemiya und Araki (siehe (Piron, 1976, Theorem (3.26))) gilt das wirk-
lich auch nur dann, wenn H vollstdndig ist.
43Giehe auch P.R. Halmos: Hilbert Space Problem Book.
#Das innere Produkt ist dann durch (1.2) (mit X = H) gegeben.
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1.2.3 Stetige lineare Abbildungen

Fiir gegebene topologische Vektorraume X, Y iiber dem gleichen Zahlenkorper K
bezeichnen wir mit £(X,Y") stets den Vektorraum (iiber K) der stetigen linearen
Abbildungen® — im Falle Y = K meist Funktionale genannt — von X in Y.

Ubungsaufgabe 19 Man zeige:

1. Wenn X und Y normierte Rdume (iber dem gleichen Zahlenkorper) mit den
Normen |||y resp. ||.||x sind, dann existiert die sog. Operatornorm

Ax .

o VAeLX,Y)

= sup ’Y
o£eex |7l x

und hat tatsichlich alle Eigenschaften einer Norm auf £(X,Y).

A

2. Wenn X ein normierter Raum und Y ein Banachraum ist, dann ist £(X,Y)
mit der Operatornorm ebenfalls ein Banachraum.

3. Wenn (H, (. | .)) ein Hilbertraum ist, dann stimmt fiir jedes x € H die Opera-
tornorm von (z| € L(H,C) mit \/(z | z) iiberein.*®

4. 0y ist zu sich selbst dual, d.h.:*"

Ly, C) = {<z| Dz € 62}.

5. Ein stetiges lineares Funktional*® auf einem beliebigen topologischen Vektor-
raum iiber K ist genau dann stetig, wenn es eine geeignete Umgebung von
Null auf eine beschriankte Teilmenge von K abbildet.

Version vom 26. Marz 2009
45Man bezeichnet Abbildungen f, g auch als Operatoren und schreibt dann f x statt f(x) sowie
f g statt fog. Natiirlich gilt £(X,Y) C L(X,Y).
46Mit (x| wird i.d. Physik iiblicherweise die Abbildung

(| : H — C
y — (zly

bezeichnet. Man beachte, daf die Zuordnung o — (x| antilinear ist, d.h.:

(az +yl=a(z|+(y| VaeC,zyecH.

4TDie entsprechende Aussage L(H,C) = {<z| Dz € H} gilt fiir jeden Hilbertraum (Lemma von
Riesz), d.h. fiir jedes F' € L(H,C) gilt

(2| ~F Vze{yeH: Fly)=0}"

(vgl. (Reed und Simon, 1972, Theorem I1.4)).
48Die Existenz eines stetigen linearen Funktionals F' # 0 ist nicht fiir alle topologischen Vek-
torrdume gesichert (siehe z.B. (Robertson und Robertson, 1967, Kap. I, Anhang (6))). Fiir lokal-

konvexe Raume folgt die Existenz aus dem Satz von Hahn und Banach (Satz 1.2.14).
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6. Jedes lineare Funktional auf einem endlichdimensionalen topologischen Vek-
torraum ist stetig.

7. Ein lineares stetiges Funktional F' auf einem lokalkonvexen topologischen Vek-
torraum X ist genau dann stetig, wenn eine absolutkonvexe Umgebung A von
0 existiert, deren Minkowski-Funktional der Ungleichung

|F(2)| < hu(z) VYzeX
gentigt.

Definition 1.2.12 Fine Abbildung f eines Banachraumes X in einen Banachraum
Y heifit an der Stelle xy € X (Fréchet-) differenzierbar, wenn ein D, f €
L(X,Y), die sog. Fréchet-Ableitung ** von f an der Stelle xy , existiert mit

i 10+ A2) = f(@0) = (Do) (A0)]

=0.
0#£Az—0 | Azl

Ubungsaufgabe 20 Man zeige:
1. Die Fréchet-Ableitung ist tatséchlich eindeutig, falls sie iiberhaupt existiert.

2. Fiir stetig differenzierbare Skalarfelder ®(x) iiber dem R™ gilt
(Dy,®) (x') = x' - grad (%) Vxg,x € R"
(also Dy = L, entsprechend Abschn. 4.1.1 von (Liicke, cin)).

3. Fiir ganze analytische Funktionen f gilt

(Do f)(2) = 2z f'(20) Vz0,2€C.

Definition 1.2.13 Sei X ein topologischer Vektorraum. Dann bezeichnet man die
L(X,K)-schwache Topologie einfach als die schwache Topologie ™ von X .

Ubungsaufgabe 21 Man zeige, daB die schwache Topologie von ¢ echt schwiicher
ist als die Normtopologie.

Ubungsaufgabe 22
49Diese Definition 148t sich (mithilfe der entspr. Minkowski-Funktionale) ohne weiteres fiir lokal-
konvexe Rédume X , Y verallgemeinern. Falls X ein Funktionenraum iiber Y = K ist, bezeichnet
man D, f auch als Funktionalableitung.
0Wenn F ein linearer Teilraum von L(X,K) ist, bezeichnet man mit (X, F') die F-schwache

Topologie von X . Die schwache Topologie von X ist also o(X, X’), wobei X’ def L(X,K).

Version vom 26. Méarz 2009
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Seien XY topologische Vektorrdume und Z ein in X dichter topologischer
Untervektorraum. Man zeige:

1. Stetige lineare Abbildungen von X in Y bilden Cauchy-Netze in X stets auf
Cauchy-Netze in Y ab.

2. Wenn Y vollstéandig ist, 148t sich jede stetige lineare Abbildungen von Z in Y
eindeutig zu einer stetigen linearen Abbildungen von X in Y fortsetzen.

Satz 1.2.14 (Hahn-Banach) Sei X ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum
tiber dem Korper der komplexen oder der reellen Zahlen und sei Z ein topologischer
Untervektorraum von X . Dann lifit sich jedes stetige lineare Funktional auf 7 zu
einem stetigen linearen Funktional auf X fortsetzen.

Beweis: Siehe z.B. (Robertson und Robertson, 1967, Kap. II, §2). i

Satz 1.2.15 (Banach-Steinhaus) Seien X ein Banachraum, Y ein normierter
Vektorraum und § C L(X,Y). Falls {F(z): F € §} fir jedes v € X inY be-
schrinkt ist, dann ist § gleichmdfig, d.h. bzgl. der Operatornorm, beschrinkt.”!

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1972, Theorem I11.9). i

Ubungsaufgabe 23 Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Vektorraum. Man
zeige, dafl jedes bilineare Funktional auf X x Y, das in jedem Argument fiir sich
stetig ist, auch in beiden Argumenten gleichzeitig stetig ist.”?

Definition 1.2.16 Seien X ein Vektorraum tiber dem Korper K undY C L(X,K) .
Dann nennt man (X,Y) ein duales Paar, wenn die Y die Punkte von X trennt.”®
Die Y -schwache Topologie auf X bezeichnet man mit o(X,Y') und entsprechend die
X -schwache Topologie auf Y mit o(Y, X)), wobei man die x € X gemaf

r(y) € ylx) Vyey
als Elemente von L(Y, K) auffafst.

Version vom 26. Miarz 2009
51Die Aussage des Satzes von Banach-Steinhaus wird deshalb auch als Prinzip der gleich-
mdjfligen Beschrdanktheit bezeichnet. Bzgl. der Verallgemeinerung auf lokalkonvexe topologische
Vektorrdume (wobei dann X tonneliert sein muf}) siche (Robertson und Robertson, 1967, Kap. IV,
Satz 4).
52Bzgl. einer Verallgemeinerung siehe (Robertson und Robertson, 1967, Kap. 7, Satz 11).
53Vgl. Nr. 1 von Ubungsaufgabe 7.
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Ubungsaufgabe 24 Man zeige:
1. Wenn (X,Y) ein duales Paar ist, dann trennt X die Punkte von Y .

2. Fiir jeden Vektorraum X iiber K ist (X, L(X,K)) ein duales Paar.

3. Fiir jeden lokalkonvexen Vektorraum X iiber K ist (X, £(X,K)) ein duales
Paar.

4. Der topologische Dualraum X' = L(X,K) eines Banachraumes X ist in
der Topologie (X', X) stets vollstindig.>*

Satz 1.2.17 Sei (X,Y) ein duales Paar. Dann gilt Y = E((X,J(X, Y)),K) .

Beweis: Siehe (Robertson und Robertson, 1967, Kap. II, Satz 10). i

Satz 1.2.18 (Satz von der offenen Abbildung) Seien X, Y Banachriume® und
sei f e L(X,Y). Falls f(X) =Y, dann ist die Abbildung [ offen, d.h. es gilt:

O offen in X = [ (O) offeninY .
Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1972, Satz 111.10).

Folgerung 1.2.19 (Satz von der Umkehrabbildung) Jede stetige Bijektion ei-
nes Banachraumes auf einen anderen besitzt eine stetige Umkehrabbildung.

Beweis: Die Stetigkeit der Umkehrabbildung ist dquivalent zur Offenheit der
Abbildung. Deshalb folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 1.2.18. i

Satz 1.2.20 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X, Y wvollstindige
metrisierbare topologische Vektorrdume und f € L(X,Y). Dann ist f genau dann
stetig, also f € L(X,Y), wenn f einen (im topologischen Produkt von X undY)
abgeschlossenen Graphen®® hat.
Version vom 26. Mirz 2009
51 Bzgl. einer entsprechenden Verallgemeinerung siehe (Robertson und Robertson, 1967, Kap. IV,
Folg. 1 zu Satz 4).
% Bzgl. einer Verallgemeinerung siehe (Robertson und Robertson, 1967, Kap. VI, Satz 17).
56Als den Graphen einer Abbildung f einer Menge X in eine Menge Y bezeichnet man iibli-
cherweise die Teilmenge {(x, f(x)): z € X}.
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Beweis: Siehe (IX0the, 1960, § 15, Nr. 12, Satz (3)). g

Ubungsaufgabe 25 Seien X, Y topologische Réume und Z ein topologischer
Teilraum von X . Man zeige dafl der Graph einer Abbildung f von Z in Y genau
dann im topologischen Produkt von X und Y abgeschlossen ist, wenn fiir alle Netze

{25} ey in Z gilt:

r, — x inX,

fle) — y Y } — z€Z und f(x)=y.
Ubungsaufgabe 26 Es seien H ein Hilbertraum und A € L(H, H) . Man zeige:
n n n def
<:U]Ay>:<Ax|y> Veye H = AelLH) ™ L(H, H)

(Satz von Hellinger-Toeplitz).

1.3 Konstruktionen lokalkonvexer Riaume

1.3.1 Projektiver Limes

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.1.13 bezeichnet man (X, ¥) auch als den
projektiven Limes der Réume (X,,T,) unter den Abbildungen f,, wenn {f,}
die Punkte von X trennt.

peJ

Ubungsaufgabe 27 Man zeige:

1. Der projektive Limes (Hausdorffscher) lokalkonvexer topologischer Vektor-
rdume unter linearen Abbildungen ist stets ebenfalls ein (Hausdorffscher) lo-
kalkonvexer topologischer Vektorraum.

2. Jeder lokalkonvexe topologische Vektorraum ist eine projektiver Limes von
Banachrdumen.

Ein haufiger Anwendungsfall ist der, daf alle X, lineare Teilrdume einunddes-
selben Vektorraumes Y sind, X mit [ ey Xp Ubereinstimmt und alle f, mit der
kanonischen Einbettung. Dann bezeichnet man den projektiven Limes der X, auch
als topologischen Durchschnitt der topologischen Vektorrdume X, .
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Ein wichtiges Beispiel ist der Schwartzraum S(R™) der komplexwertigen tem-
perierten Funktionen iiber R" :

Hier ist Y der Vektorraum aller komplexwertigen Funktionen iiber R" | J = 7Z,
und X, ist jeweils der normierte Raum aller p-mal stetig partiell differenzierbaren
Funktionen o(x) iiber R", fiir die®”

def
lell,, = S;lﬂg(lﬂL Ix[)" sup [De(x)] < oo

a€Z +
la]<p
Damit gilt im topologischen Sinne:
o0
def
") <) (X lH) -
n=0

Ubungsaufgabe 28 Man zeige fiir beliebig vorgegebenes n € N :
1. Der Schwartzraum S(R™) vollstiandig und metrisierbar.
2. Jede partielle Ableitung bildet S(R™) linear und stetig in sich ab.

3. Die Multiplikation mit einer beliebig vorgegebenen Funktion
ke Ou(R™) o {k € C*(R"): Dgk(x) polynomial beschréinkt Vo € Z1 }

ist eine stetige lineare Abbildung von S(R") in S(R™).

4. Die n-dimensionale Fourier-Transformation (siehe Satz 6.2.6 von (Liicke, cin)
fir n = 1) ist ein topologischer Isomorphismus von S(R™) auf S(R").

Version vom 26. Mdirz 2009
®"Wir benutzen die iibliche Multiindex-Schreibweise fiir o, 3 € Z7} , x € R™ :

1 n

1 n def 1 n adef [0\ o\“

= = DY = | — R .
a=(a,....,a"), Jof=a +...+a", . (6‘11) ( >

1

Wir schreiben (1 + ||x||)" statt ||x||", damit fiir beliebige ¢ € S(R™) und 1, us € Z, stets

< pe = llell,, <lell,,

gilt.
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1.3.2 Induktiver Limes

Definition 1.3.1 Seien {X,} 5 eine Familie lokalkonvezer topologischer Vektor-
raume, X ein Vektorraum und {up}pej eine Familie von Abbildungen, wobei u,
Jeweils X, in X abbilde und

X = lineare Hiille von U u,(X,)

peJ

gelte. Dann versteht man unter dem induktiven Limes der X, unter den Abbildun-
gen u, den linearen Raum X , versehen mit der stirksten lokalkonvexen Topologie,
bzgl. der alle u, noch stetig sind.

Ubungsaufgabe 29 Unter den Voraussetzungen von Definition 1.3.1 zeige man:

1. Wenn jeweils B, eine Umgebungsbasis der 0 in X, ist, die nur aus absolut-
konvexen Mengen besteht, dann bildet die Gesamtheit aller Mengen Aya-y der
Form

Ay & absolutkonvexe Hiille von U N, , N,eB,VpeT,
peTJ

eine Umgebungsbasis der 0 im induktiven Limes (der X, unter den Abbildun-

gen u,).

2. Ein lineares Funktional F' auf dem induktiven Limes ist genau dann stetig,
wenn fiir alle p € J jeweils das Funktional F o u, auf X, stetig ist.

Ein haufiger Anwendungsfall ist der, daf§ J nach oben gerichtet ist und
p1 = py — Xp1 C)(p2

gilt. Dann ist

x=Jx,
peJ
und man bezeichnet den induktiven Limes auch als die topologische Vereinigung
der X,. Wenn fiir alle p1,p2 € J mit p; < py jeweils X, topologischer Teilraum
von X, ist, dann bezeichnet man die topologische Vereinigung auch als strikten
induktiven Limes.

Ein wichtiges Beispiel ist der Schwartzraum D(R") der komplexwertigen C'*°-
Funktionen iiber R™ mit kompaktem Tréger:
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Fir n,pu € N und A > 0 bezeichne K,(R") jeweils den linearen Raum aller
komplexwertigen Funktionen ¢(x) iiber R mit

def v n
lell,.s = sup sup ([[x]| /n)" |Dip(x)] < oo V3 e€Z].
XER" V€Z+

K, (R"™) sei jeweils mit der {HH " ﬂ}ﬁ -schwachen Topologie versehen. Dann gilt
) penn

im topologischen Sinne:

DR") = | K.(R").

Ubungsaufgabe 30 Man zeige fiir beliebig vorgegebenes n € N :

1. Eine Folge {¢,}, .y konvergiert genau dann in D(R") gegen 0, wenn eine kom-
pakte Teilmenge von R" existiert, aulerhalb der alle ¢, verschwinden und auf
der alle partiellen Ableitungen der ¢, gleichméfig gegen Null konvergieren.

2. Diese Aussage gilt nicht fiir Netze.®

3. Ein lineares Funktional auf D(R") ist genau dann stetig, wenn es jede konver-
gente (abzdhlbare!) Folge auf eine konvergente Folge in C abbildet.

4. D(R") ist bornologisch,” d.h. jedes beschrinkte lineare Funktional auf D(R™)
ist stetig.

5. Nicht jede Cauchy-Netz in D(R") ist asymptotisch beschrinkt.
6. D(R") ist nicht metrisierbar.

7. Die kanonische Einbettung von D(R") in S(R™) ist stetig, aber nicht ihre
Umkehrabbildung.

Version vom 26. Marz 2009
S8Hinweis: Man wihle z.B. die Gesamtheit aller Abbildungen von N in sich als Indexmenge J
mit der Halbordnung

def ni(1) <mno(1),
ny <ng < { ni(v+1)/n1(v) <ng(v+1)/na(v) VveN

und betrachte das Netz {¢, } wobei

neJo

def p(x—n(l)) N g
—771(”(1)) Vned,xeR

mit einer nichttrivialen Funktion ¢ € D(R™) sei.
59Bornologische lokalkonvexe Riume werden auch Mackeyrdume genannt.

on(x)
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1.3.3 Topologische Direkte Summe

Auf dem (topologische) Produkt X X, einer Familie {X,} _; (topologischer) linear
peJ

Réume X, (iiber dem gleichen Kérper K) 148t sich geméafl
def ~
(ax+By)(p) = ax(p) +Bylp) Va,BEK, ry€ X X p€3
P

auf natiirliche Weise eine lineare Struktur einfithren. Sie diesem Sinne sei X X, im
p€EJ

Folgenden stets als (topologischer) linearer Raum aufgefafit. Es existiert zu jedem

p € J eine kanonische Einbettung ¢, von X, in X X, :
p'eTJ

def falls p/ = ~
Lo(z,) (pf) = {g" sacl)nsstp P Vp,ped,z,eX,.

Den von | 5 ¢,(X,) erzeugten linearen Teilraum von X X, bezeichnet man i.a. als
peEJ

die (algebraische) direkte Summe P .5 X, der Familie®™ {X,} ;.

Definition 1.3.2 Ses {Xp}pej eine Familie lokalkonvezer topologischer Vektorrdu-
me. Dann versteht man unter der lokalkonvexen direkten Summe der Riume
X, ihren induktiven Limes unter den kanonischen Einbettungen der X, in ihre (al-
gebraische) direkte Summe. Fir py,...,p, € I schreibt man auch

X, ®...0X, sttt b x..

ve{p1,...on}

Beispiel: R" = @"_| R'.

Ubungsaufgabe 31 Sei {X P}pej eine Familie lokalkonvexer topologischer Vektor-
raume. Man zeige:

1. Die lokalkonvexe direkte Summe der X, existiert® und ist genau dann voll-

stéandig, wenn alle X, vollstédndig sind.

2. Fiir jedes p € T stellt MXP einen topologischen Isomorphismus von X, auf
den topologischen Untervektorraum ¢(X,) der lokalkonvexen direkten Summe
dar.

3. Wenn J endlich ist, stimmt die lokalkonvexe direkte Summe der X, mit dem
topologischen Produkt der X, iiberein.

Version vom 26. Miarz 2009
60Die Indizierung der Familie bestimmt die genaue Realisierung des topologischen Produktes
und der direkten Summe.
61Es sei daran erinnert, daf wir nur Hausdorffsche Riume zulassen wollen.
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4. Fiir beliebige disjunkte J;,J, C J gilt stets®?

@ X, topologisch isomorph @ X, | @ @ X,

pET1IUT: p1€T1 p2€T2

5. Wenn Xy, X, € {X,: p € J} zueinander disjunkte lokalkonvexe topologische
Untervektorrdume einunddesselben lokalkonvexen topologischen Vektorraums
X sind, dann ist der von X; U X5 erzeugte lokalkonvexe topologische Unter-
vektorraum von X topologisch isomorph zur lokalkonvexen direkten Summe

X0 Xs.

6. Wenn X, = H, jeweils ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt (.| .)  ist,
dann ist die Topologie der lokalkonvexen Summe stérker als die durch das

innere Produkt o
@y =D (x|,

p€EJ

gegebene. Nur fiir endliches J stimmen beide Topologien iiberein.

1.3.4 Topologische Tensor-Produkte

Mit X* sei stets der algebraische Dualraum L(X,K) eines Vektorraums iiber
dem Korper K bezeichnet. Seien X, Y Vektorrdume iiber K. Dann ist jedem (z,y) €
X x Y auf natiirliche Weise eine Bilinearform x ® y iiber X* x Y* zugeordnet:

(@ y)(a*,y") = 2" (2)y'(y) V(') € X xY*.

Den von {z ® y : (z,y) € X x Y} erzeugten linearen Teilraum aller Bilinearformen
iiber X* x Y* bezeichnet man als das algebraische Tensorprodukt X ® Y von
X und Y.

Ubungsaufgabe 32 Seien X,Y,Z Vektorriume (iitber dem gleichen Korper K).
Man zeige:

1. Fiir beliebig vorgegebene (z,y) € X x Y und X € K gilt®
AMzoy) =) y=12 (\y).

2. Fiir beliebige 21,720 € X und y € Y gilt
(T14+22)R@Yy=011RYy + 12QY.

Version vom 26. Marz 2009
62 -
Streng genommen miifite man den Summanden €p, 5, X,, und P

2T, Xpo Indizes zuweisen,

damit (@Plejl Xpl) ) (@p2€32 sz) eindeutig definiert ist (vgl. Fuinote 60).

63Die Zuordnung (z,%y) — x ® y ist i.a. also nicht riickeindeutig.
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3. Fiir beliebige z € X und y;,y, € Y gilt

TR+ y) =@y +Tr@Ys.

4. Wenn {z,, : p1 € 31} eine Basis von X und {y,, : p2 € Jo} eine Basis von YV’
ist, dann ist {x,, ®y,, : p; € J; fiir j = 1,2} eine Basis von X ® Y.

5. X ®Y ist isomorph zur direkten Summe von X und Y, faktorisiert nach dem
linearen Teilraum, der von allen Elementen der Form

(Z QyTy, Z ﬂuyu> - Z Z OéVﬁli(xV’ y#)
v=1 p=1

v=1 p=1
erzeugt wird.(Vgl. (Kothe, 1966, § 9, Nr. 6).)
6. X®Y und Y ® X sind isomorph.
7. X® (Y ®Z)und (X ®Y) ® Z sind isomorph.

8. Im Falle X =Y =R" ist X ® Y gerade der Vektorraum der kontravarianten
Tensoren 2. Stufe und x ® y jeweils das dyadische Produkt der den x,y €

R™ entsprechenden kontravarianten Tensoren 1. Stufe (vgl. Anhang A.2.1 von
(Liicke, ein)).

9. Wenn wir mit F'(M) jeweils den Vektorraum aller K-wertigen Funktionen iiber
M bezeichnen, dann ist F(M;) ® F(M,) fir beliebig vorgegebene Mengen
M; isomorph zu dem linearen Teilraum von F(M; x Ms), der von allen
Abbildungen der Form

My x My 3 (my,me) — fi(ma) fa(me) € K, f; € F(M;) fiir j = 1,2

erzeugt wird, die deshalb {iblicherweise auch mit f; ® fs bezeichnet werden.

Definition 1.3.3 Seien X, Y lokalkonvezxe topologische Vektorrdaume iiber dem glei-
chen Kérper. Dann versteht man unter dem m-Tensorprodukt® X ®.Y von X
und Y das algebraische Tensorprodukt X @Y , versehen mit der feinsten lokalkon-
vexen Topologie bzgl. der die Abbildung

XxY3(@yr—rye XY

stetig ist.% Die Vervollstindigung bezeichnet man mit X®@,Y .

Version vom 26. Mdirz 2009
64Fiir weitere Details sei auf (Pictsch, 1969, Kap. 7) verwiesen.
65Diese Topologie wird mitunter auch als projektive Topologie bezeichnet, obwohl es sich eigent-
lich um die induktive Topologie bzgl. der kanonischen Einbettung von X x Y in X ® Y handelt. Sie
ist tatsichlich ebenfalls Hausdorffsch (siehe (Robertson und Robertson, 1967, Kap. VII, Satz 8)).
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Ubungsaufgabe 33 Seien X,Y lokalkonveze topologische Vektorrdume tiber dem
gleichen Koérper. Man zeige:

1. Wenn Bx resp. By eine Umgebungsbasis der 0 in X resp. Y ist, die nur aus
absolutkonvexen Mengen besteht, dann ist

{absolutkonvexe Hiille(Ax @ Ay) : Ax € Bx, Ay € By}

eine Umgebungsbasis der 0 in X @, Y .

2. Zu jeder (in beiden Variablen gleichzeitig) stetigen Bilinearform b iber X XY
existiert genau ein | € L ((X®7FY) ,K) mit

b(z,y) =l(z®y) Y(r,y) e X xY.

Satz 1.3.4 Seien X,Y lokalkonvexe topologische Vektorrdume iiber dem gleichen
Korper. Wenn X und Y metrisierbar sind, dann existieren zu jedem z € X®,Y
Folgen {n},cn 7€5D- {Yn}pen 765D {Antnen 0 X resp. Y resp. K mit:

2= Ma®un, > M1, 2 =0, g —0,
n=1 n=1

Beweis: Siehe (Robertson und Robertson, 1967, Kap. VII, Folg. 1 zu Satz 9).



Kapitel 2

Integration

2.1 Verbandstheoretische Grundlagen'

Definition 2.1.1 Unter einem Verband?* (X, <) (englisch: lattice) versteht man
eine halbgeordnete Menge (englisch: poset ) X mit einer Halbordnung <, bzgl. der
zu je zwei Elementen v, x5 € X sowohl das Infimum

T A ) déf iIle {Il, 1‘2}

als auch das Supremum
def
x1 V9 = supy {x1, 22}

m X existieren. Wenn

0 déf ianX

existiert, sagt man, (X, <) besitze eine universelle untere Schranke 0. Wenn
i sup y X

existiert, sagt man, (X, <) besitze eine universelle obere Schranke 1. Ein Ver-
band (X, <) heifft o-vollstindig, wenn sowohl das Infimum (bzgl. X ) als auch das
Supremum jeder abzihlbaren Teilmenge von X (in X ) existiert. Fin Verband (X, <)
heifit vollstdindig, wenn das Infimum und das Supremum jeder Teilmenge von X
existiert. Ein Verband (X, <) heifit distributiv, wenn die Bedingungen

T VAN (1‘2 V Ig) = (Il A {['2) vV ((L’l VAN 1'3)

Version vom 26. Mdrz 2009
'Fiir weitergehende Betrachtungen sei insbesondere auf (Birkhoff, 1967) verwiesen.
2Man kann einen Verband natiirlich auch #quivalent mithilfe der (fiir den Begriff des Teilver-
bandes wichtigen) Verkniipfungen V, A definieren und die Halbordnung gemifl

def
$1'<£E2<é>$1/\(l}2:1'1 (<:>£L'1\/.’E2:£L'2)

einfithren; siehe (Birkhoff, 1967, Ch. I, Th. 8).

43
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und
T V (I‘Q A Ig) - (ZEl V {['2) VAN (l’l V 1‘3)

fiir alle x1, x4, 23 € X erfillt sind.

Beispiel: Fiir jede Menge S ist? (25 , C) ein vollstdndiger distributiver Verband mit
universeller oberer Schranke 1 = S und universeller unterer Schranke 0 = ().

Ubungsaufgabe 34 Man zeige fiir einen beliebige vorgegebenen Verband (X, <),
dafl die Verkniipfungen A,V idempotent, kommutativ und assoziativ sind und den
Verschmelzungsgesetzen

zA(zVy)=xz=zV(rAy) Vr,yeX

genligen.

In der klassischen Physik identifiziert man iiblicherweise jede Teilmenge M der
gesamten Zustandsmenge S eines vorgegebenen (nicht statistischen) Systems mit
einer Figenschaft F,, die das System genau dann besitzt, wenn sein Zustand zu
M gehort. Fiir den Verband (25 , C) , wobei S die Gesamtheit aller Zustédnde des
gegebenen Systems bezeichnet, haben wir dann folgende Interpretation:

o~

logische Implikation,

I

triviale Eigenschaft ,

unmogliche Eigenschaft ,

[

logisches ,,und*

< > o o= N
1

I

A~~~ /N /N /—~
O = W N =
~— — — ~— ~—

logisches ,,oder® .

Wenn (X, <) ein distributiver Verband ist und X’ eine Teilmenge von X, fiir
die (X', <) ebenfalls ein Verband ist, dann muf letzterer nicht distributiv sein, weil
z.B.

infx {1, x0} =21 Ao # 21 N 29 et infx {x1, 22}

fiir bestimmte x, 22 € X’ gelten kann.*

In der Quantenphysik (ohne Superauswahlregeln ) identifiziert man iiblicherwei-
se jeden Hilbertschen Unterraum P (bzw. den entsprechenden Projektionsoperator)
des Hilbertschen Zustandsraumes H eines vorgegebenen Systems mit einer Eigen-
schaft Ep, die eine dem System entsprechende statistische Gesamtheit in einem
Version vom 26. Marz 2009

3Wie iiblich, bezeichnen wir mit 2° die Gesamtheit aller Teilmengen von S .
4Dann ist (X', <) zwar ein sub-poset, aber kein sub-lattice von (X, <) .
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durch ¥ € H beschriebenen (reinen) Zustand genau dann besitzt, wenn W € P.
Weil diese Zuordnung von Eigenschaften (den experimentellen Moglichkeiten ent-
sprechend) eingeschrankt ist, kann man noch die Interpretationen (2.1)—(2.3), aber
nicht mehr die Interpretationen (2.4),(2.5) allgemein beibehalten.”

Ubungsaufgabe 35 Sei H ein Hilbertraum der Dimension > 2. Man zeige, daB
der zugehorige Verband (P, C) vollstéandig, aber nicht distributiv ist.

Definition 2.1.2 Unter einer Orthokomplementierung eines Verbandes (X, <
) wversteht man eine Abbildung x —— —x von X in sich, die folgenden vier Bedin-
gungen gendigt:°

(01): zA-z=0 VzeX,
(02): zv-z=1 VreX,
(03): =(-x)=2z VrelX,
(04):

Tl <X To <= Ty < 7 V:cl,xg e X.

Ubungsaufgabe 36 Man zeige fiir eine beliebig vorgegebene Menge X und belie-
biges M C 2%, daBl (M, C, ) mit

def

“M=X\MeM VMeM#£() (2.6)

ein orthokomplementierter Verband mit universeller unterer Schranke () und univer-
seller oberer Schranke X ist, wenn die Bedingung

MiUMy eM VMl,MQ eMm

erfillt ist.

Die Interpretation der Orthokomplementierung (2.6) fiir den o.a. Eigenschafts-
verband (2%, C) eines klassischen Systems ist:

~

—

logisches ,,nicht*. (2.7)

Version vom 26. Mdrz 2009

5Man geht dann pragmatisch so vor, dal man sich jeweils auf einen distributiven Teilverband
von

(Br.C) . Px ef {Hilbertsche Teilriume von H} ,

beschriankt und dafiir die Interpretation (2.1)—(2.5) formal beibehélt. Bzgl. der Frage, was denn
diese Verbandsstruktur ,,wirklich“ bedeutet, sollte man aber duflerste Vorsicht walten lassen (siehe
(Doebner and Liicke, 1991)).

6Hier bezeichnet 0 resp. 1 wieder die als existent vorausgesetzte universelle untere resp. obere
Schranke von (X, <).
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Definition 2.1.3 Unter ciner Mengenalgebra ™ versteht man einen orthokom-
plementierten Verband des in Ubungsaufgabe 36 betrachteten Typs. Wenn eine Men-
genalgebra als Verband o-vollstindig ist, bezeichnet man sie auch als o-Menge-
nalgebra .’

Definition 2.1.4 Unter einer Logik wversteht man einen o-vollstindigen ortho-
komplementierten Verband (B, <,—), der schwach modular ist, d.h. in dem

P1 <Py — P = (Pl /\732) V (7)1 /\_‘PQ)

fiir alle Py, Py € P gilt. Wenn ein solcher Verband distributiv ist, bezeichnet man
ihn als klassische Logik. Unter einer Teillogik einer Logik (53, <,—) verstehen
wir eine Logik (B, <', =) mit P C B, die den Bedingungen® Py N Py = Py A Py
und —="P = =P fir alle P, Py, Py € B’ geniigt.

Ubungsaufgabe 37 Man zeige:

1. Fiir einen beliebig vorgegebenen Hilbertraum H ist (Py, C, =) mit

PEHOPE

{(PeH: (T|P)=0VDeP}
eine Logik,! fiir H der Dimension > 1 aber nicht distributiv.

2. Jede o0-Mengenalgebra ist eine klassische Logik.

Version vom 26. Mirz 2009
"Die entsprechenden algebraischen Operationen sind die ‘Multiplikation’

def

M1 O My = MiN M,y <:X\(ﬂM1UﬂM2))

und die ‘Addition’ ot
My &My = (My \ Ma) U (Ma\ M) ;

denn:
XMiOMs = XM XMz 5 XMidMs = X{1} © (Xmy + XM -

8Im Englischen wird jedoch meist die Bezeichnung o-field verwendet, obwohl eine o-
Mengenalgebra mit den Operationen @, ® i.a. nur einen Ring mit Einselement (also eine Algebra
iiber sich selbst mit ® auch als d&uerer Multiplikation), aber keinen Korper bildet. Wir verzichten
hier auf die Betrachtung von Mengenringen, die keine Mengenalgebren sind.

9Es sei daran erinnert, daf§ die Forderung <'== (auf *J3’) i.a. nicht geniigt.

ODje in der Einleitung angedeutete Beschreibung dieser Logik mithilfe der entsprechenden Pro-
jektionsoperatoren wird in Kap. 3 prézisiert.
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Satz 2.1.5 (Loomis-Sikorski) Jede klassische Logik ist das oc-homomorphe 't Bild
einer o-Mengenalgebra.

Beweis: Siehe (Birkhoff, 1967, Ch. XI, Th. 3) (oder (Varadarajan, 1968, Satz
L1). &

Ubungsaufgabe 38 Sei X eine beliebige Menge und Yy die Gesamtheit aller
Topologien auf X . Man zeige:
1. Durch!?

T <% JEUN T, schwécher als %,

ist eine Halbordnungsrelation < gegeben, mit der (Yy, <) ein vollstéandiger
Verband ist.?

2. Die diskrete Topologie auf X ist universelle obere Schranke dieses Verbandes.

3. Die Klumpen-Topologie auf X ist universelle untere Schranke dieses Verban-
des.

4. TLa. ist dieser Verband nicht distributiv (vgl. Ubungsaufgabe 35).

5. Wenn X endlich ist, dann ist mit T auch T & {X\O: O €T} eine Topo-
logie von X . Welche Eigenschaften einer Orthokomplementierung besitzt die
Zuordnung ¥ — ¥ 7

Eine wichtige Klasse von o-Mengenringen ist durch topologische Rdume gegeben.

Definition 2.1.6 Sei (X, %) ein (Hausdorffscher) topologischer Raum, der lokal-
kompakt '* ist, d.h. in dem jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt. Auferdem
sei X die Vereinigung abzihlbar vieler (in (X, ¥)) kompakter Mengen. Dann versteht
Version vom 26. Mdirz 2009
"Ein o-Homomorphismus eines orthokomplementierten Verbandes (X, <, ) auf einen or-

thokomplementierten Verband (X', <’, ') ist eine (i.a. nicht riickeindeutige) Abbildung v von X
auf X’ die den Bedingungen

V(oz) = y(x) VreX

und
v(infxy {z,: veN}) =infx {y(z,): vEN} Vazy,29,...€ X

genligt.

12Wir identifizieren eine Topologie jeweils mit der mit der ihr entsprechenden Gesamtheit aller
offene Mengen.

13Vgl. dazu (Isham, 1989).

4 Ein topologischer Vektorraum ist genau dann lokalkompakt, wenn er endlichdimensional ist
(Pflaumann und Unger, 1968, Kap. IV, Satz (35)).
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man unter den Borelmengen von (X,%) die Elemente der von den kompakten
Mengen erzeugten o-Mengenalgebra (%(Xyg), C, X\ ) . Unter einer reellwertigen
Borelfunktion auf (X, %) versteht man eine Abbildung f von X in R mit

f1(B) e Bixs) VBEDBR.

FEine solche Borelfunktion f heifit einfach, wenn f(X) nur endlich viele Elemente
enthdlt.

Ubungsaufgabe 39 Sei (X, ¥) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben. Man zeige:

1.
2.

10.

Jede (in (X, %)) offene Menge O ist eine Borelmenge.'®

Eine Abbildung f von X in R ist genau dann eine Borelfunktion auf (X, ),

Wenn16

f”((—oo,c)) €Bxs VceR.

. Jede stetige reellwertige Funktion auf (X, %) ist eine Borelfunktion.

Jede (nicht notwendig streng) monotone reellwertige Funktion auf R ist eine
Borelfunktion.

. Wenn f und g reellwertige Borelfunktionen auf (X, %) sind, dann auch f + g

und fg.

. Wenn g eine reellwertige Borelfunktion auf (X, ¥) ist und f eine reellwertige

Borelfunktion auf R, dann ist auch f o g eine reellwertige Borelfunktion auf
(X,%).

Fiir jedes B € B (x 1) ist die charakteristische Funktion x5 eine Borelfunktion.

. Wenn f eine reellwertige Borelfunktion auf (X, %) ist, dann'” auch |f].

Die einfachen Borelfunktionen sind reelle Linearkombinationen charakteristi-
scher Funktionen von Borelmengen.

Nicht jede einfache Borelfunktion auf R ist Riemann-integrabel.

Version vom 26. Miarz 2009

Hinweis: Man wihle kompakte Mengen K, mit O C |J)~, K, und beachte, daf

o—(@;cy)\@(/cu\oy

p=1

6Hinweis: Man beachte, dal die Gesamtheit aller M C R, fiir die f~'(M) € Bx, eine
o-Mengenalgebra ist.
"Die umgekehrte Aussage gilt i.a. natiirlich nicht.
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2.2 Grundlagen der Mafitheorie'®

Die Zustiande einer statistischen Theorie sind durch Wahrscheinlichkeitsmafle auf
der entsprechenden Logik gegeben.

Definition 2.2.1 Fin (positives) Majf3 iber einer Logik (B, <, ) ist eine Abbil-
dung p von B in [0, 00] mit u(0) = 0, die auf jeder klassischen Teillogik® (P, <, =)
von (B, <, ) o-additiv ist, d.h. der Bedingung

PPy, ... €W, o e
Bl ¥} = wlown i) - San)

geniigt. Ein solches Maf$ heifst endlich, wenn es den ‘Wert’ oo nicht annimmt.?*
Unter einem Wahrscheinlichkeitsmaf$  iber (B, <, ) versteht man ein endli-
ches (positives) Maf iber (B, <, ) mit u(1) = 1, das der Jauch-Piron-Bedingung

w(P)=puP) =1 = pu(PLNP)=1

fur alle Py, P, € B gendigt.

Ubungsaufgabe 40 Man zeige, daB fiir ein (positives) Mafe p iiber einer klassi-
schen Logik (B, <, —) mit u(1) = 1 die Jauch-Piron-Bedingung stets erfiillt ist.

Der folgende Satz charakterisiert die Zusténde der gewohnlichen Quantenmecha-
nik.

Satz 2.2.2 (Gleason) Seien H ein separabler komplexer Hilbertraum der Dimen-
sion > 2, (Py, C, ) die (entsprechend Ubungsaufgabe 37, Nr. 1) zugehirige Logik
der abgeschlossenen Teilrdume und w eine o-additive Abbildung von (P, C, ) in
[0,00) mit w(H) = 1. Dann exzistieren ein Orthonormalsystem {V¥,}, . und eine

Zahlenfolge {\,}, o mit

v=1

I\/<>’
o<

Version vom 26. Mdrz 2009
BFiir weitergehende Betrachtungen sei insbesondere auf (Halmos, 1950) verwiesen.
19Es gibt Logiken auf denen kein Wahrscheinlichkeitsmaf$ existiert (Greechie, 1971).
20Man beachte in diesem Zusammenhang Fufinote 5.

21Tn diesem Falle folgt die Bedingung (0) = 0 natiirlich schon aus der Additivitiit.
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die der Bedingung

w (lmeare Hille {®,: p € 3}) = Z Z A (@, | W) (2.8)

peTJ veN

fiir jedes Orthonormalsystem {<I)p}pej mit endlicher oder abzdhlbarer Indexrmenge J
gentgt.

Beweis: Siehe (Gleason, 1957) or (Cooke et al., 1985). i

Ubungsaufgabe 41 Man zeige daB jede der in Satz 2.2.2 betrachteten Abbildun-
gen w ein Wahrscheinlichkeitsma8}, die Darstellung (2.8) i.a. aber nicht eindeutig
ist.

Definition 2.2.3 Sei (X, %) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben. Dann versteht
man unter einem (positiven) Borelmaf$ auf (X, %) ein (positives) Mafs iber der o-
Mengenalgebra aller Borelmengen (von (X, %)), das auf den kompakten Borelmengen
endliche Werte annimmt. Als komplexes Borelmafl auf (X,T) bezeichnet man
eine Abbildung p von X in C der Form?*

1(B) = pf (B) — py (B) +i (u3 (B) — py (B)) VB e Bxy),

wobei i, uy, g und py positive Borelmafe auf (X, %) sind.

Satz 2.2.4 Sei (X, %) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben. AufSerdem besitze (X, %)
eine abzihlbare Umgebungsbasis. > Dann ist jedes (positive) Borelmaf p auf (X, %)
reguldr:

pB)= inf wO)= sup k) VBeBixq).
ooB KcB
B350 offen B 3K kompakt

Version vom 26. Marz 2009
27 B. pf und gy lassen sich immer so withlen, daB eine (i.a. nicht eindeutige) Hahnsche
Zerlegung X = Ay UA_ von X in disjunkte Borelmengen Ay existiert, mit der

(nf —py) (BNAy) = +uf(B) VB¢ %(ny)

gilt (siehe (Halmos, 1950, § 29, Th. A u. Th. B)). Mit dieser Zusatzbedingung sind dann g} und
py eindeutig (siehe (Halmos, 1950, S. 122)) und man definiert damit die sog. totale Variation
1| = py + py von py = pi — py

Z3Eine Gesamtheit 4 C 2% heifit eine Umgebungsbasis von (X , T) , wenn zu jedem z € X
und zu jedem O, € T, ein U € U existiert mit x €Y C O, .
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Beweis: Siehe (Halmos, 1950, § 50, Th. E; § 52, Th. G). i

Anmerkung: Ein Mafl p auf einer Mengenalgebra (ﬁﬁ, c, X\ ) von Teilmengen
von X heifit vollstindig, wenn 9 alle Teilmengen von X enthilt, die in einem
M € M mit p(M) = 0 enthalten sind. Wir verzichten auf die Vervollstindigung
der betrachteten Borelmafle, um auf die damit verbundenen Komplikationen nicht
eingehen zu miissen.

Ubungsaufgabe 42 Sei (X, %) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben, sei i ein (po-
sitives) Borelmafl auf (X, %) und sei f eine reellwertige Borelfunktion auf (X, ¥).
Man zeige, dafl p1o f~1 ein Borelmafl auf R ist.

Definition 2.2.5 Sei (X, %) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben, sei p ein (positi-
ves) Borelmaf auf (X, %) und sei f eine Abbildung von X in sich mit

f_l(B) € %(X,S) VB e ‘B(Xg) .
Dann heifit das Maf$ f-invariant, wenn
p(f71(B) =u(B) VBE By

qilt.

Anmerkung: Auf <2R3, c, ﬂ) kann kein translations- und drehinvari-

antes Maf} existieren. Das folgt aus dem Banach-Tarski- Paradoxon
(Rosenblum, 1950, S. 150): Man kann die Einheitskugel in eine endliche
Anzahl (komplizierter) Teilstiicke zerlegen, aus denen sich allein durch
geeignete Drehungen und Translationen zwei Einheitskugeln ergeben!

Satz 2.2.6 Zu jedem n € N gibt es genau ein (positives) Borelmafs py, auf R"™ mit
pr ((ar,b1] X .. (an, bp]) = (b1 —ay) -+ (bp — a,) Y (ay,bi],...(an,b,] CR.

Dieses sog. Lebesguemaf ?* i1, ist bis auf einen nichtnegativen Faktor das einzige
translationsinvariante Borelmafl auf R™ .

Beweis: Siehe (Halmos, 1950, § 8; § 13, Th. A; § 60 Th. C). i

Version vom 26. Marz 2009
2Vielfach wird nur die Vervollstindigung dieses Borelmafes als Lebesguemaf bezeichnet.
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Ubungsaufgabe 43
1. Man zeige, dal das Lebesguemaf yi;, auf R? drehinvariant ist.

2. Man konstruiere zu beliebig vorgegebenem e > 0 eine offene Menge O C R
mit u,(O) < €, die alle rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 enthélt.

Definition 2.2.7 Sei (X, %) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben, sei j ein Borelmafl
auf (X, %) und sei [ eine einfache Borelfunktion auf (X,%). Dann nennt man f
u-integrabel, wenn

p(f({a}) <co Vae f(X)\ {0}
gilt und bezeichnet

/ @) p(dz) S S ap(r({ad)

acf(X)

als das p-Integral von f dber X . Fir B € Bx bezeichnet man dann

/ f(2) plde) / (us(@) () () (2.9)
B

als das p-Integral von f dber B .

Anmerkung: Wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ ist, dann ist jede
einfache reellwertige Borelfunktion f auf (X.¥) p-integrabel und lafit
sich als diskrete Zufallsvariable interpretieren. Dann ist p (f~1({a}) je-
weils die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl f den Wert a annimmt und
J f(z) p(dz) der Erwartungswert von f fiir die durch g beschriebene
statistische Gesamtheit.

Ubungsaufgabe 44 Seien (X, %), p und f wie in Definition 2.2.7 vorgegeben.
Man zeige:

1. Wenn f p-integrabel ist, dann auch ygf fiir alle B € Bx .

2. Die p-integrablen einfachen reellwertigen Borelfunktionen bilden einen reellen
Vektorraum S(X, u) .

3. f ist genau dann p-integrabel, wenn |f| u-integrabel ist.

4. Durch
11, [ 1#@)] utaz)

ist eine Norm |||, auf S(X, 11) gegeben.”

Version vom 26. Miarz 2009

25Es liegt also nahe, diesen normierten Raum zu vervollstéindigen.
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5. Das p-Integral ist ein stetiges lineares Funktional auf (S (X, ), Il u) :

Satz 2.2.8 Seien (X, %) und p wie in Definition 2.2.7 vorgegeben. Dann existiert
zu jeder Cauchyfolge {f,},cn in (S(X, 1), HHu) eine Borelfunktion [ auf (X, %),
gegen die diese Folge im p-Maf3 konvergiert, d.h. fir alle e > 0 gilt

lim p({z € X |f(2) — ()] > e}) =

Wenn g eine weitere Borelfunktion ist, gegen die die Cauchyfolge im p-Maf kon-
vergiert, dann existiert ein B € Bx mit u(B) = 0, auferhalb dessen f und g
tibereinstimmen.

Beweis: Siehe (Halmos, 1950, § 22, Th. E u. Th. C; § 24, Th. A). i

Definition 2.2.9 Seien (X,%) und p wie in Definition 2.2.7 vorgegeben und sei
f eine reellwertige Borelfunktion auf (X,%). Dann heifit f u-integrabel, falls eine

Cauchyfolge { f, }, ey i1 <S(X ), || ) existiert, die im u-Maf$ gegen f konvergiert.

Dann bezeichnet man?®

V—00

[ @ @)™ tim [ fu0) u(do

als das p-Integral von f. Mit LY X, u;R) wird der reelle Vektorraum aller pu-
integrablen reellwertigen Borelfunktionen auf (X, %) bezeichnet, mit L' (X, u; R) der
Faktorraum von L'(X, 11; R) nach

{geﬁlXﬂ, /Ig )| p(da) —0}

Mit LY X, p) (bzw. LY(X, p;C)) bezeichnen wir den komplexen Vektorraum aller
Funktionen f auf x der Form

@)= filz) +ifo(x), f,foe (X, ;R),

fir die wir auch

/f def/fl dM+Z/f2

definieren. Mit L'(X,u) (bzw. L'(X, u; C)) bezeichnen wir schlieflich den Faktor-
raum von L*(X, u) nach?

{g e 20w [ lo)] plao) - o} |
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Ubungsaufgabe 45 Seien f eine stetige reellwertige Funktion auf und [a,b] C R.
Man zeige, daB f iiber [a, b] Lebesgue-integrabel ist und das entsprechende Lebesgue-
Integral mit dem Riemann-Integral iibereinstimmt.?®

Satz 2.2.10 (Lebesgue) Seien (X, %) und p wie in Definition 2.2.9 vorgegeben,
sei B € Bx, ge LYX, u,R) und seien f, f1, fa, ... reellwertige Borelfunktionen auf
(X, %) mit

Ifu(x)] <g(z) VveN,zeX\B.

Falls pn(B) =0
. fell(X, M,R),
L, —— [ im u-Ma e
gt = { RO ) —o.
Beweis: Siehe (Halmos, 1950, § 26, Th. D; § 27, Th. A). i

Anmerkung: Man beachte, dal ypf, fiir jede kompakte Teilmenge K von X im
u-MaBl gegen x g f konvergiert, wenn f,, pu-fast diberall gegen f konvergiert, d.h. falls

lim f,(z) = f(x) Vaxe X\ By

V—00

fiir ein geeignetes By € By mit u(By) = 0 gilt (siehe (Halmos, 1950, § 22, Th. A)).

Ubungsaufgabe 46 Seien (X, ) und p wie in Definition 2.2.7 vorgegeben. Man
zeige:

1. Eine reellwertige Borelfunktion f auf (X,%) ist p-integrabel, falls ein g €
L1(X, p) existiert mit

[f(@)] < lg(x)] VeeX

gilt. Dann ist auch |g| € £Y(X, ) und®
/ l9(x)] p(dz).

‘ / p(dx)
Version vom 26. Marz 2009

26Die Schreibweise (2.9) wird entsprechend benutzt.

2TMan beachte Nr. 1 von Ubungsaufgabe 46.

28Mehr iiber den Zusammenhang zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral findet sich in
(Behnke et al., 1962, Kap. III, § 1.3).

2Hinweis: | [ g(z) p(dz)| = e [ g(z) p(dz) = [ R (e g(x)) p(dx) fiir geeignetes ¢ € R.
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2. Mit

! def
C / 1 (@)] u(de)

(fiir f € LY(X,p)) ist (LM (X, p), HHl) ein Banachraum.

H{g e LYX,p) /|f(x) — g(2)] p(dz) = 0}

3. Das p-Integral ist ein stetiges lineares Funktional auf (L'(X, u), ||||1) :

Satz 2.2.11 Seien (X, %) wie in Satz 2.2.4 vorgegeben, p ein Borelmafl auf (X, %)
und f € LY X, pu,R) . Dann existiert zu jedem € > 0 eine stetige reellwertige Funk-
tion fo auf (X,%), die auflerhalb einer kompakten Teilmenge von X wverschwindet,
mit

/ (@) — f()] plde) < c.

Beweis: Siehe (IHalmos, 1950, § 50, Th. E; § 55, Th. C u. D). i

2.3 Grundlagen der Distributionstheorie®

Vereinbarung: In diesem Abschnitt wird stets die Schreibweise

[ Fo9ax = [ 1600

sowie L}(R™) = L}(R", uy,, C) benutzt.

Die Elemente von X’ % L(X,K) werden i.a. als verallgemeinerte Funktionen
(Distributionen) bezeichnet, wenn X ein lokalkonvexer Vektorraum von Funktionen
iiber R™ ist, der folgenden Bedingungen geniigt:

(D1) Jedes g € X ldBt sich geméa8
def

g(f) / (%) f(x)dx VfeX (2.10)

auch als Element von X’ & L(X,K) auffassen (dx = pr,(dx)).

(D2) In diesem Sinne ist X eine dichte Teilmenge von®! (X', o(X’, X)).

Version vom 26. Miarz 2009
30Fiir weitergehende Betrachtungen sei insbesondere auf (CGelfand und Schilow, 1967)-
(Gelfand and Wilenkin, 1964) sowie (Colombeau, 1992) verwiesen.
31Man beachte Fufinote 50 von Kapitel 1.
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(D3) Samtliche partiellen Ableitungen bilden X stetig in sich ab und es gilt

/ (£V9(X)> J(x)dx = —/Q(X) <aiyf(x)> dx VfgeX,ve{l,... n}.
(2.11)

In Verallgemeinerung von (2.10) resp. (2.11) schreibt man dann auch

F(P) = [ Fe) £ dx (2.12)

/ (aiv”x)) o=~ [ Fix) ( aif(x)) dx (2.13)

fiir alle F € X’ und f € X, auch wenn die Integrale im Lebesgueschen Sinne nicht
mehr existieren. Damit sind die partiellen Ableitungen auch auf X’ definiert. Kon-
sistenterweise werden durch die vereinbarte Schreibweise auch gewchnliche Funk-
tionen, die nicht im iiblichen Sinne differenzierbar sind,*? mit Elementen von X'
identifiziert. Auflerdem legt die Schreibweise die Identifizierung

resp.

fF)=F(f) VFeX

der f € X mit Elementen von E((X’,a(X’,X)),K) nahe.

Ubungsaufgabe 47 Man zeige, daf die so auf X’ definierten partiellen Ableitun-
gen die einzige bzgl. o(X’, X) stetige lineare Fortsetzung von X C X’ auf ganz X’
darstellen.

Die Regel (2.13) wendet man nicht nur fiir -2 , sondern fiir jede Abbildung T

dIV )
von X in sich an, zu der eine stetige lineare Abbildung 7" von X in sich existiert,
die der Bedingung

/ (TF)(x) ¢(x) dx = / F(x)(T'p)(x)dx Vpe X (2.14)

fir alle F' € X geniigt. (2.14) wird dann als Definition fiir alle F' € X’ benutzt.

Die wichtigsten verallgemeinerten Funktionen F sind sind die (Schwartz-) Dis-
tributionen F' € D(R™) und davon speziell die temperierten Distributionen
Fe SR .

Version vom 26. Marz 2009
32Dje distributionstheoretische Ableitung bezeichnet man dann auch als schwache Ableitung.

Fiir F € X', die stetig differenzierbaren Funktionen entsprechen, stimmt die schwache Ableitung

natiirlich — im Sinne der vereinbarten Identifizierungen — mit der gewthnlichen iiberein.
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Ubungsaufgabe 48 Sei n € N. Man zeige:

1.

Jede temperierte Distribution iiber R" ist, eingeschrénkt auf D(R™) , tatséchlich
eine Distribution.

Jede Distribution iiber R besitzt eine Stammfunktion in D(R)" und diese ist —
als Distribution — bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Anmerkung: Man kann sogar zeigen (Gelfand und Schilow, 1967, S. 50):
Wenn die Distribution F' € D(R)" der homogenen Differentialgleichung

FM (g —|—Zc YE =) (z) =0

mit beliebig oft differenzierbaren ¢, (x) geniigt, dann entspricht F'(x) einer gewthn-
lichen Losung Bei partiellen Differentialgleichungen gilt das i.a. nicht mehr, wie
z.B. die 2-Punkt-Funktion des freien Klein-Gordon-Feldes (siche Kapitel 2 von
(Liicke, qft)) zeigt.

. X[0,00) 18t Stammfunktion der ¢-Funktion iiber R.

Die Stammfunktionen temperierter Distributionen sind temperiert.

Jedes F € L1(R™) U L2(R™) 148t sich gem. (2.12) als temperierte Distribution
auffassen, wobei £?(R") die Menge aller komplexen Linearkombinationen f
reellwertiger Borelfunktionen auf R™ mit

[ 1560l dx < oc

bezeichnet.

. Fur F € D(R™) und ¢, € D(R™) folgt aus der Definition

(F %) (x )def/F(x')@/J(x—x')dx’ Vx e R"

der Faltung F « ¢ € C*(R") von F und v

[0 e-xdx = [ Fxo (050)(-x) dx

und somit Konsistenz mit der allgemeinen Regel (2.14) fiir Operationen mit
verallgemeinerten Funktionen.

Fir FF € S(R") und ¢, ¢ € S(R") gelten die gleichen Bezichungen und aufer-
dem33

(F'+¢)(x) € Om(R").

Version vom 26. Miarz 2009

33Der Vektorraum Opq(R™) wurde in Nr. 3 von Ubungsaufgabe 28 definiert.
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8. Die Elemente von D(R") liegen in (D(R")’, 0<D(R")’, D(R”))) dicht.

9. Die Elemente von S(R™) liegen in <S(R”)’, J(S(R”)’, S(R”))) dicht.
10. Die Elemente von D(R") liegen in S(R™) dicht.
11. Die kanonische Einbettung von D(R") in L'(R") liegt in L*(R™) dicht.

12. Zu jedem f € £L2(R™) und zu jedem ¢ > 0 existiert ein ¢, € D(R™) mit*!

/|f(X) — o (x)Pdx < €.

Die zeitabhéngige Schrddinger-Gleichung

L0 n?

Zh@‘lft(x) = (—%Ax + V(x, t)) U, (x) (2.15)
(fiir 1-Teilchen-Systeme der Masse m > 0 ohne innere Freiheitsgrade) 1&8t sich
(fiir ‘verniinftige’ Potentiale V') als Differentialgleichung fiir eine Familie von tem-
perierten Distributionen {W¥,(x)}, g iiber R? auffassen,* wobei fiir festes ¢ jeweils
U, (x) € L%(R?) gefordert wird sowie Differenzierbarkeit nach ¢ im iiblichen Sinne

bzgl. a(S(R”)’,S(R”)) .

Oft 16st man inhomogene (fiir n < 1 partielle) Differentialgleichungen in x € R"
der Form K
Dy fy,(x) = g(x), + Randbedingungen bei oo,

wobei Dy ein Polynom der partiellen Ableitungen (mit konstanten Koeffizienten) ist,
mithilfe der entsprechenden Greenschen Funktion G(x) € D(R")", die durch

~

DyG(x —x') =d(x—x'), + Randbedingungen bei oo
charakterisiert ist und mit der
fo(x) = (G * g)(x)
fiir g € D(R™) gilt. Eines der bekanntesten Beispiele ist die Poissonsche Gleichung
—e Ax Op(x) = p(x) . Dp(x) — =
Version vom 26. Méarz 2009
34 Hinweis: Man approximiere f zunéichst durch eine beschrinkte Funktion, die auBerhalb einer

kompakten Menge verschwindet und beachte Satz 2.2.11.
35Mehr dazu in Kapitel 3.
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(vgl. Gl (1.8) von (Liicke, edyn)), wobei
1

T dne) x|

G(x)

Anmerkung: Bzgl. komplizierterer Randbedingungen siehe Abschn. 1.3.2 von (Liicke, edyn).
Fiir weitere Beispiele Greenscher Funktionen siche (Liicke, f{tm).

Definition 2.3.1 Sei X = C(R") ein lokalkonvexer Vektorraum von Funktionen
iiber R™, der den Bedingungen (D1)-(D3) geniigt und sei O eine beliebige offene
Teilmenge von R™. Dann bezeichnet man mit C(O) den topologischen Untervek-
torraum von C(R™) all derjenigen Funktionen, die auflerhalb einer abgeschlossenen
Teilmenge von O verschwinden. Die verallgemeinerten Funktionen F' € C(R™)" nennt
man lokalisierbar, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Fiir jede offene Teilmenge O von R™ liegt D(O") NC(R™) sowohl in D(O’) als
auch in C(O') dicht.

2. Fir jede beschrinkte offene Teilmenge U von R™ und jede (endliche) offene
Uberdeckung O von U gilt

C(U) C lineare Hdlle( U C(O')) :

0’eD

Wenn diese Bedingungen erfillt sind, dann definiert man fir beliebiges F € C(R™)’

def
<

F(x)=0 firxe O F(o)=0Vp e C(O)

und bezeichnet die kleinste abgeschlossene Teilmenge supp F' von R™ , aufSerhalb der
F(x) =0 gilt, als den Trdager von F .

Ubungsaufgabe 49 Man zeige fiir beliebiges n € N :
1. Die Distributionen iiber R"™ sind lokalisierbar.

2. Der Tréager einer temperierten Distribution iiber R™ stimmt stets mit dem
Tréager ihrer Einschrinkung auf D(R™) {iberein.

3. Jede Distribution mit kompaktem Trager ist die Einschrénkung (auf D(R"))
genau einer temperierten Distribution.

4. In <D(]R")’ o (D(R")’ : D(]R”))) liegen die Distributionen mit kompaktem Trager
dicht.

5. Die Fourier-Transformierte einer Distribution mit kompaktem Trager entspricht
stets einer ganzen analytischen Funktion (der Ordnung 1).
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Distributionen wurden von L. Schwartz als Verallgemeinerung von Radonmaflen
eingefiihrt.

Definition 2.3.2 Sei (X, %) ein lokalkompakter topologischer Raum. Dann ver-
steht man unter einem Radonmajf$ auf (X, T) ein stetiges lineares Funktional auf
dem induktiven Limes

D'(xX)= |J Gk

KCX
K kompakt

(der Cy(K) unter den kanonischen Einbettungen), wobei Cy(K) jeweils den durch
def
el = sup | ()]
zek

normierten Raum der stetigen Funktionen auf (X, %) bezeichnet, die aufierhalb K
verschwinden.

Satz 2.3.3 (Riesz-Markov) Sei (X, %) wie in Definition 2.1.6 vorgegeben. Dann
existiert zu jedem Radonmaf F' auf (X, ) genau ein requlires®® komplezes Borelmaf
womat

Flg) = /X (@) uldz) Vo e D(X).

Beweis: Siehe (Halmos, 1950, § 56, Th. D u. Th. E). g

Ubungsaufgabe 50 Man zeige fiir beliebig vorgegebenes n € N :

1. Zu jeder temperierten Distribution F'(x) iiber R" existieren ein N € N sowie
komplexe Borelmafle i, iiber R” mit*7

Flo) = Y / D2p(x) pia(dx) ¥ € S(R)

anﬁ
|a|<N
und

[ I @) < o0

Version vom 26. Marz 2009

30Hier sei an Satz 2.2.4 erinnert.
3THinweis: Man beachte die Sitze von Hahn-Banach (Satz 1.2.14) und Riesz-Markov (Satz
2.3.3).
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(fur alle v € Z7 mit |o] < N), wobei |u,| jeweils die totale Variation von
[l bezeichnet, d.h.:*®

def
|1al(B) = sup
f1,f2 rellw. Borelf.

[f1+ifal<1

/B(fl(x) +ifo(X)) pa(dx)| VB € Bgn .

2. Dabei kénnen die i, so gewéhlt werden, daf3
fia (R™ \ supp F) = 0
(fur alle o € Z7 mit || < N) gilt.

3. Ein Radonma$ iiber R™ entspricht genau dann (der Einschrédnkung) einer tem-
perierten Distribution, wenn das geméfl Satz 2.3.3 zugeordnete komplexe
Borelma$l 1 polynomsial beschrdnkt ist, d.h. der Bedingung

S i) < oo

fiir hinreichend grofles N € N geniigt.

4. Zu jedem Radonmafl F' auf R” mit Punkttrager {xo} gibt es ein c¢xp € C mit

F(p) = crp(xo) Vo€ DR).

5. Zu jedem Radonmafl F' auf R™ existieren eine stetige Funktion G(x) auf R”
und ein o € Z" mit F(x) = D$G(x) (im distributionstheoretischen Sinne).

Satz 2.3.4 (Bochner-Schwartz) FEine Distribution F iber R™ ist genau dann
positiv semidefinit, d.h. geniigt der Bedingung

OS/(/F(X—X/)QO(X/)dX/>@dX Vo e DR"),

wenn ein polynomial beschrinktes kompleres Borelmaf p auf R™ existiert mit

F(p) = /6(p)u(dp) Vo € DR"),

wobei ¢ die Fouriertransformierte von ¢ bezeichnet.

Version vom 26. Marz 2009
38Fiir reelle Borelmafie ist diese Definition zu der in Fufinote 22 gegebenen #quivalent
(vel. (Halmos, 1950, § 30, Aufg. (7) u. (8))).
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Beweis: Siehe (Gelfand and Wilenkin, 1964, Kap. I1, § 3). i

Ubungsaufgabe 51 Man zeige fiir beliebiges n € N

1. Eine stetige Funktion F'(x) tiber R, als Distribution aufgefafit, ist genau dann
positiv semidefinit, wenn sie der Bedingung

N
0< ZF(Xj_Xk)Z_jZk VN EN, (z,...,2y) €CY
k=1

gentgt.

2. Die stetigen positiv semidefiniten (komplexwertigen) Funktionen f iiber R”
sind genau diejenigen Funktionen iiber R™ | fiir die endliche (positive) Borel-
maBe p auf R” existieren mit*’

f(x) = (2#71)_"/2/62""’ p(dp) vVxeR”

(Satz von Bochner).

3. Jede stetige positiv semidefinite (komplexwertige) Funktion f iiber R"™ geniigt

der Bedingung
[F(x)[ < f(0) VxeR".

Version vom 26. Marz 2009
39Die physikalische Konstante & erlaubt es, x und p physikalische Dimensionen zuzuordnen.




Kapitel 3

Symmetrische
Hilbertraumoperatoren

In diesem Kapitel bezeichne H stets einen komplexen Hilbertraum und
("B, C, ) die zugehorige, in Nr. 1 von Ubungsaufgabe 37 behandelte,
Logik (Standard-Quantenlogik).

Definition 3.0.5 Unter einem symmetrischen Operator in H versteht man
eine Abbildung A eines in'H dichten, linearen Teilraumes D 5 von H in 'H , die der
Bedingung

<c1> | A\If> — <A<I> | \1:> Vo, € Dy

geniigt.!

3.1 Beschrinkte lineare Operatoren

3.1.1 Projektorwertige Mafle

Seien P ein Hilbertscher Teilraum von H und {®,} 5 resp. '.{q)’p,}p,ej, ein MONS
von P resp. =P = {VeH: (V]|P)=0VP e P}. Nach Ubungsaufgabe 18 ist
dann {®,} ;U {@’p/}p,ej, ein MONS von?

def

H=Pa-PEPv-p

und mit der allgemeinen Definition

def

BUEN (0, 0D, YUeH (3.1)
pEJ

Version vom 26. Marz 2009

Man sieht leicht, daB A linear sein mus.
2Hier bezeichnet @ die direkte Hilbertraumsumme.

63
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ergibt sich fiir jedes ¥ € H eine Zerlegung der Form

V=", 4Ty, UeP, VP, (3.2)
indem man R )
U, =BV, VUy=Pp¥ (3.3)
setzt.

Ubungsaufgabe 52 Sei P ein Hilbertscher Teilraum von H . Man zeige:
1. Fir beliebige ¥y € P und ¥y € =P gilt

Uy => (2, | 1), Ty=> (¥,[T)d,
peJ pled’

fur\Ilelll—l—\I/Q

2. Die Definition (3.1) der Orthogonalprojektion By von ‘H auf P hingt nicht
von der Wahl des MONS {®,} _; von P ab.

3. Bre L(H).
4. Pp=1-"5.

5. Dy ist idempotent, d.h. es gilt B2 = B .
6. Pp ist symmetrisch (mit Dp, =H).

7. Jeder symmetrische, idempotente Operator A € £(H) ist ein (Hilbertraum-)
Projektor, d.h. es existiert ein Hilbertscher Unterraum P von H mit A = B>

Nach Ubungsaufgabe 37 lassen sich die Hilbertschen Teilrdume von H eindeutig
durch entsprechende Projektoren P charakterisieren. Die der Standard-Quantenlogik
entsprechende Halbordnung < ist dann durch?

P<P <\1f | 151\1J> < <x1/ | 152x1/> VU eH (3.4)
und die entsprechende Orthokomplementierung — durch
-P=1-P (3.5)

gegeben (Beweis als Ubungsvorschlag). Die Gesamtheit aller Projektoren von H sei
mit £ bezeichnet. (£, <, ) ist also nur eine andere Realisierung von (P, C, 7).

Version vom 26. Marz 2009

3Vgl. (10.)
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Wie in der Einleitung ausgefiihrt, interpretiert man jeweils

2

def def A def P vl v

(3.6)
als Wahrscheinlichkeit dafiir, bei ‘idealer Uberpriifung’ der ‘Eigenschaft’ E am Sy-
stem im WU entsprechenden Zustand die Antwort ,,ja“ zu bekommen. Dabei bezeich-
net P den Hilbertschen Teilraum all derjenigen ¥ € H, die Gesamtheiten be-
schreiben, denen die Eigenschaft E zukommt. Py bezeichnet den entsprechenden
Projektionsoperator.*

In diesem Sinne sollte jeder (1-komponentigen) physikalischen GroBe® A und je-
dem B € By ein Projektor P4cp entsprechen.® Entsprechend Fufinote 5 von Kapitel
2 sollte dabei natiirlich

pAeR = i )
—Pacs = Pacrys VB € B, (3.8)
und ) X
infg,, {PAegu L ve N} = Pacrrn, VBiBa,... € By (3.9)
gelten.

Ubungsaufgabe 53 Man zeige” unter den Voraussetzungen (3.7)-(3.9) fiir belie-
big vorgegebene By, By, ... € By :

1. Pacy=0.

2. supg,, {pAegy TV E N} = pAeUﬁ"Bu-

3. BiC By, = pAeBl SpAeBQ-

4. Pacp, = <pA681 A pAe&) \ (pAeBl A _‘pAeBg> ,

5. Pacp, Pacp, = Pacn, N Pac, = Pacp,Pacs, -

6. Pacp,uB, = Pacs, + Pacp, — Pacins, -

Version vom 26. Mirz 2009
4AISOZ PE = PpE .
5Der Einfachheit halber beschreiben wir physikalische Gréen durch ihre Zahlenwerte, bezogen
auf ein festes Einheitensystem, das je nach Bedarf festgelegt werden kann.

6Man beachte: By # By 7= Pacs, # Pacs, -
"Hinweis zu 2.: Man zeige zuniichst, daf fiir eine Logik (X, < =) stets

("Il)\/(_‘l‘g)\/...:—‘(xl/\l’g/\...) Vi, xe,...€ X

gilt.
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7. Fiir alle U € H \ {0} gilt
w\p(AEBlLJBQ) :wq;(AEBl)+w\I/(A€BQ)—wq;(AEBlﬂBQ) .

8. BlmBQ :(Z) - PAGBlpAEBz :PA€B2PA681 :0

9. BiC By = Pacp Pacp, = Pacen, -

Definition 3.1.1 Unter einem Progektorwertigen Maj3 8 diber R zu H versteht
man eine Abbildung E von R in £, die den Bedingungen

A

ER)=1
und®
B,NB, =0 firv#u — E(UBJ@:ZE(B»@ VU eH
v=1 v=1

fiir alle By, By, ... € Br geniigt.

Ubungsaufgabe 54 Man zeige:

1. Die Summe zweier Projektoren Py, P ist genau dann wieder ein Projektor,
WeIlHP1P2:P2P1:O.

2. Projektorwertige MaBe £ geniigen den (3.8) und (3.9) entsprechenden Bedin-
gungen

1— E(B)=-E(B)=E(R\ B)

und !

infg,, {E(By) Ve N} -5 (ﬂjoBy> VB, Bs,... € Bp.

Version vom 26. Marz 2009
8Bzgl. der Verallgemeinerung zu Mafen, deren Werte positive Operatoren sind, siehe
(Davies, 1976, Abschn. 3.1). Warnung: Die Behauptung von Davies, dafi durch seine Gleichung
(1.10) stets ein selbstadjungierter Operator gegeben sei, ist falsch, wie man leicht mithilfe des
Ergebnisses von Aufgabe 71 zeigen kann.
9Die Konvergenz der unendlichen Summe ist im Sinne der Normtopologie von H zu verstehen.
OHinweis: Man zeige zunchst

E (G Bl,> ¥ =supg,, {E‘(By): VEN} VBi,Bsy,...€ Br
v=1

und beachte Fuinote 7.
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1I-komponentige physikalische Grofien A sollten i.d. Quantenmechanik also Projek-
torwertigen Maflen E4, auf R entsprechen:

~

EA(B) = Pyep VB € By

Der Erwartungswert der physikalischen Gréfie A (im Sinne von Fufinote 5 von Ka-
pitel 2) fiir eine durch ¥ € H \ {0} gegebene Gesamtheit ist dann geméfl (3.6)

durch o
A / /\<—
R \Y

Ubungsaufgabe 55 Sei A eine (1-korpponentige) physikalische Gréfle mit dem
entsprechenden Projektorwertigen Mafl F 4. Man zeige:

EAA(d)\)ﬁ> (3.10)

gegeben.

1. Es gibt genau einen linearen Operator A mit Definitionsbereich

D;= {\1/ cH: /)\2 <q: | EA(dA)qf> < oo} , (3.11)

als A entsprechende Observable bezeichnet, mit dem sich die Erwartungs-
werte von A geméf

. <%‘A%> Ve D\ {0}

ergeben.!!
2. Dieser Operator ist symmetrisch.'?

3. Der Operator A ist genau dann beschréinkt (siehe Definition 1.2.3), wenn ein
C € R existiert mit E4([—-C,+C]) =1.

4. Tm Falle E,([-C,+C]) = 1 ist D; = H und fiir die Operatornorm

A

= sup HA\DH
VeH
l[wil=1

von A (siehe Nr. 1 von Aufgabe 19) gilt HAH <C.

Version vom 26. Marz 2009
UFalls 0 # W ¢ D4, aber [ A <\Il | B4 (d/\)\IJ> < 0, ergibt sich A" durch entsprechende Grenz-

wertbildung.
1280gar selbstadjungiert, wie wir noch sehen werden.
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Wenn f eine reellwertige Borelfunktion auf R ist, und A eine (1-komponentige) phy-
sikalische Gréfle mit dem entsprechenden Projektorwertigen Mafl E 4, dann sollte
das der physikalischen Grofie'® f(A) im Sinne von Fufinote 5 von Kapitel 2 entspre-
chende Projektorwertige Mafl durch

Byon(B) = Ex(f'(B)) ¥Be By (3.12)
gegeben sein. In diesem Falle schreibt man auch f(A) fiir die f(A) entsprechende

Observable. ™

Ubungsaufgabe 56 Seien A und F4 wie in Aufgabe 55 vorgegeben und sei f eine
reellwertige Borelfunktion auf R. Man zeige:

D4 = {\p EH: /f2(>\) <x1: | EA(d)\)\If> < oo} , (3.13)

und?®

<<1> | f(A)qf> :/f()\) <<I> | EA(d)\)\If> VO, E D . (3.14)

3.1.2 Spektralmafle beschrinkter Operatoren
Ubungsaufgabe 57 Man zeige fiir beliebig vorgegebene A, B € L(H) = L(H, H)

i < ] ] 019

Sei f eine ganze analytische Funktion auf C mit der Taylorentwicklung

f(z):icuz“ VzeC. (3.16)
n=0

Aus (3.15) folgt dann die Konvergenz von'®

FA)“ i ¢, A" VA e L(H) (3.17)

in L(H) bzgl. der Operatornorm.

Version vom 26. Mirz 2009
3Man beachte Fufinote 5.
MFiir unbeschriankte A ist allerdings zu beachten, dafl

h=f+g 7= ()= fA) +g(d), h=fg 7= hA) = [f(A)g(A)
(vgl. Nr. 3 von Aufgabe 64).
15Man beachte wieder die Polarisations-Identitit (2).

6Diese Definition von f (A) ist mit der vor Aufgabe 56 fiir Observable A gegebenen konsistent
(siche Nr. 3 von Aufgabe 64).
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Ubungsaufgabe 58 Sei A € £(H) symmetrisch.'” Man zeige:

1. Die entsprechend (3.16),(3.17) definierte Operatorfunktion e**4 von z € C ist
stetig bzgl. der Operatornorm in L£(H) .

2.
i(z4Az)A izA
' ez(z-l— —e s
Ahm A — A =0 VzeC.
ey e z

3. Der Operator U = eitA ist fiir jedes t € R tsometrisch, d.h.:

HU\I/H — v VUeH.

Jedes solche U ist sogar unttdr, d.h. U ist isometrisch und bildet H auf sich
ab: UH ="H.

4. Fiir beliebig vorgegebenes ¥ € H ist <\If | e“A\I/> als Funktion von ¢t € R

positiv semidefinit.

Satz 3.1.2 Sei A € L(H) symmetrisch. Dann besitzt A ein Spektralmajs, d.h. ein
eindeutiges Projektorwertiges Mafl E; tiber R zu H mit

<\If | A\D> - / A <x11 | EA(d)\)\If> VU e H. (3.18)

Beweisskizze: Aufgrund des Satzes von Bochner (siehe Nr. 2 von Aufgabe 51)
existiert geméfl Nr. 4 von Aufgabe 58 zu jedem symmetrischen A € L(H) und zu
jedem normierten ¥ € H ein Wahrscheinlichkeitsmaf8'® pg auf R mit

<\IJ ] e“A\If> = /eit’\ué(d)\) VteR. (¥1)
Geméf Nr. 2 von Aufgabe 58 folgt daraus
<\pyﬁxy>:/mé(dx) YU EeH. (+2)
Dariiber hinaus folgt aus (*1)

(w1 ([eweta)w) = [([ewera)wan voepm).

Version vom 26. Marz 2009
TFiir Nr. 1 ist die Symmetrie nicht erforderlich.
18Zur Klassifizierung dieser Mafe siche (Halmos, 1950, § 43, Th. E).
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wobei [ o(t) ¢4 dt den durch

<<1>| (/go(t) e“Adt) \D> - /go(t) <c1> | eitA\Il> dt Vo,0eH

charakterisierten Operator aus L(H) bezeichnet. Das zeigt, dafl ein geeigneter Grenziiber-
gang"?
E;(B) = lim /go(t) e dt VB e By

Je(t) e dt—xp(N)
»ED(R)
moglich ist, der ein Projektorwertiges Maf F 1 liefert,? das entsprechend (*2) und
(*1) der Bedingung (3.18)geniigt und dadurch eindeutig charakterisiert ist. i

Geméf Satz 3.1.2 geht man in der elementaren Quantentheorie (ohne Superaus-
wahlregeln) davon aus, daf jeder symmetrische beschrénkte Operator die Observa-

ble einer dem Projektorwertigen Maf3 Ey = E entprechenden physikalischen Gréfe
A ist.

Ubungsaufgabe 59 Man zeige, da die Projektoren genau diejenigen Observablen
sind, die physikalischen Grofien entsprechen, die nur die Werte 0 und 1 annehmen
konnen.

Um in Abschnitt 3.2.3 die Existenz der Spektralmafle auch fiir unbeschriankte
selbstadjungierte Operatoren zeigen zu konnen, benoétigen wir eine Spektralzerle-
gung (nur) fir unitdre Operatoren.

Satz 3.1.3 Se: U ein unitirer Operator in 'H . Dann existiert genau ein Projektor-
wertiges Maf$ Ey dber R zu H mit Ey(R\ (0,27]) = 0 und

(w|ow) = /(W o (W | Ep(do)v) Ve,

Version vom 26. Marz 2009
YEs ist darauf zu achten, da8

/(/@(t)e”)‘dt) NW(d)\)H/XB(A)M\I](d)\) Y

gilt, was sich aufgrund der Regularitét von py (siehe Satz 2.2.4) einrichten 148t.
20Es gilt also

<\I/|EA(B)\I/> =ud(B) VBeBp, VeH.
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Beweisskizze: Sei S' der durch ¢ € (0,27] parametrisierten Einheitskreis mit
der iiblichen Topologie und sei C''(S') der Banachraum aller stetig differenzierbaren
Funktionen auf S! mit der Norm

d

def d
£l = S (!f(ab)! + ’d¢f(¢)'> :

Dann zeigt die Theorie der Fourier-Reihen (siehe Satz 6.2.5 von (Liicke, ein)), dafl

o=y (% . f(p)e e d¢) U'v Vfed(SY),veH

ne’ly

in H konvergiert und
def ~
Fo(f) < (w0 v)

fiir jedes ¥ € H ein stetiges lineares Funktional Fy auf C*(S') definiert. Da man
mithilfe der Beziehung

() = Y e ennld s NS = [ f@)e ™ ao,

27
WELy -

leicht sieht, daff die Fy(f) fiir nichtnegative f € C'(S') stets nichtnegative Werte
annehmen, muf aufgrund des Satzes von Bochner-Schwartz*' zu jedem ¥ € H ein
positives Borelmafl 5 auf S! existieren mit

(W109) = Falf) = | 70 itdo).
Speziell fiir f(¢) = € resp. f(¢) = 1 folgt daraus
(w100) = [ e fas) resp. 0 = (0.2
(0,27]
Durch Grenziibergang f — yg ergibt sich somit das gesuchte Spektralmaf:**
<\p | EU(B)\IJ> def ug(m, 27] N B) VBE DB, UeH

Die Eindeutigkeit ist auch hier offensichtlich. i

Version vom 26. Marz 2009
2'Man fasse g(¢)Fy(¢) fiir positive g € C*(S') mit nichttrivialem Triiger jeweils als temperierte
Distribution iiber R auf.

22Die Projektionseigenschaften folgen aus der leicht zu zeigenden Beziehung Ufg =U ¥ Ug .
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3.1.3 Spurklasse-Operatoren

Ubungsaufgabe 60 Seien {¥,},cy ein MONS von H und ay,as,... € R. Man
zeige:

1. Fiir beliebiges
VeD, def{@e Z|ay U, | O <oo}
v=1

konvergiert?

in H und liefert einen symmetrischen Operator A .

2. Dieser Operator entspricht einer dem Projektorwertigen Maf?*

EA(B) = PAGB = Z “Iju><\pl/’

veN
apyEB

zugeordneten physikalischen GroBle A, deren (im Sinne von Fufinote 5 von
Kapitel 2) mogliche Werte nur die Eigenwerte von A sind.

3. Die Gesamtheit der Eigenwerte von A ist {a;,as,...}.

4. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei idealer Uberpriifung von A an einer dem
normierten? Vektor -
U=> 20
v=1

entsprechenden Gesamtheit den Wert a,, festzustellen, ist jeweils |2, .

Falls a, = A\, Vv € N und

v=1

(3.19)

\\/<>/
o\<

Version vom 26. Marz 2009
BFiir normiertes ® € H bezeichnen wir mit |®)(®| jeweils den Projektor auf den von ® aufge-
spannten eindimensionalen Teilraum:

)@ T @ |1y d Ve H.

24Die Konvergenz der Reihe ist im Sinne der Operatornorm zu verstehen.
: 2 L
Z5Wir nehmen also Y 02 | |z,|” =1 fiir die 21, 29,... € C an.



3.1. BESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN 73

dann 148t sich der Operator
b Z A, ( (: A in Aufgabe 60> (3.20)

auch als statistischer Operator des im Satz von Gleason (Satz 2.2.2) beschrie-
benen allgemeinsten WahrscheinlichkeitsmaBes (2.8) tiber (P4, C, #) interpretieren:

w(PH) = tr(pP) € [0,1] VP e £y. (3.21)

Definition 3.1.4 Sei A € L(H) . Dann sagt man, der Operator A gehore zu Spur-
klasse, wenn er der Bedingung

S ’<\pr | A\pr>

peT

< o0

fiir jedes MONS {\Ilp}pej von H gendigt. Falls A zur Spurklasse gehort und {¥,}
ein MONS von H ist, bezeichnet man

() =Y (v, | Av,)

pEJ

peTJ

als die Spur (englisch: trace) von A .

Ubungsaufgabe 61 Man zeige:

1. Wenn {V,} _ ein ONS von H ist und (3.19) gilt, dann gehort der durch (3.20)
gegebene Operator zur Spurklasse und seine Spur

t1(p) =D (P, | 5 Py)

peT

héingt nicht von der Wahl des Orthonormalsystems {®,} _, von M ab.?

2. Alle positiven®” Spurklasseoperatoren sind von dieser Form.

Version vom 26. Mirz 2009
26Hinweis: Man beachte:

W | pw) = (Vou | Vav)y =3 (Vi |, (o,]V/pv) vEen.

peJ

27Ein Operator A € £(H) heiBt positiv, falls

og<\p|A\p> VU eH.
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3. Dafiir gilt*®
tw(pP) = 3"\, <qz | ﬁ\pu> VP e Ly
v=1
(beachte Nr. 8).
4. Die Spurklasse-Operatoren bilden einen linearen Teilraum von H .
5. Ein symmetrischer Operator A € L(H) gehort genau dann zur Spurklasse,
wenn ’A‘ (sieche Aufgabe 56) zur Spurklasse gehort.
6. Zu jedem A € L(H) existiert genau ein A* € £(H) mit
<<I>|/1\If> - <A*<1> | qz> VO, W eH.
7. Ein Operator A € L(H) gehort genau dann zur Spurklasse, wenn die beiden

symmetrischen Operatoren A + A* und iA — iA* zur Spurklasse gehoren.

8. Die Definition der Spur héngt nicht von der Wahl des MONS {V¥,} _; ab
(beachte Nr. 1).

9. Ein Operator U € £(H) ist genau dann unitéir, wenn U* = U~ gilt.

10. Ein Operator A€ L(H) gehort genau dann zur Spurklasse, wenn U—LAU fiir
jeden unitdren Operator zur Spurklasse gehort.

Lemma 3.1.5 Jeder OpeAmtor A € L(H) erlaubt eine sog. Polarzerlegung,
d.h. es existiert genau ein V € L(H) mit folgenden Eigenschaften:*®

A = VVAA, (3.22)
quH — U] YU e —Ker(A), (3.23)
/U = 0 YU eKer(A), (3.24)
VV* = Projektion aufﬂ, (3.25)
V*V' = Projektion auf —Ker(A), (3.26)

wobei
~\ def

Ker(A) & {\1/ eH: A\I/:o}

den sog. Kern von A bezeichnet.

Version vom 26. Marz 2009

ZHier sei an die Interpretation von (3.6) erinnert.
P Operatoren V mit den Eigenschaften (3.23) und (3.24) (mit einem beliebigen Hilbertschen

Teilraum anstelle von Ker(A)) bezeichnet man als partielle Isometrien.
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Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1972, Th. VI.10). i

Satz 3.1.6 Sei A € L(H). Wenn vV A*A zur Spurklasse gehért, dann auch A und

dann ist tr(A) < tr <\/ A*A) :
Beweisskizze: Mit der Polarzerlegung gemafl Lemma 3.1.5 gilt
\<qf | Aq/>\ - < VAAVw |V A A \p> VVAAT

fir alle ¥ € H und somit

(s 10
peT

fiir jedes MONS {W¥,} _; von H. Wenn man das MONS so wéhlt, daf§ ¥, jeweils

<

H\/\/ﬂxp

< \/Z (w, | (VALY w,) i (VAA).

entweder in AH oder orthogonal dazu liegt, dann gilt
S (w, | (VVAA) w,) = 3 (4, | VA,
peJ pGjA

mit

139 {per v, edn}, B, EVw,vpe;.

Da die \ifp ein Orthonormalsystem bilden und v AxA positiv ist, gilt somit

Z<\I/p] <V\/MV*) \pr> <tr <\/M> < 00.

p€eJ

Deshalb muB V v/ A*AV* von dem in Nr. 1 von Aufgabe 61 betrachteten Typ sein,
woraus die Behauptung folgt. i

Ubungsaufgabe 62 Man zeige:

1. Seien A, U € L(H). Wenn V A*A zur Spurklasse gehort und U unitér ist,
dann gehoren auch UA und (somit entspr. Nr. 10 auch) AU zur Spurklasse.

2. Fiir jeden symmetrische Operator A € £(H) gilt

N -~ qe A A A
<U+ + U,) , Us o +i [1-— H—A unitar .
A
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3. Jeder Operator B € L£(H) 1iBt sich als komplexe Linearkombination von vier
unitdren Operatoren schreiben.

4. Wenn 14:1 zur Spurklasse gehort und B beschriinkt ist, dann gehoren auch AB
und BA zur Spurklasse und es gilt*

A A

tr(AB) = tr(BA). (3.27)

5. Wenn A zur Spurklasse gehort, dann®' auch VA*A.
6. Wenn p zur Spurklasse gehort, dann ist
B — tr(pB)
eine (bzgl. der Operatornorm) stetige Abbildung von £(H) in C.

7. Fiir symmetrische p, A € L£(H) mit p aus der Spurklasse ist tr(pA) reell und
als Erwartungswert der Observablen A fiir eine dem Wahrscheinlichkeitsmafl
(3.21) auf (Py, C, —) entsprechende Gesamtheit interpretierbar.

Definition 3.1.7 Ein A € LL(H) heift Hilbert-Schmidt-Operator > wenn
ein MONS {¥,} 5 von H existiert mit

2.

peTJ

2

< 00. (3.28)

~

Av,

Ubungsaufgabe 63 Sei A € £(H). Man zeige:
1. Wenn (3.28) fiir ein MONS {W¥,,} _ von H gilt, dann gilt jedes MONS { ¥/,

von ‘H .
il Sl - S
peJ p€eJ

Version vom 26. Marz 2009

}p63

N 2
Av,

30Hinweis: (3.27) beweise man zunichst fiir unitéires B mithilfe der Ersetzung D, — P, =

B(I’p .
31Hinweis: Man untersuche AV* = VV A*AV* wie im Beweis von Satz 3.1.6 und beachte
dabei:
Ve -V*H = V"V =0= ¥ € Ker(A) = Ker (\/A*A) .

32Bzgl. der Verallgemeinerung zu Abbildungen in einen anderen Hilbertraum und den Zusam-
menhang mit nuklearen Operatorensei z.B. auf (Gelfand and Wilenkin, 1964, Kap. 1, §2) verwiesen.
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2. Wenn (3.28) fiir ein MONS gilt, dann fiir alle.

3. Wenn A ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, dann auch A* und es gilt

4], =
HS

4. A ist genau dann ein Hilbert-Schmidt-Operator, wenn A*A zuar Spurklasse
gehort.

A*

HS

5. Wenn A und B Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, dann gehort AB zur Spur-
klasse.

6. Die Hilbert-Schmidt-Operatoren zu H bilden einen Hilbertraum mit dem in-
neren Produkt
(A1) e (k)
HS
das der Hilbert-Schmidt-Norm .|| im Sinne von (1.2) entspricht.

7. WennA/:l ein Hilbert-Schmidt-Operator ist und B € L(H), dann sind auch AB
und BA Hilbert-Schmidt-Operatoren und es gilt

BA A

<[]
HS

HS

8. Fiir den Zustand (3.21) gilt

W(PH) = <¢E | Pﬁ>Hs .

3.2 Unbeschriankte lineare Operatoren

3.2.1 Allgemeine Bereichsfragen

Nach dem Satz von Hellinger und Toeplitz (siche Aufgabe 26) kénnen unbeschrénk-
te symmetrische Operatoren A leider nie auf dem gesamten Hilbertraum definiert
sein. Beim Umgang mit unbeschréinkten Operatoren A ist deshalb stets auf ihre
Definitionsbereiche D ; zu achten.

Definition 3.2.1 Seien A und B (nicht notwendig beschrinkte) lineare® Opera-
toren in 'H . Dann definiert man

def

N ~ def , 2
DA-}-B:DAHDB’ (A—I—B)\I/

= (A\If) + (B‘If) YU e D/H—B
Version vom 26. Mdrz 2009

33Damit ist auch gemeint, dafl die Definitionsbereiche lineare (nicht notwendig in H dichte)
Teilrdume von H sind.
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und

def

D {weny: Bven;t, (ABWEA(BY) vWeD;,.

Auflerdem definiert man fir z € C

D %K, (:1)T=20 VUeH.

und identifiziert oft stillschweigend z mit z1 .

Ubungsaufgabe 64 Sei A ein linearer Operator in ‘H . Man zeige:
1. DzA:DA VzeC.

2. D :DA VzeC.

AJrz

3. Wenn A eine Observable ist, dann gilt fiir beliebige Borelfunktionen f und g
auf R :

F(A)+g(d) C (F+9)(A) . f(A)g(d) C (Fo)(A), [(9(A)) C (Fog)(A).

4. Speziell fiir f(\) = A2 gilt f(A) = AL 4 A,

5. Fiir die sog. Streuung

Stry(A) & / (A —Z@)Q <qj | iflf}i” qj> (3.29)

einer physikalischen Grofie A in einer durch ¥ € D; N D4, beschriebenen
Gesamtheit gilt

(Strq,(fl)y - \|xyu—2<xp| (A—Z‘I’)Qqu> T (ZW)Q o (3:30)

wenn A die zugehorige Observable ist.

6. Dabei gilt Strg(A) = 0 genau dann wenn U # 0 ein Eigenvektor von A ist,
d.h. wenn ein Eigenwert a € C existiert mit AV =a V.

7. Strg(A) =0 = AU=A"U.

8. Symmetrische Operatoren konnen nur reelle Eigenwerte haben.
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Operatoren A, B sind nur dann als gleich anzusehen, wenn ihre Definitionsbereiche
iibereinstimmen und sie darauf gleiche Weise wirken:

R > def DA:DB,
A=B < {A@:B\w\pepA. (3:31)

Die Einschrankung eines Operators auf einen echt kleineren Definitionsbereich ist
also als anderer Operator anzusehen.

Definition 3.2.2 Seien A und B (nicht notwendig beschrinkte) lineare Operatoren
in H . Dann nennt man B eine Erweiterung von A , falls die Bedingungen

DACDB
und R R
A\P:B\I/V\I/EDA

erfillt sind. In diesem Falle nennt man A auch eine Einschrdinkung von B und
teilt das durch A C B bzw. B D A mit.

Eine kanonische Erweiterung ist die AbschlieBung, falls letztere moglich ist.

Definition 3.2.3 Ein lincarer Operator A in H heifit abschliefBbar, wenn er die
FEinschrinkung eines abgeschlossenen Operators B ist. Dabei nennt man B abge-
schlossen, wenn die B entsprechende Abbildung des topologischen Teilraumes D 4
von H in H einen abgeschlossenen Graphen (siche Fufinote 56 von Kapitel 1) hat.>*

Ubungsaufgabe 65 Sei A ein abschliebarer linearer Operator in H . Man zeige,

dafl dazu eine eindeutige minimale Erweiterung A, der sog. Abschluf3 von A,
existiert.

3.2.2 Selbstadjungiertheit
Ubungsaufgabe 66 Man zeige fiir eine beliebig vorgegebene Observable A

(A+i)D;=(A—i)D;=H (3.32)
(beachte Nr. 2 von Aufgabe 64).

Version vom 26. Miarz 2009

34Nach Aufgabe 25 ist das gleichbedeutend mit:

\I/VH\I/H]DA, . \IJGDA,
AV, — ®in H = .
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Symmetrische Operatoren A mit der Eigenschaft (3.32), lassen sich dadurch cha-
rakterisieren, daB sie selbstadjungiert sind (Satz 3.2.5), d.h. mit ihrem adjungierten
Operator A* iibereinstimmen.

Definition 3.2.4 Seien D ; ein dichter Teilraum von H und A eine Abbildung von
D ; in 'H . Dann bezeichnet man mit D ;. die Menge all derjenigen Vektoren ® € 'H ,
zu denen ein ® ; € H existiert mit*

<c1>|An1f>=<q>A|\1/> YU e H (3.33)

und definiert

def

AD=Ed;, YdeD,. (3.34)

(mit ® ; gemif (3.33)). Man bezeichnet A* als den zu A adjungierten Operator.
Dementsprechend bezeichnet man A als selbstadjungiert, falls A = A*.

Ubungsaufgabe 67 Seien D 4 ein dichter Teilraum von H und A eine lineare
Abbildung von D 4 in H. Man zeige:*°

1. Die Definition (3.34)/(3.34) des adjungierten Operators A* ist konsistent und

A

liefert (auch wenn A nicht linear ist) einen linearen Operator in H , der
abgeschlossen ist.

2. Falls Ae L(H): A selbstadjungiert <= A symmetrisch.
Ac gy — A symmetrisch.

A symmetrisch <= Ac A

= W

5. Ay C Ay — A Ar.
6. A abschlieBbar =—> E* = A*.
7. D,. dicht in H <= A abschlieBbar.

8. A muB nicht abschlieBbar sein.?”

Version vom 26. Mirz 2009
%5Nach dem Satz von Riesz (siehe Fufinote 47 von Kapitel 1), ist natiirlich genau dann ® € D . ,
wenn die Abbildung ¥ — <<I> | A\I/> von D ; (als topologischer Teilraum von H aufgefaft) in C
stetig ist.
36Bzgl. Nr. 7 und Nr. 9 sei auf (Reed und Simon, 1972, Th. VIIL.1) verwiesen (im dort gegebenen

Beweis ist (0, ¥) durch (¥,0) zu ersetzen).
3TMan betrachte z.B. den Fall

H=L*R), D;=L*R)NL(R) A@:(/@(@m)% YU e D;

mit festem Wy € H \ {0}.
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9. A abschlieBbar = A = (A*)*.

10. A symmetrisch = A symmetrisch.

Satz 3.2.5 Fin symmetrischer Operator A ist genau dann selbstadjungiert, wenn
eine der folgenden beiden Aussagen gilt:

1. A ist abgeschlossen und Ker (/1* + Z) = Ker (/1* - Z) = {0}.

2 (A+i)Ds=(d—i)Di=H.

Beweis: Sei A selbstadjungiert. Dann ist A gem. Nr. 1 von Aufgabe 67 abge-
schlossen und fiir ¥ € Ker (/1* + z) gilt

j:i(\I/|\If>:(:|:z’\If]\If>:<A*\I/[\I!>:<\If]A\If>:<\II|A*\IJ>::FZ'<\IJ|\II)

und somit ¥ = 0. Falls A selbstadjungiert ist, gilt also die 1. Aussage.
Es sei nun angenommen, dafl die 1. Aussage gilt. Wegen

\I/€—|<A:|:z'>DA — <A<I>|\If>:(<b]:|:i\11) Yo eD;,

also A X
\Ileﬂ(Aiz)DA — WeD,, A=Fil,

muf dann (A7) Dy in M dicht liegen. Mit
~ 2 N 2 9
[(4=0) o] = 4w+ o

siecht man andererseits leicht, dafl (Aiz) D ; abgeschlossen ist. Somit gilt die

2. Aussage.

Schliellich sei angenommen, dafl die 2. Aussage gilt. Um zu zeigen, daf3 A dann
selbstadjungiert ist, geniigt der Nachweis von D ;. C D ;. Sei also ¥ € D 4. . Dann
existiert voraussetzungsgemifl ein ® € D ; mit

(Asi)o— (4 +i)w
(beachte Nr. 2 von Aufgabe 64) und somit

(A*ii) (T —®)=0.
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Da aus der 2. Aussage auch Ker (A* + z) = {0} folgt, mufl damit auch ¥ = & und
somit ¥ € D gelten.* i

Gemaf Satz 3.2.5 und Aufgabe 66 sind

‘Observable also stets selbstadjungiert.

Die Projektoren Pacs = E 1(B) , also beschriankte Operatoren, sind zwar die fiir die
Interpretation der Quantenmechanik fundamentalen Objekte,* aber in konkreten
Anwendungen meistens nicht direkt physikalisch gegeben. In der Regel sind es die
— meistens unbeschrinkten — Observablen, die sich heuristisch mithilfe des Korre-
spondenzprinzips eindeutig charakterisieren lassen.*’ Deren Spektralanalyse ist dann
die eigentliche Aufgabe, deren Losung auf die Projektoren Pycp und damit auf die
entsprechenden statistischen Vorhersagen fiihrt.

Aber auch von den Observablen A wird in aller Regel nur eine symmetrische
Einschriankung AﬂD auf einen kleineren Definitionsbereich D angegeben, weil die
Bestimmung des vollen Definitionsbereichs zu kompliziert ist. Dann ist aber darauf
zu achten, dafl A ﬂD genau eine selbstadjungierte Erweiterung, namlich A , besitzt.*!
Man findet leicht Beispiele voneinander verschiedener Operatoren der in Aufgabe 55
betrachteten Art, die auf einem kleineren Bereich mit einunddemselben symmetri-
schen Operator iibereinstimmen.*?

Definition 3.2.6 Ein symmetrischer Operator A in H heift im wesentlichen
selbstadjungiert, wenn es genau eine selbstadjungierte Erweiterung von A g¢ibt.

Ubungsaufgabe 68 Sei A ein symmetrischer Operator in H . Man zeige:*?

1. A=A — A im wesentlichen selbstadjungiert (i.w.s.a.).

Version vom 26. Marz 2009
38 Entsprechend 148t sich zeigen:

A symmetrisch s
- = A=A".
AD;="H }
391n der algebraischen Quantenfeldtheorie (siche z.B. (Haag. 1996)), in der es zunéchst nicht um

konkrete Modelle geht, beschéftigt man sich deshalb in aller Regel nur mit beschrinkten Operato-
ren.

407 B.:  Mittlere Gesamtenergie = mittlere kinetische Energie + mittlere potentielle Energie®

A~ 2

~> Hﬁ (DAX n DV(x)) = _QFLTnAx + V(X) .

HIn elementaren Anwendungen stellt sich meistens gliicklicherweise heraus, dafl die Vorausset-
zungen von Aufgabe 68, Nr. 6, erfiillt sind.

42Man betrachte z.B. ein eindimensionales quantenmechanisches Teilchen in einem Kasten ein-
mal mit periodischen, zum anderen mit reflektierenden Randbedingungen (Verschwinden stetiger
Wellenfunktionen am Rand).

43Es gilt auch die Umkehrung der 1. Aussage (siehe Satz 3.3.3).
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2. A=A Ker(A*—l—i) :Ker(A*—i) = {0}.
3. A=A <= (A+i) Dy dicht inH.
4. A=A < A cA
5. Aiwsa < bA+cliwsa Vb ceR.

A Observable, X
6. D dichter linearer Teilraum von D;, » = A)D iw.s.a.
E;BlHC D VBe By

3.2.3 Spektralmafle selbstadjungierter Operatoren

Es soll nun mithilfe des Spektralsatzes fiir unitéire Operatoren** gezeigt werden, daf
jeder selbstadjungierte Operator A ein Spektralmafl £ ; besitzt und in diesem Sin-
ne als Observable einer (1-komponentigen) physikalischen Grofle aufgefafit werden
kann.

Ubungsaufgabe 69 Sei A ein selbstadjungierter Operator. Man zeige:

1. Die sog. Cayley-Transformierte

~ def 2

Ui = (A—i)(A4i)™
von A ist auf ganz H wohldefiniert und unitér.
2. (A=) (A+i) " O =(A+i) " (A—i)) U YUeDy.
3. Ker(l—UA) ={0} .

~

A+
21

N -1
\P:(l—UA) U YUeD,;.
5. AW =i (1+0;) (1—UA)_1\1/ YU eED;.

Version vom 26. Miarz 2009

4Bzgl. anderer Beweise des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Operatoren siche
(Riesz and Sz.-Nagy, 1982).
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Satz 3.2.7 Sei A ein unbeschrinkter selbstadjungierter Operator in H . Dann be-
sitzt A ein  Spektralmaf, d.h. ein eindeutiges Projektorwertiges Maf§ E; tiber R
zu M, fir das (3.11) gilt sowie die Einschrinkung von (3.18) auf D :

UAUY = [ A (U | Eyd\NT) YU eD;. (3.35)
(wiaw) = [ )

_ Beweisskizze: Sei E das Spektralma der Cayley-Transformierten von A, also
E= EUA . Nach Nr. 5 von Aufgabe 69 sowie Nr. 3 von Aufgabe 64 gilt dann

A =1 1+e? 3 = — co 3
(v1dv)=i | (w1 Basyw) == [ cottor2) (| Baoyw)

,27] 1 —e¢t

fir alle ¥ € D ;. Nach Ubungsaufgabe 56 folgt daraus, daB der durch das Spektral-
maf3’®

EB = E ocot™!

gegebene selbstadjungierte Operator B eine Erweiterung von —A ist und somit
voraussetzungsgeméfd mit — A iibereinstimmt. i

3.3 Mehr iiber selbstadjungierte Erweiterungen

3.3.1 Quantenmechanische Symmetrien
Satz 3.3.1 (Wigner) Sei W eine Abbildung von H auf sich, die den Bedingungen

(W[ @) = [(W(¥) | W(®))] V& WeH
gendigt. Dann existiert ein entweder unitdrer oder anti-unitirer® Operator U mit

UU~W() YUeH.

Beweis: Siehe (Bargmann, 1964). i

Version vom 26. Marz 2009
45Man beachte, daB U 4 geméB Nr. 3 von Aufgabe 69 nicht den Eigenwert 1 haben kann und
deshalb E((oaﬂ) - E((o,zw)) gilt.

46Ein anti-unitdrer Operator in H ist eine riickeindeutige Abbildung U von H auf sich mit

<<I>|U*1\If>:<0c1>|x1/> VO, T eH.
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Motiviert durch den Satz von Wigner*” werden Symmetriegruppen in der Quan-

tentheorie nach Mdoglichkeit unitédr dargestellt, insbesondere die 1-parametrigen Un-
tergruppen Liescher Symmetriegruppen durch stark stetige 1-parametrige Gruppen
unitirer Operatoren U(t) im Hilbertschen Zustandsraum H .

Anmerkung: Auf die Unvermeidbarkeit von Strahldarstellungen fiir bestimmte
Symmetriegruppen soll hier nicht eingegangen werden (siehe z.B. Absch. 4.2.2 von
(Liicke, qft)).

Definition 3.3.2  Unter einer stark stetigen 1-parametrigen Gruppe uni-
tarer Operatoren U(t) in H wversteht eine Abbildung t —— U(t) von R in die
Menge der unitdren Operatoren in H , die folgenden Bedingungen geniigt:

A~ A~

1. Ut+s)=Ut)U(s) Vs,teR.
2. Rt Ut)V € H stetig VU €H.

Ubungsaufgabe 70 Man zeige:
1. Es gilt der Satz von Stone:

Jede stark stetige 1-parametrige Gruppe unitdrer Operatoren U (t)
in H besitzt einen eindeutigen Generator, d.h. einen selbstadjun-
gierten Operator A mit*®

U(t) = ' < cos(tA) + isin(td) VteR. (3.36)

2. Fiir jeden selbstadjungierten Operator A ist durch (3.37) stets eine stetige
1-parametrige Gruppe unitiarer Operatoren U(t) in ‘H gegeben.

3. Dafiir gilt stets

Ve¥eD;, teR (3.37)

und

D; = {¥ € H : rechte Seite von (3.37) existiert} = U(t) D; Vt € R.
(3.38)

Version vom 26. Miarz 2009
47TMan beachte, da das Produkt zweier anti-unitirer Operatoren stets einen unitiren Operator
ergibt.
48Bzgl. reellwertiger Funktionen selbstadjungierter Operatoren sei an Aufgabe 56 erinnert.
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Fiir zeitlich homogene nicht dissipative®® Quantensysteme ist der Hamilton-
Operator H nicht nur die Observable der Gesamtenergie, sondern auch das —¢-fache
des Generators der Zeitentwicklung:

U, =e 17, VieR.
Die Selbstadjungiert des Hamilton-Operators ist also auch wichtig, um die Dynamik

eindeutig festzulegen."

Wie bereits in Abschnitt 3.2.2 hervorgehoben, werden von unbeschrankten Ob-
servablen A in aller Regel zunéchst nur symmetrische Einschrénkungen AﬂD auf
kleinere Definitionsbereiche D angegeben. Aber nicht jeder symmetrische Operator
besitzt eine selbstadjungierte Fortsetzung.

Satz 3.3.3 FEin symmetrischer Operator AinH lafst sich genau dann selbstadjun-
giert erweitern, wenn seine Defektindizes

ny 4 dim (Ker(fl* T z))

iibereinstimmen (also n_ =ny ). Er ist genau dann i.w.s.a., wenn n_ =n, = 0.

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1975, Th. X.2). I

Ubungsaufgabe 71 Man zeige, daf8 der durch®

~ hd
(A)(r) = ;E\IJ(T) VU e D;=D((0,+00))
in H = L*(R,) gegebene Operator symmetrisch ist, aber keine selbstadjungierte
Erweiterung besitzt.

3.3.2 Spezielle Hamiltonoperatoren

Typische Energieobservable H (Hamilton-Operator en) der elementaren Quan-
tenmechanik mit H = L?(R") sind jedoch mit einem geeigneten Potential V' durch

H(x) = <—%Ax + V(x)) U(x) YUeD={g:pecDR)  (3.39

Version vom 26. Marz 2009
19Bzgl. der Dynamik offener quantenmechanischer System sei auf (Davies, 1976) verwiesen.
S0Entsprechendes gilt fiir alle Generatoren (stark stetiger unitérer Darstellungen) 1-parametriger

Symmetriegruppen.
°1Es sei daran erinnert, dafl die Elemente von L?(R™) eigentlich Aquivalenzklassen sind.
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gegeben und geniigen damit der Bedingung
HU = HTY YUeD,

wobei  komplexe Konjugation meint. Dadurch ist gewdhrleistet, daf tatsdchlich
jeweils (mindestens) ein selbstadjungierter Operator H mit (3.39) existiert.

Ubungsaufgabe 72  Sei A ein symmetrischer Operator in L*(R™), der der Be-
dingung L
HUV=HV YVUeDg,

gentigt. Man zeige, dafs H selbstadjungiert erweiterbar ist.>>

In komplizierteren Fillen gilt immer noch die Bedingung®

— o < inf <\If | H\IJ> (3.40)
bR

die ebenfalls die Existenz einer selbstadjungierten Erweiterung von H ND garantiert.

Satz 3.3.4 Jeder positive symmetrische Operator besitzt (mindestens) eine positive
selbstadjungierte Erweiterung.

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1975, Th. X.23). i

Man macht sich leicht klar, daf} es nichts schadet, wenn man H MD auf einem groBe-
ren Bereich D C Dy angibt.

Ubungsaufgabe 73 Seien H ein symmetrischer Operator in H und D ein in H
dichter linearer Teilraum von Dy . Man zeige:

Wenn H ﬂD i.w.s.a. ist, dann auch H und die selbstadjungierte Erwei-
terung von H stimmt mit derjenigen von H D iiberein.

Wenn man D zu klein (aber immer noch dicht in H) wihlt, kann es leicht passieren,
daB H )\D nicht mehr i.w.s.a. ist, also H nicht mehr eindeutig charakterisiert (siche
Fufinote 42). Gliicklicherweise tritt dieser Effekt im Falle (3.39) fiir viele physikali-
sche relevante Potentiale V' nicht auf.

Version vom 26. Mdirz 2009

52Hinweis: Man zeige zuniichst [1*¥ = H*¥ fiir alle ¥ € D . und beachte Satz 3.3.3.

BWire H AD nicht in diesem Sinne nach unten beschrdinkt, wiirde das quantenmechanische
System aufgrund der Wechselwirkung mit dem quantisierten elektromagnetischen Feld sténdig
Energie abstrahlen.
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Satz 3.3.5 (Kato-Rellich) Seien Hy ein selbstadjungierter und V ein symmetri-
scher Operator in H , der folgenden beiden Bedingungen geniigt:

1. DHO CD‘A/.

2. Es emistieren a,b € R mat

V\I/HS a Hlf_roqu+b||\1/|| Ve H. (3.41)
<1

Dann ist Hy+V selbstadjungiert.”* Wenn Hy nach unten beschrinkt ist, dann auch
V. Auferdem gilt fir jeden dichten linearen Teilraum D von Dy, :

F[OfD w.s.a. = (ﬁo + V) MD iw.s.a.

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1975, Th. X.12). I

Folgerung 3.3.6 Secien fi, fo reellwertige Borelfunktionen auf R mit
fi € L2R®), fo beschrinkt.

Dann ist (A + f1 + f2) MD(R?) i.w.s.a.°° und der Definitionsbereich der selbstad-
jJungierten Erweiterung hdangt nicht von fi + fs ab.

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1975, Th. X.15).

Das Coulomb-Potential V' (x) ~ 1/ |x| erlaubt offensichtliche eine Zerlegung V' =
f1+ fo mit f; und f5 entsprechend Folgerung 3.3.6. Deshalb ist die Einschriankung
des Hamilton-Operators, der das einfachste Modell des Wasserstoffatoms bestimmt,
auf D(R?) i.w.s.a.”

3.3.3 Analytische Vektoren

Definition 3.3.7 Seien A ein linearer Operator in 'H . Dann versteh man unter
einem analytischen Vektor fir A ein ¥ € (), Dj., zu dem ein T € R
existiert mit

i% H(TA)"\I/H < 00. (3.42)

Version vom 26. Mdirz 2009
54GemiB Definition 3.2.1 ist Dﬁg—i—V = l)f{0 N DV = DHO .
%Die Elemente von D(R?) sind hier natiirlich mit den entprechenden Aquivalenzklassen aus
L?(R3) zu identifizieren.
%6Bzgl. der Verallgemeinerung auf andere Atome siehe (Reed und Simon, 1975, Th. X.16).
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Wenn (5.42) fir alle T € R gilt, nennt man ¥ einen ganzen analytischen Vektor
fiir A.

Beispiel: Alle Eigenvektoren von A sind ganze analytische Vektoren fiir A,

Ubungsaufgabe 74 Sei A ein selbstadjungierter Operator in H . Man zeige:

1. Wenn U ein analytischer Vektor fiir A ist, dann existiert ein 7' = T(A, ¥) > 0
mit

itA = 1 A\n
ety = ZE(ZM) U Vte (=T,+7)

n=0

und <\If | e“A\I/> ist eine reell analytische Funktion®” von ¢ .

2. Wenn D ein in H dichter Teilraum analytischer Vektoren fiir A ist, dann ist
A durch A)\D bereits eindeutig festgelegt.

Folgerung 3.3.8 FEin Operator, dessen analytische Vektoren in H dicht liegen,
kann hochstens eine selbstadjungierte Erweiterung besitzen.

Beispiel: Wenn A selbstadjungiert ist, dann ist Uner E ;([~n,n])H eine dichte Menge
(ganzer) analytischer Vektoren fiir A .

Ubungsaufgabe 75 Sei A ein symmetrischer Operator in H. AuBerdem seien
U e, D4, und T > 0 so vorgegeben, dafl (3.42) gilt. Man zeige:

1. Fir alle Aty, Aty € (=T/2,T/2) gilt

Ny 1 =\ ™ Na 1 =\ "2
N17%21L . n—1!<zAt1A> Z_n—z!(zAtzA> /]

N —\ N o)
1 N
— lim - (z‘(At1+At2)A) U in ﬂDﬂ.

Neo n= TL' n=1 4
2. Fur alle At € (=7, +7) und n € N gilt
—n N 1 =\ V
A ngnoozom (mm) v = HA \1;H .

Version vom 26. Marz 2009
5"D.h. die Taylorentwicklung um einen beliebig vorgegebenen Punkt der reeelen Achse hat einen
nicht verschwindenden Konvergenzradius.
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3.
S\
def n
ot (i, 35 (159)
=0 : N - (3.43)
n 't ~ Un
(. 20 (54) #)-) <N
existiert als stetig von ¢ abhéngiger analytischer Vektor fiir A, der den Bedin-
gungen
Uty + )0 = Us(ty) (U4(t2) )
und R
|oaww| = 1w

genugt.

Satz 3.3.9 (Nelson) Ein symmetrischer Operator, dessen analytische Vektoren
in H dicht liegen, ist i.w.s.a.

Beweisskizze: Wenn man die U4(t) fiir analytische Vektoren von A gemif
(3.43) definiert, dann existiert dazu (genau) eine stark stetige 1-parametrige Gruppe

~

U(t) mit
U analytischer Vektor fir A = U)W =U;(t)¥ VteR.

Der (geméfi Satz von Stone) zugehorige Generator ist dann eine selbstadjungiert
Erweiterung von AN (02, D4» . Nach Folgerung 3.3.8 ist AN, D4» alsoiws.a.,
woraus entsprechend Aufgabe 73 die Behauptung folgt. i

Ubungsaufgabe 76 Man zeige:

Ein symmetrischer Operator A, der ein MONS {q)P}pej von FKigenvek-
toren besitzt, ist i.w.s.a. und sein Spektralmaf ist durch

EA(B> - Z @) {(Dp| VB € Br

peJ
ap€EB

gegeben, wobei a, jeweils den Eigenwert zu ®, bezeichnet: Atbp =a,®,.
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