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Vorwort

Der Stand der Allgemeinen Relativitdtstheorie 148t auch heute noch sehr zu
wiinschen {iibrig — aus experimenteller Sicht, weil z.B. Gravitationswellen immer
noch nicht nachgewiesen werden konnten, und aus theoretischer Sicht, weil z.B.
immer noch kein konsistentes Quantisierungsverfahren entwickelt werden konnte.

In der Vorlesung werden nur die einfachsten Anderungen der NEwTONschen Gra-
vitationstheorie besprochen, um die Grundvorstellungen besonders klar hervorzuhe-
ben. Es wird weder Torsion eingefiithrt, noch der Formalismus lokaler Eichtheorien
noch die Quantisierung oder gar Supergravitation abgehandelt.

Literaturempfehlungen: (Einstein, 1956; Lord, 1976; Misner et al., 1973;
Rindler, 1969; Schrodinger, 1960; Wald, 1984; Fischer und Kaul, 2003; Will, 1993)
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Teil 1

Grundlagen der Allgemeinen
Relativititstheorie






Kapitel 1

Grundideen

1.1 Differentialgeometrie der Elastizitit

1.1.1 Deformationen

Die Theorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten wird besonders an-
schaulich, wenn man sich — wie stets moglich (siche (Whitney. 1936),
(Whitney, 1944), (Brickel und Clark, 1970)) — die jeweilige Mannigfal-
tigkeit in einen ungekriimmten Raum eingebettet vorstellt. Um diese
Vorstellung zu konkretisieren gehen wir von Untermannigfaltigkeiten des
3-dimensionalen Anschauungsraumes aus, wie sie sich in der Elastizitéts-
theorie ergeben.

Mathematisches Modell

Gegeben sei ein fester (nicht ‘starrer’) Korper, als Menge identifizierbarer Punkte
P aufgefafit, die ein ‘verniinftiges’” Raumgebiet ganz ausfiillen.

Unter einem Verzerrungszustand dieses Korpers verstehen wir eine (hinrei-
chend gutartige) riickeindeutige Abbildung X : P +— X (P) der Kérperpunkte P in
den R"™, wobei X (P) jeweils der Ort des Kérperpunktes P ist.*

Unter einer Deformation versteht man eine Abweichung von einem ausgezeich-
neten, als ‘unverzerrt’ angesehenen Zustand Xo(P).

Koordinaten

Seien (¢!, ... ¢") die Koordinaten des Ortes Xo(P) von P im unverzerrten Korper-
zustand bzgl. eines vorgegebenen karthesischen Koordinatensystems Ky. Markiert
Version vom 26. Marz 2009

!Gewohnlich ist also n = 3. Im Hinblick auf die Allgemeine Relativititstheorie ist es jedoch
zweckmifig, die Raumdimension n nicht zu spezifizieren.




10 KAPITEL 1. GRUNDIDEEN

man diese Koordinaten jeweils am entspr. Korperpunkt, so werden sie durch De-
formation des Korpers (Verschiebung des Korperpunktes P jeweils vom Ort Xo(P)
an den Ort X (P)) verzerrt, d.h. krummlinig. Die Koordinaten bzgl. K fiir den
verschobenen Ort X (P) seien (¢',...,q¢"):

1

|
|
|
|
q

Eine Deformation des Korpers 148t sich so eindeutig durch die Zuordnung

(qlﬁ"'7qn)’_> (q17"'?qﬁ)

beschreiben,? die natiirlich riickeindeutig (injektiv) sein mus.

1.1.2 Der metrische Tensor
Kurvenliange in ¢ und z-Koordinaten

Sei ¢/(t) t € [ti,ts], bezogen auf Kj, eine Parametrisierung eines glatten Kur-
venstiicks des unverzerrten Korpers. Durch Deformation des Korpers geht dieses
Kurvenstiick in das durch

)= @ (¢(),. ... q"(t) , t € [tr,ta]

bzgl. Ky gegebene Kurvenstiick iiber. Dafiir gilt:*

to n
Léange vor Deformation = / Z G ()¢ () dt,
11 j=1

to n ~ B
Léange nach Deformation = / \ Z G (t)g7 (t) dt .
11 =
7j=1

Version vom 26. Miarz 2009

In der Formulierung von LAGRANGE wird der Verzerrungstensor bzgl. der (¢*,...,¢"), in der
Formulierung von EULER dagegen bzgl. der (q',...,q") angegeben. Wir schreiben (q',...,q")
(Kern-Indez-Schreibweise) statt (¢, ...,3"), um auszudriicken, da8 wir auch die (¢*,...,q¢")

den Punkten des verzerrten Korpers als (krummlinige) Koordinaten zuordnen.
3Wir schreiben allgemein f(t) fiir & f£(t).
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Nach der verallgemeinerten Kettenregel gilt:*

- O
7= " 1.1
¥ =54l (1)
Kurzschrift dafiir:
dx = t;, d¢",
wobei:® ]
1 9!
q ra
xS ] uE ] |, (1.2)
7 aq
! o0
te(q', ..., q") ist jeweils der (i.a. nicht normierte) Tangentenvektor der Kurve
def n
() = x(q', ..., t,....q¢")
k-te Stelle

an der Stelle t = ¢*.
Fiir eine beliebige (aber hinr. gutart.) Kurve x(t) folgt aus (1.1) und (1.2):

S dd =t -t "
j=1

Kurzschrift dafiir:

(dx)* = g;rdg’dg" (1.3)
wobei: _ L
def _ — dq' ¢’

Damit gilt also:®

to
Linge nach Deformation = / \/ 9k(q)¢7 ¢~ dt .
t1

Daher nennt man die g, die (kovarianten) Komponenten des metrischen Tensors
des deformierten Korpers bzgl. der krummlinigen Koordinaten ¢', ..., ¢".

Version vom 26. Marz 2009

4Wir benutzen die EINSTEINsche Summationskonvention: Wenn in einem Produkt der glei-
che Index doppelt auftritt (einmal als oberer, zum anderen als unterer Index), ist dariiber zu
summieren.

®Man identifiziert i.a. t;, mit der entsprechenden LIE-Ableitung Ly, = % und spricht in diesem
Sinne von dem (lokalen) “Vektorfeld % . Letzteres macht auch fiir nichtlineare Mannigfaltigkei-
ten Sinn.

SDies ist die priizise Bedeutung von (1.3).
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Koordinatenwechsel

Sei (¢, ..., q") jetzt cin beliebiges krummliniges Koordinatensystem; d.h. jedem
Korperpunkt P (im verzerrten Zustand) sei riickeindeutig ein n-Tupel (¢, ..., ¢")
zugeordnet. Die karthesischen Koordinaten ¢7 von Xg(P) bzgl. Ky (krummlinige Ko-
ordinaten von X (P))sind dann eindeutig durch die ¢* gegeben: ¢ = ¢?(¢", ..., ¢").

Sei nun ¢/’ (t), t € [ti,ts] die entspr. Parametrisierung des verzerrten Kur-

venstiicks. Wegen
g .l
7= 5t

ergibt sich dann fiir die entspr. Kérperpunktkurve

to
Lénge vor Deformation = / \/ gl(,on)l,q'l’qm’ dt,
t1
to
Lange nach Deformation = / vV grme ¥ g™ dt (1.5)
t1

wobei: . _ ‘
0) d¢’ O’

gl’m’ = I m! (16)
= 94" 9q
o¢ oq"
/m/ — _/_/ y . 1.7

Das Transformationsverhalten (1.7) ist das der kovarianten Komponenten ei-
nes Tensors 2. Stufe. ‘Kovarianz’ meint dabei analoges Transformationsverhal-

ten zu demjenigen der Tangentialvektoren:”
g
oq7’ Oa*
T S %tk. (1.8)
" 1
g7’
Mit (1.4) und (1.7) folgt daraus
9k = tj/ : tkl . (19)
Das Transformationsverhalten der durch
» ; 1 firyg==~k
J. e J =
t) -t =0, { 0 sonst (1.10)

Version vom 26. Marz 2009

"Eigentlich miite man von Tensor- und Vektor-Feldern sprechen. Man beachte, daB
(¢',...,¢" ) und (¢',...,¢") einunddesselben Koérperpunkt (im verzerrten Zustand) kennzeichnen,
t; und t; jedoch unterschiedliche Vektoren (da zu unterschiedlichen Koordinatenlinien tangential).
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und bzgl. der gestrichenen Koordinaten entsprechend, d.h. durch

i’ i’ 1 firj/ =k
it =80 = ‘
bt =0 { 0 sonst , (1.11)
definierten reziproken Basis®
g’
t/ = : , J=1....n (1.12)
¢
g™
ist im Vergleich dazu kontravariant:’
. 0¢
t/ = " 1.13
o (113)
Demgeméf ist das Transformationsverhalten der
ik def k . aqj aqk
gk it i 1.14
g z_; o 94 (1.14)
das der kontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe:
o 0¢h o
vmt _ ST gk (1.15)
d¢7 dqF
Unabhéngig von (1.14) lassen sich diese Komponenten durch
7' = 6, (1.16)

charakterisieren, woraus man auch erkennt, da8 &;, die gemischten' Komponenten
eines Tensors 2. Stufe sind.

Beweis von (1.16):

Zﬁj 0¢’ d¢' d¢° d¢° Z " o7 _
_9q" dq" dq' gk Oqk Oq™ O N
———

7,5=1

_9q°
T
=58

Version vom 26. Marz 2009

o¢ 0t O ;

8Man beachte (1.2) und a—(ﬂa—qk = c’)iqk =0y
o 8¢l Og"

9

Wegen —— o a—qka—ql,

0Gemeint ist unterschiedliches Transformationsverhalten hinsichtlich der Indizes; hier kontra-
variant bzgl. des oberen und kovariant bzgl. des unteren Index.
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Die Komponenten des metrischen Tensors lassen sich dazu benutzen, die kon-
travarianten Komponenten A7 eines Vektors A = A’ t; = A, t’ in seine kovarianten
Komponenten A; iiberzufithren und umgekehrt:*!

Aj = gjkAk s Aj = gjkAk (117)

Entsprechende Formeln gelten fiir gemischte Komponenten von Tensoren hoherer
Stufe.

Von nun ab sei auch ¢!, ..., ¢" ein beliebiges Koordinatensysteme. Man sieht
leicht, da8 dann die Formeln (1.7), (1.15), (1.16) und (1.17) immer noch gelten.

Riaumlich konstante Vektorfelder

Seien A; die kovarianten Komponenten eines Vektorfeldes bzgl. des Koordinaten-
systems ¢!, ..., ¢". Zunichst sollen die partiellen Ableitungen dieser Komponenten
nach den ¢* mit den entsprechenden Ausdriicken bzgl. des zunéchst fest gewéhlten
Koordinatensystems ¢*', ..., ¢" verglichen werden:

9 o [0g"
A = — (24,
gk dq* <0qﬂ l)

oq" 0 9 0q"
= i—kAl/‘i‘( a )Al’

dq’ dq dqk dgi
_ e o (o o o
 O¢F OgF Ogm g dq" dgk O¢7

Mit den sog. CHRISTOFFEL-Symbolen
m det Og™ 0 04"

%= o o o (1.18)
bzgl. des Koordinatensystems ¢, ..., ¢" gilt also
Voo
aik i = gzj %qqk aqam, A + T AR (1.19)
Die zugehorige kovariante Ableitung
VA & a%Aj ~ I A, (1.20)

hat dementsprechend Tensor-Charakter:!'?
oq*

Vi= og7

Vi
Version vom 26. Miarz 2009
HDie ¢’ selbst sind i.a. natiirlich keine Vektor-Komponenten!
12Die Addition einer entsprechenden Tensor-Grofe zu den CHRISTOFFEL-Symbolen — die selbst
nicht Tensor-Komponenten sind (vgl. (1.41)) — wiirde daran offensichtlich nichts dndern (allge-
meinere Konnexionen).
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Falls die Koordinaten ¢, ...,¢" karthesisch sind, (etwa ¢* = ¢*) verschwinden
die partiellen Ableitungen der kovarianten Komponenten A; eines konstanten, d.h.
gegeniiber Parallelverschiebung invarianten, Vektorfeldes bzgl. dieser Koor-
dinaten. Nach (1.19) ist letzteres gleichbedeutend mit dem Verschwinden der ko-
varianten Ableitung (1.20). Die kovariante Ableitung kann also als ein MafB fiir die
‘wirkliche” Ortsabhéngigkeit des Vektorfeldes angesehen werden.

Natiirlich hangt die Definition der CHRISTOFFEL-Symbole i.a. von der speziellen
Wahl der Koordinaten ¢*', . . ., ¢ ab,'® obwohl ihre Differenz stets Tensor-Charakter
hat. Jedoch ist das Verschwinden der kovarianten Ableitung nur dann charakte-
ristisch fiir ‘Konstanz’ des Vektorfeldes wenn die ¢V, ..., ¢" tatsichlich karthesisch
sind. In diesem Falle ist keine genauere Spezifizierung notwendig. Bereits aus den

Beziehungen'*
_ 1 fir j/ =F 0 _
9w (q) = { 0 sonst ) WQ;’%/(Q) =0 (1.21)
folgt dann nimlich'® an der Stelle ¢ = 7:
. 1
gk 1] = B (Gjks + Gk — Giik)
) (1.22)
bzw. I7, = 3 9" (gika + Giwg — Gitk) -
Beweis: Aus (1.21) folgt zunéchst
d d 9g™ dq"

o™ i1y ogd og agF ™™

_ (o200 or 0 or
(1.21) d¢7 0qt d¢k ~ Oq* O¢' O¢?

r=1/
und somit ,
1 N VG
3 (gjk0 + Gik,j — Gjtk) = Z ¢ g g1
=1/
wobei:
def O
9ikl = 67qlgjk
Mit / /
aq” B ¢!
o¢F (121, 07!
_ o
(.7 OgF oq” ag" ™
oq™
= A 7 9mk
oqr

Version vom 26. Mirz 2009
137 B. sind sie ja fiir ¢/’ = ¢/ stets Null.
14Tm Falle %gj/k/ (7) = 0 nennt man die (lokalen) Koordinaten ¢'', ..., ¢" einer RIEMANNschen

Mannigfaltigkeit an der Stelle § geoddtisch. Die kovariante Ableitung ist dann also der kovariante
Ausdruck, der fiir geoditische Koordinaten wegen (1.22) in die partielle Ableitung iibergeht.
15Man beachte, daf die rechte Seite von (1.22) symmetrisch in den Indizes j, [ ist.
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folgt daraus schliefilich (1.22). g

Man definiert daher die CHRISTOFFEL-Symbole gewohnlich durch (1.22) (statt durch
(1.18)). Dann gilt offensichtlich

m m

gl = L
Die (1.20) entspr. kovariante Ableitung der kontravarianten Komponenten A’
eines Vektors definiert man im Einklang mit dem allgemeinen Tensor-Formalismus

durch ' ’
Vidl € gt A

woraus mit (1.22)

VAl = a%kAj + T Al (1.23)

folgt. 10
Beweis von (1.23):

VkAj (1223) gjl VkAl

Y
= A - T A,
az0 7 <8q’“l ”“ )

9 ,
g’ 5 (ginA™) — ' TR g A™

(137)
_ O it g g AT — g L (g Gt — grin) A7
Prod -E. PG g Jink g 5 Jin,k T+ Gkn,l — Jlkn
1.16y,(1.22)
= iz‘lj-kgjll(gl k+ Gikn — Gknyt) A"
8qk 9 n, n n,
a j il m n
(132) quAJ + 9" g ) A
o . .
= — AT+ T, A",
(1.16) agE e I

Seien nun eine Kurve C = {q(t) = ¢'(t),...,q"(t);t € [t1,12]} und ein Vektor
AJ(q(t1)) t;(q(t1)) im Anfangspunkt ¢(¢;) von C vorgegeben. Dann ldsst sich dieser
Vektor natiirlich zu einem konstanten Vektorfeld A7(¢) t;(g) iiber R™ fortsetzen. Da
die kovariante Ableitung — insbesondere also ¢* VA7 lings der Kurve — verschwin-
det, muf} die konstante Vektorschar

AW 6500 ey 0y - A ()
dann geméB (1.23) dem Differentialgleichungssystem
A1) Aldh =0 (1.24)

Version vom 26. Marz 2009

def

16Wenn man also (konsistent) VxA = (X7 V;A*) t; definiert, dann gilt: Vi, t), = Fﬁmtl .
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geniigen, das diese Schar bei vorgegebenem Anfangswert bereits eindeutig charak-
terisiert.

Die Verallgemeinerung der kovarianten Ableitung auf Tensoren héherer Stufe ist
offensichtlich; z.B.:'"

(S) e a
VT, ST, - Ty T+ TLT T T (1.25)

l
1 aqk km kj—rm

k m;j

1.1.3 Untermannigfaltigkeiten
Geoditen und Parallelverschiebung

Sei wieder wie in Abschnitt 1.1 ein Kérper mit eingeschriebenen Koordinaten ¢,

..,q" gegeben, die im unverzerrten Zustand karthesisch sind. Dann liegen die
Kérperpunkte P mit ¢" = 0 im unverzerrten Zustand in einer (Hyper-) Ebene, die
durch Verzerrung des Korpers in eine gekriimmte (Hyper-) Fliche M iibergeht.'®
Die fiir diese Flache charakterisitischen Formeln ergeben sich nun aus den bisherigen
einfach durch folgende Einschriankung:

Fiir die Indizes j, k, ... resp. j/, k' ... sind jetzt — insbesondere bei der
EINSTEINschen Summationskonvention — nur die Werte 1,...,n—1 resp.
1,...,(n—1) zu verwenden.

Es sollen nun zunéchst die Geoddten von M bestimmt werden, d.h. die Linien in
M., deren (hinreichend kurze) Teilstrecken jeweils die kiirzeste, ganz in M verlau-
fende, Verbindung zwischen Anfangs- und Endpunkt darstellen.

Wenn ¢'(t),...,q" *(¢) eine (zeitlich begrenzte) Bahnbewegung ist, die ganz auf
einer Geodéaten verlauft, so muf sie also dem (lokalen) Variationsprinzip

t2
5/ C(g' (0 ) dt = 05 £(a% ) g (gt )
t1

geniigen, wobei bei Variation die Orte fiir die Zeitpunkte t; und ¢, beizubehal-
ten sind. Fiir konstante Bahngeschwindigkeit'’ ergeben sich dazu die EULER-
LAGRANGE-Gleichungen

"+ T d¢ =0 (1.26)

Version vom 26. Mirz 2009
1"Damit gilt z.B. die Produktregel V;AxB!C,,, = (V;4;)B'Cy, + Ax(V,;B*)C,, + ApB'V;Cyy .
18Oftmals ist es eine verniinftige Idealisierung, sich den Korper nur aus solchen Punkten zusam-

mengesetzt zu denken (Membranen).
9Es ist klar, daB fttf \/9ik ¢?¢* dt nur von den Geometrie der Bahnkurve, nicht jedoch von der

Bahngeschwindigkeit, abhéngt.
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Beweis:?’
) d o 0
0 = 2ﬁ — L — L
qu(wa& e )
= a(gjk @ + g d) — g dd (wegen &\ /g 474" = 0)
= (kg + 9wk — gjrk) 4+ 2955 ¢
122 (s Ty @4 + )

Nach (1.16) ist das dquivalent zu (1.26). g

Seien A' ..., A" die kontravarianten Komponenten (bzgl. ¢*,...,¢"" ') eines
zu M tangentialen Vektors A(q(¢1)) an der Stelle ¢(¢;) und sei

C={qt) = (¢"(t), ....," (1)) : t €[t 1]}

eine (hinreichend gutartige) Kurve in M. Es liegt nun nahe, die zu M tangentia-
le Parallelverschiebung A'(t),..., A" 1(t) von A(q(t;)) lings C als Losung des
Gleichungssystems (1.42) zum gegebenen Anfangswert A(q(¢;)) im Sinne o.a. Ein-
schrinkung zu definieren.?! Diese Definition ist in folgendem Sinne optimal:

Falls C der Gleichung (1.26) gentigt, also auf einer Geodéten (von M) liegt, sieht
man unmittelbar, da§ A'(¢) = ¢*(¢),..., A" *(t) = ¢"~'(¢) eine Losung des (entspr.
zu lesenden) Gleichungssystems (1.24) ist. Mit anderen Worten:

Die normierten Tangentenvektoren einer Geodéten C gehen durch Par-
allelverschiebung lings C auseinander hervor.??

In diesem Sinne sind also die Geoditen die ‘geradesten’ Linien innerhalb M. Auch
erkennt man aus (1.22) leicht

(124) = S (POADg(a(t)) =0,

Beweis: Aus

1
(1:22) 5 (gjn,l + Gin,; — gjl,n)

Gmn L]

und .
A"+ T AV =

it q(1.24)

Version vom 26. Méarz 2009

20Wir teilen stets durch , [ die partielle und durch ;I die Kovariante Ableitung nach ¢! mit.

21Diese Losung existiert und ist eindeutig. Daher sind Geodiiten, deren normierte Tangenten ja
durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen (s.u.), durch ihre Richtung in einem Punkt
bereits eindeutig festgelegt.

2ZDamit ist offensichtlich, da Parallelverschiebung bzgl. M i.a. keine Parallelverschiebung bzgl.
R™ D M ist.
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folgt
(gmn AmAn) = ql 9ijn,l AJA" + 2 Imn AmAn
———

= —(gjni + Gikn — Gjin) ATA™ ¢

=0

Also:
Bei Parallelverschiebung bleibt die Linge eines Vektors erhalten.?
Auflerdem folgt aus der Linearitit des Gleichungssystems unmittelbar:

Bei Parallelverschiebung ldngs der gleichen Kurve bleiben die linearen
Beziehungen zwischen den Vektoren erhalten.?*

Insbesondere bleibt also die Neigung zur Kurventangenten bei Parallelverschiebung
lings einer Geodéten erhalten.

Wegabhingigkeit der Parallelverschiebung

Natiirlich mufl man im allgemeinen damit rechnen, daf§ der zu M tangentiale Par-
alleltransport vom Verschiebungsweg abhéngt. Das soll nun eingehender untersucht
werden.

Sei zundchst angenommen, der Paralleltransport sei innerhalb einer Umgebung
O C M des Punktes ¢ = (¢*,...,¢q"') wegunabhingig. Dann it sich offen-
bar jeder an dieser Stelle vorgegebene Satz linear unabhéngiger Tangentenvektoren
{Ay = (A (@) t;(7), & =1,...,(n—1)'} zu einem Satz an jeder Stelle in O li-
near unabhéngiger Vektorfelder (A,/)7(q) t;(q) fortsetzen, die innerhalb O konstant
in dem Sinne sind, daf} Thre kovarianten Ableitungen (bzgl. M) dort verschwinden.

Dann ist zu vermuten, daff die CHRISTOFFEL-Symbole in Koordinaten ¢® ver-

schwinden, die die (A1/)?, ..., (Ay_1y)’ als Tangentenvektoren haben, also den Be-
dingungen ‘
o~ (A0 (1.27)
aqa/ - (e% q .
geniigen. Solche Koordinaten wéren mit
(A%),(q) (Aar)(g) = 6" (1.28)
Version vom 26. Marz 2009
ZMan kann auch umgekehrt zeigen (siehe z.B. (Goenner, 1996, Abschn. 8.4.2)), daf (1.22) unter

der Symmetrievoraussetzung I} = I'7} aus (1.24) und Erhaltung der Vektorlinge bei Parallelver-
schiebung folgt. Ohne diese Voraussetzung (man spricht dann von Torsion ) charakterisiert (1.26)
dann zwar immer noch die Kurven, die man als zu sich selbst parallel bezeichnet, i.a. jedoch
nicht mehr die Geodéten!

24Daher sagt man auch, da8 durch die CHRISTOFFEL-Symbole (bzgl. (¢*,...,¢" 1)) eine lineare
Konnexion (zwischen Vektoren an unterschiedlichen Stellen von M) gegeben sei.
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durch
/ def 1 o j
¢* = | (A");(q)dq (1.29)
q
gegeben, wobei ¢ einen willkiirlich gew#hlten Bezugspunkt aus O bezeichnet.
Anmerkung: Die A bilden die zu den A, reziproke Basis und es gilt
(A%); = ¢ g (Ag)" .
Beweis: Aus (1.28) folgt
((A);(40) ) (Aa)* = (Ag)*
und daraus aufgrund der Unabhéngigkeit der A,
(A%);(4p) =03,
also die behauptete Reziprozitit.

DaB (1.28) mit (A%"); = g% % g;x(Ap)F tatsiichlich erfiillt ist, erkennt man gemsf

k

B o (A (Aa)k = 8., 04 99"
9% 7 g1(Ag)" (Apr) 127 97 Gik g5 g

= gklgjl

J

Wir wollen deshalb zunéchst zeigen, dafl die Definitionen (1.29) erlaubt, die an-
gegebenen Integrationen also von der Wahl des Weges von ¢ nach ¢ unabhéngig
sind.

Dazu beachten wir, dafl aus der ‘Konstanz’ der Vektorfelder A, nach (1.23) und
(1.28)

F&@z—%ﬂd@%ﬂ%ww
und somit nach (1.28)
T (q) = +(Aaf)j(q)a%€(A“’)m(q) VgeO. (1.30)

folgt. Aufgrund der Symmetrie der CHRISTOFFEL-Symbole in den unteren Indizes
folgt daraus
(47 (0) (A (0) — (A 0(0)) =0
gk dgm ’
und damit

d.h. die notwendige Rotationsfreiheit.?” Die Definitionen (1.29) sind also erlaubt und
aus ihnen folgt

g~ o
G = (A4, (a). (1.31)

Version vom 26. Marz 2009

25Vgl. Fufinote 29.
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Bildet man hier beiden Seiten die inverse Matrix, so ergibt sich tatséchlich (1.27)
und daraus mit (1.31) fiir die CHRISTOFFEL-Symbole (1.30) schliefllich:

J o
I (q) = ai/iaL,
" 0q Oq* Oqg™
Daraus erkennt man, das die CHRISTOFFEL-Symbole in den ¢*-Koordinaten ver-
schwinden. Umgekehrt ist es offensichtlich, dafl der Paralleltransport in O wegun-

abhéngig ist, wenn dort ein Koordinatensystem existiert, in dem die CHRISTOFFEL-
Symbole verschwinden.?® Wir schen also:

Der Paralleltransport ist genau dann in der Umgebung eine Punktes we-
gunabhéngig, wenn fiir eine Umgebung dieses Punktes ein Koordinaten-
system existiert, bzgl. dessen die CHRISTOFFEL-Symbole verschwinden.

Das Verschwinden der CHRISTOFFEL-Symbole in einem Koordinatensystems aber
gleichbedeutend mit der Konstanz der Komponenten des metrischen Tensors?’ bzgl.
dieses Koordinatensystems.

Beweis: Gemif (1.22) folgen aus dem der Verschwinden der CHRISTOFFEL-Symbole
die Gleichungen

Gind + 9ing — Gitm =0, Gjin + Gntj — Gjng = 0.
Indem man beide addiert erhélt man
Gin,; =0
(wegen gni = gup)- |

Kriimmungstensor

Wir wollen nun zeigen, da§ (in O) genau dann ein Koordinatensystem existiert,
in dem die CHRISTOFFEL-Symbole verschwinden, wenn (in O) der RIEMANNsche
Kriimmungstensor®

1 def iy
R = (Do

— Tl ,) + (Ch I —TLIr ) (1.32)

rj- mk

von M verschwindet.

Zunichst ist klar, dafl im Falle der Wegunabhingigkeit der Parallelverschie-
bung — also im Falle der (lokalen) Existenz unabhéngiger konstanter Vektorfelder
(A)h ... (Ay) — der Kriimmungstensor verschwindet.

Version vom 26. Marz 2009
26In solchen Koordinaten ist Parallelverschiebung ja mit Konstanz der Vektorkomponenten
gleichbedeutend.

?"Die Konstanz der Komponenten des metrischen Tensors bedeutet jedoch nicht, dai die Un-
termannigfaltigkeit lokal ungekriimmt im naiven Sinne ist. O kénnte durchaus Teil einer Zylinder-
oder Kegel-Oberflache sein.

28Bzgl. des Tensorcharakters siehe (1.46).
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Beweis: Durch wiederholte Ausnutzung des Verschwindens der kovarianten Ablei-
tung der (A,/)! ergibt sich

0 0
0 = — (V. (A)Y) — = At
507 (V(40)!) = 505 (VilAar))
0 0
— - Fl ) Aa’ m —_ Fl Aa’ m
_ 1 ,
Procilktr. mkj (Aa )
Aufgrund der Regularitiit der Matrix der (A,/)™ folgt daraus R’ ,. =0. |

Den genauen Zusammenhang zwischen RIEMANNschem Kriimmungstensor und
Parallelverschiebung ldngs geschlossener Kurven liefert das folgende

Lemma 1.1.1

Gegeben: (i) offene Teilmenge O von M
(i) Koordinatensystem ¢*,...,q" ' von O
(iii)  hinreichend gutartige Abbildung
q: [0,1] x[0,1] — O
(s,t) — qls;t

) = (q'(s,1), -, 0" (s, 1))
(iv)  Vektor A an der Stelle G = q(O, 0)

Behauptung:
SUPee(0,1) |(Al Al) - %ngm(‘j)f‘ijfekﬂ
<oofu7“l:1,...,n—1,
wobei:
o Bild unter q des mathematisch positiv
‘ orientierten Randes von [0, €] x [0, €]
A, o Parallelverschiebung von A lings C.

m € 1 — m m —m
folm & 5/ ("= ") dg™ — (¢™ — q™) dq")
Ce
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Beweis:? Sei {q.(t); t € [0,4¢]} jeweils die natiirliche Parametrisierung von C, mit-
hilfe der Weglinge ldngs des mathematisch positiv orientierten Randes von [0, €] x [0, €]
und {Ac(t)},c,, die zugehdrige Schar lings C. parallelverschobener Vektoren mit
A (0) = A. Dann ist also A.(t) Losung des Differentialgleichungssystems (1.24),
waraus man mithilfe des PICARD-LINDELOF-Verfahrens (siehe z.B. Abschn. 5.1.3 von
(Liicke, ein)) erkennt, dafl

sup e ! ’AZ (t) — Aj(0)| < 00

€

ec(0,1)
t € (0,4e)
und somit
t . . _
sup € ° / Iy, (qe(t) ARt gL(t") dt' = T7, () A" (¢L(t) — ¢')| < o0
ec(0,1) 0
t € (0,4e)

gilt. Mit (1.24) folgt daraus
sup €2 ‘Ae(t)j — AV T, () A (gF(t) - (jk)‘ < 00.
e€ (0,1)
t € (0,4e)

und somit, wiederum nach (1.24),

up (2~ 4 + [ Tt (A - D@4 - ) dqm]
ec(0,1 €
= ap |- [ 1@ (407 @) = A+ T @A 0 — ) dqm‘
ec (0, €
< 0.
Mit30
sup / Il () (& —T7 @A (¢ — ) dg™
e€(0,1) Ce
= (P =TT, A [ (@ =)
q=q Ce
< 0
und

Aé(qqu)dqmée(qqu)dqm;/Ced((qqu)(qmqm)) :fﬁkm

folgt daraus die Behauptung. g

Version vom 26. Marz 2009
29Djeser Beweis entspricht einer Anpassung der Argumentation

(Bim.k () — Bem(2)) fF™

DN =

/ B (g)dg™ ~ / (Bun(@) + B (@)(d" — ¢)) dg™ =
Ce Ce

zur Infinitesimalversion des STOKESschen Satzes auf den Fall
Bu(q) =T%,,(0)A7(q), A'(q) nur auf C \ {g} definiert

(vel. (Einstein, 1956, S.49).)

23
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Bereits aus Lemma 1.1.1 148t sich der Tensor-Charakter von (1.32) ablesen. Be-
quemer ist dafiir aber die Gleichung?!

[V, Vi] A" = R A™ (1.33)

die sich einfach nachrechnen 1aft.

Beweis von (1.33): Fiir (hinreichend gutartige) Vektorfelder A gilt

Al = (AT, Am)j
= Al,k,l + Fink,j A™ 4T, A™ L+ Flmj A™ o+ Fi“j e A™
= (Fﬁnk’j +T; I‘:nk) A™ 4 (j-k-symmetrischer Ausdruck) .
Die Behauptung folgt damit direkt aus der Definition des Kriimmungstensors. |

Aus Lemma 1.1.1 ergibt sich nun aber der folgende

Satz 1.1.2  Die Parallelverschiebung ist innerhalb einer gegebenen offenen Teil-
menge O von M genau dann Wegunabhdngig, wenn dort der RIEMANNsche Kriim-
mungstensor verschwindet.

Beweisskizze: Man zerlege einen Weg vom Typ C; aus Lemma 1.1.1 folgendermafien
in kleinere Wegschleifen vom Typ C,

Der Fehler, den man bei Ersetzung der Parallelverschiebung ldngs einer Teilrandmen-
ge durch Parallelverschiebung ldngs der komplementéiren Teilrandmenge begeht, ist
fiir Wege vom Typ C, nach Lemma von der GréBenordnung €2, sofern der Kriimmungs-
tensor verschwindet. Um fiir den Weg vom Typ C; von der Parallelverschiebung lings
einer Teilrandmenge zur Parallelverschiebung langs der komplementéren Teilrand-
menge {iberzugehen bendtigt man aber nur eine Anzahl solcher Ersetzungen fiir Wege
vom Typ C, von der GréSenordnung €2. Fiir € — 0 erkennt man daraus, daf8 das Ver-
schwinden des Kriimmungstensors die Wegunabhéngigkeit der Parallelverschiebung
impliziert. Die Umkehrung war bereits zu (1.32) angemerkt. 1

Version vom 26. Marz 2009

30Man beachte, dafl fCe dg™ = 0.
31Im Falle 7, # I} ist auf der rechten Seite noch (F;’}C - I‘Z’;) Al zu addieren.




1.2. PSEUDO-RIEMANNSCHE MANNIGFALTIGKEITEN 25

1.2 Pseudo-RIEMANNsche Mannigfaltigkeiten

1.2.1 Ubertragung differentialgeometrischer Konzepte

Im kiimmungsfreien, n-dimensionalen, lokal euklidischen Raum existiert stets ein
lokales Koordinatensystem ¢!, ..., ¢", dessen Tangentenvektoren an jeder Stelle eine
Orthonormalbasis des zugehorigen Tangentenvektorraumes bilden, wobei sich diese
Basen auseinander durch wegunabhingige Parallelverschiebung ergeben.*? Die zu-
gehorigen kovarianten Komponenten des metrischen Tensors sind dementsprechend

1 fiir j =k
g5:(4) :{ 0 ot Vq (1.34)

Fiir Untermannigfaltigkeiten ist das i.a. nicht mehr der Fall, was uns auf die Be-
griffsbildungen von Abschnitt 1.1.3 fiihrte.

Von der Speziellen Relativitédtstheorie ist uns bekannt, dal man sie am zweckmés-
sigsten in einem kiimmungsfreien, 4-dimensionalen, pseudo-euklidischen Raum-
Zeit-Kontinuum beschreibt. Die ausgezeichneten Koordinatensysteme ¢°, . . ., ¢ sind
dann diejenigen, deren Tangentenvektoren LORENTZ-Basen sind, d.h. orthonormal
bzgl. der indefiniten MINKOWSKI-Metrik:

0
€{1,2,3} Vg (1.35)

Es liegt also nahe, Untermannigfaltigkeiten (hoherdimensionaler) pseudo-euklidi-
scher Rdume zu untersuchen. Das fiihrt uns auf die Theorie pseudo-RIEMANNscher
Mannigfaltigkeiten, d.h. differenzierbarer Mannigfaltigkeiten mit einem me-

trischen Tensor g, dessen zugeordnete (g-abhéngige) Bilinearform g(A, B) &f JapA*BP
nicht entartet,* aber indefinit ist.

Erlauterung: Differenzierbarkeit meint, dafl ein maximales System lokaler Koor-
dinatisierungen ausgezeichnet ist, fiir das alle zugehorigen Koordinatentransforma-
tionen beliebig differenzierbar sind (siehe z.B. Anhang A.1 von (Liicke, mech)).

Fast alle Uberlegungen von Abschnitt 1.1.3 lassen sich sinngemé8 iibertragen:

Hoch und tief gestellte Tensor-Indizes sind bei Koordinatenwechsel entspre-
chend zu transformieren, also z.B

T, ' g~ 0q° aiT ¥

o' aqa aqg aq~/ af ( )

Version vom 26. Marz 2009
32Daher werden diese Basen oft stillschweigend identifiziert. Am Beispiel der Zylinderoberflache
kann man aber deutlich sehen, daf dies eigentlich nicht ganz gerechtfertigt ist.
33 Nicht entartet heifit fiir endlichdimensionale Vektorriume: B(A,B) =0VA = B =0.
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Die Indizes lassen sich im Sinne von (1.17) herauf und (oder) herunter ziehen, wie
z.B. in

To5" = 9opg™'T", (1.37)
wobei die g7 geméafl (1.16) festgelegt sind:
1 fira=p
ap o
9" 95 = 05 = { 0 sonst (1.38)

Die CHRISTOFFEL-Symbole werden wie in (1.22) durch

L1
9arl'ss = 5 (9pv.6 + 9sv.8 — 9B6.~) (1.39)

definiert und entsprechend (1.25) zur Definition der kovarianten Ableitung be-
nutzt:

§  def § def 0 ) € € € 0
T, s = Vel :8_T —FﬂT +T1° 51, — TosTl . (1.40)
Dabei 148t sich die kovariante Ableitung auch hier mit Herauf- oder Herunterziehen
von Indizes entsprechend (1.37) vertauschen.
Die CHRISTOFFEL-Symbole transformieren sich geméafl

W 0¢¥ 0¢° 0, 0¢* O Og*
By g dg® o' By I g% Oq’

(1.41)

und daraus folgt, daf (1.40) tatséchlich Tensor-Charakter hat.

Beweis von (1.41): Definitionsgeméif gilt

205 = 9" " (9w v + Gy 3 — 937y )
und somit

2F”‘,Y

ool 8(16 aq“ 8q’Y
=g 9g7 dgi” 8q“f (Qﬁqurgwﬁ gﬂ%u)

94 9¢° 0g"
0q™ 0q” Oq"' g

ot (o0 (00700 0 (0 dgtN 0 (94° og
g gﬁ,u aq,y/ aqﬁ/ 8(]*‘/ g'y,u aqﬁ/ aq,y/ 8qu/ gﬁ'y 8(]*" 8(]6/ aq,y/ .

Mit

ap

o (9¢° 9"\ o 8 og- . o 8 9¢°
gﬁ,u aq,.y/ 6qﬁ/ 8(]‘“’1 g,@ Y 8q# 8q,y aqu g)\’,u/ 8qﬂ 8q,y/ 8qﬂ/
und den entsprechenden Gleichungen fiir die anderen Index-Kombinationen folgt dar-

aus aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen das angegebene Trans-
formationsverhalten der CHRISTOFFEL-Symbole.
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Um daraus den Tensor-Charakter der kovarianten Ableitung zu erkennen, geniigt die
Untersuchung von V, A” :

VAN = AN T, A
o N oY 9 g ,
= A r AT | | A
3 (a By ) + aq}\ 8(]'“/ 6ql,/ % aqu aq)\ 8q/‘/ aqw
_/_/ ’
/ / da> Ot /

I\ dq* Y AL pA g > . 0>
<6lt/aq)\> A + (9 YN A aq)‘ (9(1“ v aq /au 3(]
- %,_/

’ A Iz
o P o™ 4 8617)\%/ A/\u
9q” " D dg* g~ >
B o) dgh
N Og> Ogt’ i ’ ]

Eine der Kurve C = {q(t) = ¢'(¢),...,q"(t);t € [t1,ts]} zugeordnete Vektorschar
{A()}iepr, 1) Wird als konstant bezeichnet, wenn sie dem Gleichungssystem

A* 4T, A% = (1.42)

geniigt. Fiir solche Scharen gilt wieder

d

5 (aala) 4" A1) = 0. (143)

was gemé$ (1.42) zu
Vu Jap = 0 (144)

aquivalent ist.

Beweis: Fiir Losungen A der Geoditengleichung gilt

d . . .
e (gag AaAﬁ) = Jas AYAP — Jap sz AP g¥ AP — Jap AY F;ﬁw AH g
=9ag,v ¢”
= GaB;v AQAB qu

Da A und ¢ an einer vorgegebenen Stelle beliebig gew#hlt werden kénnen. folgt daraus
die Behauptung. |

Man bezeichnet B(q(t2)) als Resultat der Parallelverschiebung von A(q(t1))
lings C, wenn eine auf C konstante Schar {A%({)},, ., existiert mit A(t) =
Alq(tr)) und A(ts) = Blq(t)).

Auch fiir pseudo-RIEMANNsche Mannigfaltigkeiten gilt Lemma 1.1.1 entspre-
chend mit dem Riemannschen Kriimmungstensor

Ry S (T = Tonp) + (0,05 = Thal%) - (1.45)

ay
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dessen Verschwinden in der Umgebung eine Punktes notwendig und hinreichend
dafiir ist, dafl der Paralleltransport in dieser Umgebung wegunabhéngig ist. Letzteres
garantiert wiederum, dafl fiir eine Umgebung des Punktes ein Koordinatensystem
q', ..., q" existiert, bzgl. dessen die CHRISTOFFEL-Symbole verschwinden und somit

die g5 konstant sind.
Auch die Gleichung
Va, VAT = R g A" (1.46)

folgt im pseudo-RIEMANNschen Fall genau so wie im RIEMANNschen.
Fiir die Definition der Geodéten legt man jetzt allerdings besser das Variations-

prinzip

i [ " genla(®) OB dt = 0

1

zugrunde, das wiederum auf die Geoddtengleichung
i +T1%,4°¢ =0 (1.47)
fiir affine®* Parametrisierung fiihrt.

Beweis: Die entsprechenden EULER-LAGRANGE-Gleichungen sind

d . .
—(29084") — Gar,34* 4" =0,
dt

also
29as > +2 Jap,y q*q" — Jary,B ¢ =0. (*)

Das ist dquivalent zu

0 = 29a54" + (9apr + grp.0 = Gar,5) 4* 4

=2gs5 ¢,
2gas (@ 4T84 d) |

also zur Geodéitengleichung fiir affine Parametrisierung. Die Affinitét der Parametri-
sierung folgt auch aus (*) durch Kontraktion mit ¢ :
0 = 2d9a5 G ¢° + gop. 4 4° ¢
= 5 Qsd®d’) .y

Version vom 26. Marz 2009
3Eine Kurve {q(t)}, heift affin parametrisiert, wenn (1.43) fiir A(t) = ¢(t) gilt (was fiir
Nullgeoditen allerdings nichts besagt).
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1.2.2 Die Geoditenhypothese

Ein Massenpunkt, der auf eine gekriimmte Fliche im R3 gebunden ist, dabei dem
D’ALEMBERTschen Prinzip geniigt und keinen dufleren Kréften ausgesetzt ist, be-
wegt sich bekanntlich auf Geodéten dieser Fldche (siehe z.B. Abschnitt 3.1.1.1 von
(Liicke, mech)). Man hat damit die wirkenden Kréfte (reine Zwangskrdifte) ‘weit-
gehend’ auf die Geometrie des Konfigurationsraumes (gekriimmte Fliche) zuriick-
gefiihrt. Nur ‘weitgehend’ deshalb, weil der Betrag der Bahngeschwindigkeit auf den
Geodéaten noch nicht festgelegt ist. EINSTEIN’s Idee war es, die Gravitationskrafte
als eine Art ‘Vierer-Zwangskrifte’ aufzufassen, die sich ‘vollstindig™® auf die Geo-
metrie der als gekriimmt anzusehenden Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit zuriickfiihren
lassen.

Das sollte deshalb moglich sein, weil die Bewegungsablaufe von Test-Massen-
punkten®® im Gravitationsfeld erfahrungsgemifl von der trigen Masse unabhiingig
sind (Aquivalenzprinzip), wenn sie keinen weiteren dufleren Kréften ausgesetzt
sind.

Es gilt also, jeweils eine 4-dimensionale, pseudo-RIEMANNsche Mannigfaltigkeit
zu finden, fiir die die Bewegungsablédufe von Test-Massenpunkten im gegebenen Gra-
vitationsfeld (zeitartigen) Geodéaten entsprechen.

Als am Punkt q geoditische Koordinaten®” bezeichnet man solche Koordi-
naten, bzgl. derer die CHRISTOFFEL-Symbole (1.39) an der Stelle ¢ verschwinden.
Da sich die CHRISTOFFEL-Symbole nicht wie Tensor-Komponenten transformieren,
sondern geméB (1.41), sieht man leicht, daff zu jedem Punkt g tatséchlich geodétische
Koordinaten existieren.

Beweis: Fiir hinreichend kleine qO/ =4%..., q?’, = @ ist die Transformation

’

. 7\ def _ . 1 B A
" —aq"(q" 0 0") = 0 - TG, (@)

umkehrbar, soda die ¢ als Koordinaten einer Umgebung von ¢ angesehen werden
kénnen. Mit
(5),., =% (50)
G0 o o B8
94 la=o0 9q lo=a
Version vom 26. Méarz 2009

35Vollstindig’ in dem Sinne, daf unterschiedliche Parametrisierungen der Bahnkurven ( Welt-
linien) im 4-dim. Raum-Zeit-Kontinuum nicht mehr physikalisch unterschiedlichen Bewegungs-
abldufen entsprechen.

36 Test-Massenpunkte zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus:

e Thre Masse ist so klein, daf} sie keinen wesentlichen Einflul auf die felderzeugenden Massen
hat.

e Sie fiillen ein Gebiet aus, dessen Ausdehnung so gering ist, daf} sich darin das Gravitations-
feld nicht wesentlich &ndert.

e Man interessiert sich lediglich fiir die Bewegung ihres Schwerpunktes (Ort des Mas-
sen‘punktes’).

37Vgl. FuBinote 14.
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und

9 [0q* o /o
o (o), =T

folgt dann die Behauptung. 1
Nach (1.44), (1.40) und (1.39) gilt
'@ =0 Yuv,A\ <= Gup~(@) =0 Va,B,7. (1.48)

Daher existieren zu jedem Weltpunkt g lokale Koordinaten ¢, ..., ¢>, die den Be-
dingungen

1 fird =0

0 sonst

0 B _
e @ =0, (0] = {

geniigen (Beweis als Ubungsaufgabe E1). Da die Metrik diejenigen Raum-Zeit-
Absténde beschreiben soll, die sich durch Ausmessung der Raum-Zeit-Geometrie mit
Uhren und Mafistdben ergeben, die lokal der Speziellen Relativitatstheorie geniigen
(Verhalten derselben unabhéngig von Vorgeschichte), sollte sich das zu

9 +1 firod =0 =0
Wga/gr(q_) = O s g(q‘)a/ﬁr = —1 fﬁr O/ = ﬁ/ - {1/, 2/, 3/} (149)
q 0 sonst

prézisieren lassen. Bzgl. solcher geodétischer Koordinaten erscheint das Raum-Zeit-
Kontinuum um ¢ herum in erster Naherung wie der lineare MINKOWSKI-Raum, der
durch Geodéten gegebene Bewegungsablauf dementsprechend beschleunigungsfrei.
Mit anderen Worten:

Das Gravitationsfeld 148t sich an jeder Stelle in erster Ndherung ‘weg-
transformieren’ (Einheitliche Natur von Trigheit und Gravitation).

Ubungsaufgabe E2:  Man untersuche die Geodéten des linearen MINKOWSKI-
Raumes und erkldre damit das Zwillingsparadoxon.

Als einfacher Test der Geodétenhypothese sei eine geméfl

gas(a(1) (1)@’ (t) = ¢

parametrisierte (zestartige) Geodite betrachtet, fiir die dann (1.47) gilt. Unter den
Voraussetzungen

Jop — Nap < 1 geringe Kriimmung
Gapo <K Gap, fiir j =1,2,3 vernachlissigh. Zeitanbh. d. Gravit.
¢ < ¢ nichtrelativistische Bewegung
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gilt dann
¢’(t) = ct +¢°(0)
und somit fir j € {1,2,3}:

- _ —Fj a3
1 (1.47) aﬂ? 1
~  —AATY,
c? v
(1:39) —59 (2 gov,0 — goo,u)
2
~ ) Goo,j -

Die Geodétenhypothese reproduziert also in geeigneter Naherung die NEWTONsche
Gravitationstheorie, wobei - goo (bis auf eine additive Normierungskonstante) dem
Gravitationspotential entspricht! Zu jedem Punkt der Mannigfaltigkeit existieren

aber Koordinaten, in denen die ersten Ableitungen von g,s verschwinden.

1.2.3 Relativbeschleunigung

In der NEwWTONschen Theorie zeigt sich das Vorhandensein eines ‘wahren’ (also
nicht homogenen) Gravitationsfeldes in karthesischen Koordinaten daran, dafl be-
nachbarte Test-Massenpunkte relativ zueinander beschleunigt werden:

Sei {x,(t)}, eine Schar von Losungen der dem Gravitationspotential ®(x) ent-
sprechenden Bewegungsgleichung

X(t) = —grad ®(x(t)) . (1.50)

Dann gilt in karthesischen Koordinaten:
AN, . o A 9 5 9
— - J _ Y __9 ke 00
(815) < 55 (Ts) (t)) 5g (L) (1) = = (2:)" () 57 5 52Xy - (1:51)

Wir wollen den entsprechenden Vektor fiir das pseudo-euklidische Raum-Zeit-
Kontinuum angeben:

Sei also {(gs)"(t)}, eine Schar affin parametrisierter Geodéten. Dann ergibt sich
fiir deren infinitesimale Abweichung:*®

(@ (OF.) (@ (075) 5000 = ((5-0)°(0)) R, (0.0 )" (0G0

’ (1.52)

Version vom 26. Méarz 2009
38Hier bezeichnet ((¢s)*(t)V,) die kovariante Ableitung in Richtung der Geoditen {gs(t)},,
die fiir Vektorscharen {(As)"(t)}, auf {gs(¢)}, (also z.B. (A5)*(t) = (%qs)u (t)) erklart ist:

()7 (175) (A1) " (A1) + T3 0a(0) (A (3:)° (1)
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Beweis von (1.52): Wenn wir einfach ¢ statt g5 schreiben, gilt
0
AV, BN ) —q7
(4"Va) (¢"V5) 5

e O . o . 0
= (*Va 7-4"+{"Va (qﬁ 7, 88@)

Js
0 .5 0 d 0 0
- ATy gt — 6PV, asB Y TH L0
88q ta ”o‘asq +dt (q 5ﬁasq>+q 4% pa 658sq
0 o 0 0
_ 5 Lo . s B Y 5 s 3 m 5 .3 Ty 5
= — 2¢°T7  —qg* I — v 18, — I —q°.
954 +2q7 1, 954 +q°q Lsa, 95! +a a1 15 954 + ¢l 951
—4*¢P T T,
Mit 9 9
Y. _ _9 .a.ﬁrfy>
asq Os (q T ap
und

0“¢" )55 = "¢ T} 50
folgt daraus die Behauptung. |

Der RiEMANNsche Tensor, 2-fach verjiingt mit ¢s, {ibernimmt also bzgl.
der gekriimmten Raum-Zeit in gewisser Weise die Rolle, die die zweiten
Ableitungen des Gravitationspotentials bzgl. des flachen Raumes spielen.

1.2.4 Feldgleichungen

Die Geodéitenhypothese legt fest, wie die Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums auf
Testmassen wirkt. Nach Einstein sollte auch umgekehrt die Gesamtheit aller Mate-
rie (auch die elektromagnetischer Form) die Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums
bestimmen. Dieser GesetzmifBigkeit sollte eine lokale Feldgleichung zugrunde liegen,
die entsprechend 1.2.3 in etwa der PoissoNschen Gleichung

AD = 4myp (1.53)

der NEwWTONschen Gravitationstheorie entspricht, in der ® das Gravitationspoten-
tial, v die Gravitationskonstante und p die Massendichte bezeichnet. Im Vakuum,
liegt es nach 1.2.3 somit nahe, fiir alle Geodéten

R’ 5, (q(1)) 4*(1)d"(t) = 0
zu verlangen. Daher® hatte EINSTEIN 1915 fiir das Vakuum die Feldgleichungen
R,3 = 0 vorgeschlagen, wobei

Rog = R g, (1.54)

Version vom 26. Marz 2009

39Man sieht leicht, da R,s symmetrisch ist, denn:

1
Flotzu,ﬁ = 5 glul/glﬂhaaﬁ ) Fgﬁrgu = Fg’urgu = Fgurgu .
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den sog. Ricci-Tensor bezeichnet.
Dabei ist es natiirlich wichtig, dafl diese Feldgleichungen weniger verlangen, als
das Verschwinden des RIEMANNschen Kriimmungstensors.

Innerhalb einer Materieverteilung liegt es zunéchst nahe, den Ricci-Tensor mit
einem Vielfachen des Energie-Spannungs-Tensors gleichzusetzen. Man setzt jedoch
als Feldgleichungen der Gravitation

R*%(q) — 59°°(a) (@) R* (@) + A g**(q) = —k M**(q),
wobei:  M*? = Energie-Spannungs-Tensor der Materie

(1.55)

an,*” weil hieraus automatisch der uns in geoditischen Koordinaten vertraute Er-
haltungssatz*!

M =0 (1.56)
folgt (Beweis als Ubungsaufgabe E3). Letateres erkliart den Faktor —%, nicht
jedoch den Zusatzterm mit der willkiirlichen kosmologischen Konstanten A.

Die Erwigung eines kosmologischen Zusatzterms Ag®® beruht auf einer formalen
Begriindung des Feldtensors:*?

In geodétischen Koordinaten nimmt der RIEMANNsche Kritmmungstensor (1.45)
eine besonders einfache Form

(149) = Rugn(@) = & (rat0(@) — g0 (@ D
_gu’a’,ﬁ’,y’ (q) + gﬁ’,u’,a’,z/’ (q))

an®® (Beweis als Ubungsaufgabe E4). In dieser Form lassen sich die Symmetrie-
eigenschaften des RIEMANNschen Kriimmungstensors bequem ablesen:

1. Rapuw = —Rapup
2. Raguw + Rapwp + Ravgy =0
3. Raguw = —Raauw

4. Ropuw = Rupusa

Version vom 26. Marz 2009

40Bgzgl. der Konstanten x sowie der Definition des Energie-Spannungs-Tensors siehe 2.2.

HUPiir gekriimmte Raum-Zeit ist das Konzept von Energie und Impuls allerdings noch zu schlecht
verstanden, als dafl man (1.56) direkt rechtfertigen kénnte. So begriindet man das Vorgehen heu-
ristisch mit einer Verallgemeinerung des Aquivalenzprinzips: Den Grundbeziehungen bzgl. der
flachen Raum-Zeit sollten i.a. — von den Gravitationsgleichungen abgesehen — bzgl. allgemeiner
Koordinaten konsistent formulierte Grundbeziehungen entsprechen, die in geodétischen Koordina-
ten moglichst gleiche Gestalt annehmen. Oft geniigt es dazu, partielle Ableitungen durch kovariante
Ableitungen zu ersetzen.

42vgl. (Lovelock, 1972).

“3Hier wurde (1.37) sinngemiB angewandt: Ry g/, (7) e ga/“'RH/B/u'V' ()
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Weitere allgemeine Symmetrieeigenschaften besitzt R.g,, offensichtlich nicht, hat
also 20 unabhiingige Komponenten (Beweise als Ubungsaufgabe E5).

Wahlt man die geodétischen Koordinaten speziell als RIEMANNsche Normalko-
ordinaten,* so vereinfacht sich die Beziehung zwischen dem RIEMANNschen Ten-
sor und den 2. Ableitungen der g,/ noch weiter:

1
ga/ﬁl,ﬂlﬂ/l = _§<R0/M/,3/V/ + Ralylﬁ/u/) .
Damit 18t sich folgendes zeigen:*®

Ein symmetrischer Tensor S7, der sich aus den ¢, sowie deren Ablei-
tungen maximal 2. Ordnung ‘bilden’ 148t und dabei linear in den Ablei-
tungen 2. Ordnung ist, muf stets von der Form

5*(q) = a R*’(q) + b g’ (9) g () B* (q) + c 9" (q)

mit konstanten a, b und c sein.

Eine zwingende Begriindung fiir die Feldgleichungen (1.55) — deren Kompatibi-
litét nicht einmal sofort zu erkennen ist*® — ld8t sich natiirlich nicht angeben. Ihre
eigentliche Rechtfertigung beruht — wie fiir jede Theorie — auf der experimentellen
Bestétigung ihrer Konsequenzen.

Die Losungen der Feldgleichungen (1.55) sind jedoch i.a. sehr schwer unter Kon-
trolle zu bringen, da sie — im Gegensatz z.B. zu den MAXWELLschen Gleichungen —
nichtlinear sind.

Version vom 26. Miarz 2009

4Giehe (Misner et al., 1973, S. 285). hierbei sind nun auch die dritten Ableitungen der
q* (q°,...,q*) an der Stelle ¢ geeignet zu wihlen.
45vgl. (Misner et al., 1973, Ubungen 17.1-—17.3).

“6Eine erste grobe Abschitzung der Freiheitsgrade berechtigt allerdings zu entsprechender Hoff-
nung: Die linke Seite hat, da sie divergenzfrei ist, 4 Freiheitsgrade weniger als die Matrix der g,z.
Das ist offenbar im Einklang mit der allgemeinen Kovarianz: Durch geeignete Koordinatenwahl
lassen sich nédmlich lokal 6 der 10 unabhingigen Komponenten von g beliebig festlegen.



Kapitel 2

Analyse der Feldgleichungen

2.1 Die Vakuum-Feldgleichungen ohne kosmolo-
gischen Term

2.1.1 Statische sphirisch symmetrische Losungen
Losungsansatz

Fiir das von Materie freie Raum-Zeit-Gebiet, d.h. fiir 7% = 0, sind die Feldgleichun-
gen (1.55) fiir A = 0 tatsiichlich dquivalent zu den Vakuum-Feldgleichungen®

R¥ =0 fira,=0,1,23 (2.1)
der metrischen Koeffizienten g, .

Fiir diese Feldgleichungen sollen sphérisch symmetrische, statische Losungen ge-
sucht werden, fiir die zu jedem Raum-Zeit-Punkt ¢ Koordinaten ¢* mit (1.49) exi-
stieren.

Sphdrisch symmetrisch meint:

e Die Raum-Zeit 148t sich (hinsichtlich des materiefreien Teils) als eine Schar
konzentrischer Kugeloberflachen verstehen, die als starre Geriiste aus Standard-
Stiben gedacht seien, auf denen geeignet skalierte Standard-Uhren verteilt
sind.

e Die Einschriankung der Metrik g auf eine Untermannigfaltigkeit der Raum-Zeit
die einer solchen Kugeloberfliche und einer festen Zeitanzeige der verteilten
Uhren (Koordinaten-Zeit t) entspricht, stimmt jeweils mit einem negativen
Vielfachen der Einschrinkung der euklidischen Metrik des R? auf diese Fliche
iiberein. Zu jedem r > 0 aus einem geeigneten Wertebereich gehdre genau eine
Kugelschale mit Oberflicheninhalt 4772,

Version vom 26. Miarz 2009
'DaB aus (2.1) R*P — lgaﬂgwR’“’ = 0 folgt, ist trivial. Umgekehrt folgt aus letzterem nach
(1.38) 0 = gagp (Raﬁ — %go‘ g,“,R””) = —gapR*” und somit R*® = R*F — %gaﬁgwRW =0.

35
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e Die Kugelschalen lassen sich so durch die iiblichen Polarwinkel ¢, ¢ koordi-
natisieren, dafl die Einschriankung von ¢ auf die Untermannigfaltigkeit aller
Weltpunkte fester Koordinaten-Zeit diesbeziiglich jeweils drehinvariant ist.?

e Die Koordinatengeschwindigkeit des Lichtes bei Ausbreitung tangential an die
Kugeloberflichen ist von der genaueren Spezifizierung der Ausbreitungsrich-
tung unabhéngig.

Statisch meint:?
e Bzgl. der Koordinaten
@ =ct, g =r, =0, =y
sind die Koeffizienten der Metrik g von der Koordinaten-Zeit ¢ unabhingig.*

Zu einer Losung der beschriebenen Art existieren also stets Funktionen a(r), b(r)
mit denen — bei geeigneter Uhrensynchronisation — bzgl. o.a. Koordinaten

ea(r) 0 0 0
0 —e 0 0
gMV(Cta T, 19, 90) = 0 0 —T2 0 (22)
0 0 0 —r2sin?¥

gilt (Beweis als Ubungsaufgabe E6). Der zugehérige Riccr-Tensor ist”

( 1 1 1 1
_pab (5(1// _ Za’b’ + Za'a’ + ;a') fira=p0=0
1, 1 1
) 5&” _ Za/b, + Z—La'a’ — ;b/ fira=p4=1
af = e—b(l‘f‘g(a'—b/))—l fira=p8=2
R22 sin219 fiir o = /6 =3
\ 0 sonst

(Beweis als Ubungsaufgabe E7; vgl. (Misner, 1963, Appendix A)). Damit
d

Roy = Ry; = 0 gilt, miissen a und b so gewéhlt werden, dafl d—a = —d—b. Bei
r r

entspr. Skalierung von ¢, die wir voraussetzen wollen, muf} also

Version vom 26. Mirz 2009
2Jedoch i.a. nicht mehr euklidisch.
3Bzgl. einer allgemeinen Definition siehe (Wald, 1984, S. 119).
4Hier ist die Skalierung der Uhren notwendig, weil unskalierte Standard-Uhren an unterschied-
lichen Stellen im Gravitationsfeld unterschiedliche Laufgeschwindigkeit haben; vgl. (2.12).
5Durch ’ wird hier jeweils eine Differentiation nach r mitgeteilt.
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gelten.® Um zusitzlich Ry = 0 zu gewihrleisten, mufl a auflerdem der Differential-

gleichung

d d
1= e“(r)(l + T&CI(T)) = 5(7”6&(7”))
geniigen, die die allgemeine Losung

m
M =1-= Integrationskonstante,
r

hat. Dafiir sind tatsdchlich alle Komponenten des Ricci-Tensors Null, d.h. die
Vakuum-Feldgleichungen erfiillt (Beweis als Ubungsaufgabe E8). Wir haben da-
mit die sog. SCHWARZSCHILD-Ldsung:

1— % 0 0 0
0 —(1—m2)"1 ¢ 0
g/w<Ct7 T, 197 90) = O ( O " ) —7"2 O (23)
0 0 0 —r2gin?y

Man beachte dafi (2.3) fiir r — oo in die MINKOWSKI-Metrik (Komponenten bzgl.
raumlicher Kugelkoordinaten) iibergeht, obwohl das dem Losungsansatz nicht direkt
anzusehen war.

Das sog. BIRKHOFFsche Theorem' besagt, dafl zur Ableitung der statischen
Losung bereits die Annahme der sphérischen Symmetrie ausreicht. (2.3) sollte also
selbst fiir spahrisch symmetrisch pulsierende Massenverteilungen im massefreien
Raum-Zeit-Gebiet gelten.

Den Zusammenhang von m mit bekannten physikalischen Gréfien erkennt man
im nahezu flachen Bereich, d.h. fiir r > m . Gemafl den Betrachtungen am Schlufl
von 1.2.2 sollte dort fiir Geodéten

. 0 [ c?
P(t) = o <5900(Ct77’,19780))

B d ( m(:?)
2.3) dr 2r ety

gelten und der NEwWTONschen Bewegungsgleichung

O L
N dr ’)/ r ‘T:’I‘(t)

fiir einen Massenpunkt M entsprechen. Demzufolge ist die Identifizierung

‘r:r(t)

2
= LM (2.4)

c2

Version vom 26. Marz 2009

6Eine Verwendung von e /2 t statt ¢ wiirde einer Ersetzung von e®(") durch e®(")** entsprechen.
"Ein Beweis dafiir findet sich z.B. in (Ellis und Hawking, 1973)
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vorzunehmen. Ein typischer Wert dafiir ist

3

9 2(7T x 10712

27 Sonnenmasse ~ ke (2 x 10*kg)
? (3 x 108)°

~ 3km.

Der Radius ‘normaler’ Himmelskorper ist also deutlich grofler als ihr SCHWARZ-
SCHILD-Radius m , so da} die zugehorige SCHWARZSCHILD-Losung nur fiir einen
dufseren Bereich r > m relevant ist.

Aber auch fir r € (0,m) ist (2.3) eine Losung der Gleichungen (2.1), deren
Relevanz fiir hinreichend grofie Masse M in 2.1.3 diskutiert wird.

Ubungsaufgabe E9:  Man diskutiere den Effekt einer Anderung der Koordi-
naten-Zeit gemif t — ' = p(r)t + n(r).

2.1.2 Typische physikalische Effekte der dufleren Losung
2-Dimensionale Untermannigfaltigkeiten

Wiéhlt man die Funktion h(r) so, dafl

(%h(r(r}))Q + <7”(7)>2 + (rtr) ¢(T>)2

(2.5)
)2 . 2 B .
= —gu(4() (#0) = gss(a(n)) (&) fiw t(r) = 0, 9(7) = T,
dann ist die Einschrankung des (—1)-fachen der Metrik (2.3) auf die durch
t = const. , 192%, r>m (2.6)

gegebene Untermannigfaltigkeit isomorph zur Einschrinkung der euklidischen Me-
trik des R? auf die in Zylinderkoordinaten durch die Bedingungen

h=nh(r), r>m
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gegebene Untermannigfaltigkeit F des R?:

Auswertung von (2.5) liefert

B (r) = (2.7)

T—m

und somit bis auf eine unwesentliche additive Konstante:
h(r) = /4m(r —m). (2.8)

F ist also Teil eines Rotationsparaboloids, des sog. FLAMMschen Paraboloids.
Dies gibt gleichzeitig eine gewissen anschauliche Vorstellung von dem, was asym-
ptotische Flachheit hier bedeutet.

Radiale Entfernungsbegriffe

Allgemein ist die Mafstabs-Ldnge fiir raumartige Geodéten

C={q(s): s €[s1,50]}

=/ \/—gw,(s) (5500 g

gegeben und im Falle ¢°(s) =const. mit der Zahl der StandardmaBstibe zu identifi-
ziern, die stationir ® aneinandergelegt die zugehorige Raumkurve bilden.

Solche Messungen sind iiber kosmische Distanzen natiirlich nicht realisierbar,
weshalb praktikablere Entfernungsbegriffe zu untersuchen sind.

durch

Version vom 26. Marz 2009
8Die Weltlinie eines stationdren Korperpunktes ist definitionsgemif von der Form

{Q(t) = (Cta Ty 19) @)}t .
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Die Geodite, die (ct,r1,9,p) und (ct,re, 1, ¢) verbindet, ist fiir r < ry als
Punktmenge” durch

Crimy = {a(r) = (ct,r,0,0) = 7 € [r1, 2]}

gegeben (Beweis als Ubungsaufgabe E10). Die Mafstabs- Entfernung zwi-
schen (ct, 71,9, ) und (ct, 9,7, @) ist dementsprechend

r2 ) )
= —_ 7 —nV
Cry o | /m \/ G (ct, .0, ¢) (87}1 (ct,r,ﬁ,so)> o (ct,r, 9, ¢)dr

B /7"2 dr
(23) 1 /1 _ %

T2 S A
~ /T1 (1—1—%) dr:(rg—rl)—i-%ln:—i fir r > m.
Taylor
(2.9)
Sie ist also grofer als die Differenz ry — r; der scheinbaren Entfernungen
Objektléange
T =
Winkelbereich

vom Ursprung.

V=m/2:

MaBst.-Entf.= |Cs]

Fiir
M = Erdmasse, also m =~ 0.44cm
r1 = FErdradius ~ 6,4 x 10%cm
ro = Abstand zur Sonne ~ 1,5 x 10%3cm

betrégt der Unterschied beider Entfernungsbegriffe nur etwa 5 cm.

Version vom 26. Marz 2009

9Die durch r gegebene Parametrisierung ist nicht affin.
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Die Radar-Entfernung zweier stationdrer Beobachter 1 und 2 mit gleichen
Polarwinkeln 9, ¢ ist definiert als das -fache der Koordinaten-Zeit von Beobachter
1, die ein Lichtsignal bendtigt, um radial von Beobachter 1 zu Beobachter 2 und wie-
der zuriick zu gelangen. Fiir die Weltlinie {q(t) = (ct,7(t), ¥, »)}, eines Lichtsignals
radialer Laufrichtung gilt definitionsgemsf} 1°

0= o) 0 7 (1= 5 ) - (1- %) (%r(z&))Q 20

Die Koordinaten-Geschwindigkeit eines radialen Lichtsignals ist also

%r(t) — 4 (1 - %) c. (2.11)

Die Radar-Entfernung zweier statischer Beobachter mit den Kugelkoordinaten 71, 1,
@ bzw. r9, 1,  ist somit fir r; < ro :

"2 dt ”od
c/ —dr = / TA
G o 1=
To A
:/ 1+ mA)dr
" r—m

A

= (7‘2—7"1)+Thlnr2_TAn.
r —m

Es gibt eine Reihe weiterer Entfernungsbegriffe, von denen sich einer z.B. auf die
parallaktische Verschiebung, ein anderer auf die relative Helligkeit von Sternen be-
zieht. Fiir kosmische Distanzen sind aber alle Entfernungsbegriffe problematisch.

Zeitdilatation und gravitative Rotverschiebung

Die Anderung der Zeitanzeige 7 einer lings der zeitartigen Weltlinie {g()\)}, beweg-
ten (unskalierten) Standard-Uhr ist gem#f physikalischer Interpretation der Metrik:

j—; = %\/gw (q(A)) (%W(M) %q”(/\)'

Der Zusammenhang der physikalischen Zeitanzeige 7 der Standard-Uhr eines stati-
schen Beobachters mit dessen Koordinaten-Zeit ¢ ist somit gemé8 (2.3) durch!!

dr m
T 1 . (2.12)
Version vom 26. Marz 2009
ONach (1.43) (und (2.15)) steht das im Einklang mit der Geodiitenhypothese, da die linke
Gleichung in (2.10) von der Wahl der Parametrisierung unabhéngig ist.
UFiir den Zusammenhang der radialen MafBstabs-Entfernung o mit dem r-Koordinaten-Abstand

d 1
ergibt sich analog d—g = . Nach (2.11) hat somit die physikalische Lichtgeschwindigkeit
r 1 _
d dt dr d
— zumindest bei Ausbreitung in radialer Richtung — den Betrag g _ e c

dr  dr dt dr
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gegeben. Die Laufgeschwindigkeit relativ zur Koordinaten-Zeit wéchst folglich mit
r (immer weniger) an.

Wenn also ein statischer Beobachter 2 mit der Radialkoordinate ry seinen Zwil-
lingsbruder 2 zur ‘Stelle’ 1 < ro schickt, dort als statischen Beobachter hinreichend
lange verharren 1488t und dann zu sich zuriickruft, so wird er danach im Einklang
mit (2.12) feststellen, dal 1 weniger gealtert ist, als er selbst:'?

"/

Cp C

N

Wenn {¢(t) = (ct, r(t), 7, )}, mogliche Weltlinie eines Lichtsignals ist, so nach (2.11)
auch {q(t) = (ct + cAt,r(t), ¥, ¢)}, . Der Koordinaten-Zeitabstand zweier Lichtsig-
nale ‘radialer Laufrichtung’ ist also fiir alle r der gleiche. Dasselbe sollte dann fiir

den zeitlichen Abstand zweier Wellenberge eines entsprechenden Wellenzuges gelten;
d.h.:

A
/ gdt < d—Tdt
cp dt c, dt

r

Die Zahl der Schwingungen pro Koordinaten-Zeiteinheit ist fiir eine
Lichtwelle radialer Laufrichtung von r unabhéngig.

Das Verhiltnis'3
w(r)  Am

w(re) a A_Tl

der physikalischen Kreisfrequenzen der Lichtwelle ist dann nach (2.12) aber'

(2.13)

Version vom 26. Méarz 2009
2Fiir M = Erdmasse, r; = Erdradius, 7, — 0o altert 2 etwa um einen Faktor 1.000 0000008
schneller als 1.
13 AT; bezeichnet den physikalischen Zeitabstand zweier bei r; aufeinanderfolgender Wellenberge.
14Bzgl. experimenteller Uberpriifung von (2.13) siehe z.B. (Pound und Snider, 1965) sowie die
Zitate in (Wald, 1984, S. 138).
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Die Frequenz nimmt also mit wachsendem Abstand vom Ursprung (immer weniger)
ab (gravitative Rotverschiebung). Quantenmechanisch 148t sich das folgender-
mafen verstehen: Fiir m < rq, o folgt aus (2.13)

~

w(rg) —w(ry) ~ m M
w(rs) T2 2

und somit nach (2.4)

0~ (hw(rs) — hw(r)) + <—70—2 fy—

Da hw(r) die kinetische Energie des Photons, also ﬁ“gg” seine Masse bei r ist, wird

also bei radialer Entfernung vom Ursprung der Zuwachs der gravitativen potenti-
ellen Energie des Photons durch entsprechende Abnahme der kinetischen Energie
kompensiert.

Ubungsaufgabe E11:  Man leite die gravitative Rotverschiebung aus dem Aqui-
valenzprinzip und dem gewohnlichen klassischen DOPPLER-Effekt ab (vgl. (Rindler, 1969,
S. 145)).

Geoditen
Allgemein — also nicht nur fiir die SCHWARZSCHILD-Losung — gilt!®

d, S
7 (9050") = Fuwad"d (2.14)

fiir affin parametrisierte Geodéten ¢(7)

Beweis von (2.14):

d -3 _ .a B N FB T
L (gapd®) agn e d’—ges T dta
= (gozll,u, - F;ﬁ“} gaﬁ) q'quV
— T8 L GHagY
(1.44) (1.40) oI
1 -
= 5 (Gav,u + via — Yap,v ali
(1.22) ) (g T Guu, Jap, )q q

SV

= L Guva 44" .

0
Anwendung von (2.14) auf (2.3) fiir a = 3 liefert
r?sin? ¥ ¢ = const.

fiir eine (affin parametrisierte) Geodéten ¢(7). Eine Geodéte, deren Tangente an
einer Stelle keine Komponente in ¢-Richtung hat, hat also an keiner Stelle eine
Komponente in ¢-Richtung und verlduft somit ganz in einer Untermannigfaltigkeit
zu konstantem ¢ . Aus Symmetriegriinden folgt daraus:

Version vom 26. Marz 2009

5Eine ‘gehobenere’ Formulierung von (2.14) findet man in (Wald, 1984, S. 442).
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Bei geeigneter Wahl der Polarwinkelkoordinaten 1, ¢ verlauft eine Geodéte
ganz in der ‘0 = 7-Untermannigfaltigkeit’, 14t sich also als Bewegung

auf dem FLAMMschen Paraboloid veranschaulichen.
Im folgenden werden deshalb nur solche Geodéten mit konstantem ¢ = 7 untersucht.

Dann gilt also
L2 = const. (2.15)

und Anwendung von (2.14) auf (2.3) fiir o = 0 liefert'¢

o <1 - E) c*t = const. (2.16)

Jo=
.

Auswertung von (1.43) liefert schliefilich noch
Moo () 5

ke = (1= D) (ed = 12—,

wobei wir
def | 1 fiir zeitartige Geodédten (2.17)
0 fiir lichtartige Geodéten ’

eingefiihrt haben,'” um zeitartige und lichtartige Geoditen weitgehend gleichzeitig

behandeln zu kénnen.
Setzt man (2.15) und (2.16) ein, so ergibt sich

L L (E)2 (2.18)

72+ er(r) = o\

2
mit dem ‘effektiven Gravitationspotential’
def 1 m L2
gbeﬁ(r) = 5(1 — ?> (ﬁ + /102 (219)
B c? M L? M2
2.4) 2 % 2r2 V2

Durch Betrachtung der Nullstellen
B L? 4 \/L* — 3(rcL)?

T mc?
von , ,
d c2m 2 (L L
— &, — 2_ 2 (= =
dr a(r) 274 <T T?L(c> T+3<c> >

fiir zeitartige Geodéten erkennt man:

Version vom 26. Marz 2009
16(2.16) steht aufgrund der unterschiedlichen Bedeutung der Parameter 7 nicht im Widerspruch

2 (2.12).
Fiir zeitartige Geoditen identifizieren wir also 7 mit der Eigenzeit.
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e Fiir L? < 3(mc)? existiert keine Nullstelle. Da ®.g(r) fiir  — 0 gegen —o0
strebt, mufl dieses Potential dann streng monoton wachsend sein, also

P (278) —®l(r) <0
und somit
<EI 70 : 7(70) < O) — (7’"(7’) <0 ‘V’T)
gelten.
o Fiir
r < 3m

ist @y offensichtlich positiv, sodal in diesem Bereich grundsétzlich keine
Kreisbahnen (7 = 0) existieren kénnen.

e Im Bereich
r<3m,

sind nur Kreisbahnen mit r = r_ moglich; denn

2
>3m.

r+>m02 -

Kreisbahnen zu r = r_ sind aber offensichtlich instabil.

Man beachte auflerdem, dafl

272

LR — 2fl'i1rL>>mc
mec

t.18

eine erneute Bestétigung fir (2.4) is

Wenn man sich nur fiir Geodéten interessiert, die nicht radial sind, dann ist r
lokal eine eindeutige Funktion von ¢ € R und mit der dann erlaubten (lokalen)
Definition

u(p) & T(to)
- () ()
A (s _ i
dy (90)\4;:@ (T<90)2>|<Pw(f) ©15) .

Version vom 26. Marz 2009

1
18F{ir die NEWTONsche Theorie gilt 3 72 4 Uegr (1) = const. mit

L2 M d L2
Ueﬁ‘(r):ﬁ—T, 5 eﬁ(?”):0<:>T:’y7M

(L =129
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(2.18) wird damit dquivalent zu

1

%L%/(s&)2 +®(u(p) = 5 (§> W= ¢eﬁ(i)’

was bei Differentiation nach ¢ geméfl (2.19)

2 3
u' +u= g (%) m+ §mu2 (2.20)

liefert.

Zunéachst sollen die zeitartigen Geodéaten untersucht werden, d.h. der Fall kK = 1:

Dann unterscheidet sich (2.20) formal'® von der entsprechenden Gleichung

1 qet Y M 1 2
wru= 0 (<1 (5) ) (221)

des klassischen KEPLER-Problems? nur durch den zuséitzlichen ‘Storterm’ %ﬁnﬂ .

Die einer Planetenbahn (¢ < 1) entsprechende Losung von (2.21) ist bei geeigneter
Wahl der ¢ = 0-Richtung die Ellipse

1
uNewton(cp) = 2_9(1 + ecos 90) (222)
mit dem Halbparameter
1 /7¢c\2 . -1
r=(3(1)")
und der Exzentrizitit € € [0,1) :
b
A
p
y ©
a
e — a2a_2b2
p="0/a

Anmerkung: Es sei daran erinnert, daf} fiir die KEPLERsche Planetenbahn F,, =
2
’}/%(62 —1) und p = mZLW gilt, wobei M die Sonnenmasse, m die Planetenmasse
und E,, die Energie des als Massenpunkt behandelten Planeten ist (siche Abschn.
3.5.3 von (Liicke, ein)).
Version vom 26. Marz 2009

9Wenn man also von der unterschiedlichen Bedeutung der Koordinaten ¢, r absieht.
20Vgl. FuBinote 18.
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Man sollte daher eine gute Ndherungslosung von (2.20) erhalten, wenn man zu
UNewton €iNe moglichst wenig beitragende partikuldre Losung von

ugart + Upart = 5 m (lLNex)\fton)2 (223)

hinzuaddiert:
uapprox = UNewton + upart .

Die geeignete partikuldre Losung von (2.23) ist

1/3m 3n 1n
Upart () = 5<§%+§%egpsingp—l—§%e2(2—cosggp)>
m
e

Q

3 . ;
5 3 € sing fir o >1

(Beweis als Ubungsaufgabe E12). Eine gute Niherungslosung von (2.20) fiir

A~

m
Ecp<<1<<go

(e me e peins) )
I1+el{cosp+ -—psinp

2p

3m . (3m .
l1+elcos| z—¢|cosp+sin|-—¢p|sing

2p 2p
<1+ecos (1—§@) (p);

2p

d.h. eine fiir jeden Umlauf nahezu elliptische Bahnkurve, deren Perihel aber mit
jedem Umlauf um den Polarwinkel

ist also

£
&
2

Q

SR B e s A

Taylor

vorriickt. Aus der fiir Ellipsenbahnen bekannten Beziehung
p=(01-Ha, a 4 or0Be Halbachse

folgt damit EINSTEINs berithmte Formel fiir die Pertheldrehung:

3tm
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X

Fiir den Merkur ist a ~ 4, 8x107km und € ~ 0, 2. Da seine Umlaufzeit um die Sonne
etwa 88 Tage betrigt, folgt aus (2.24) mit m ~ 3km fiir M = Sonnenmasse , daf} das
Perihel des Merkur jeweils innerhalb von 100 Jahren um etwa 43 Bogensekunden
vorriickt.

Das ist genau der Anteil der tatséchlich beobachteten Periheldrehung von etwa
5600 Bogensekunden, der nicht durch NEwTONsche Stérungstheorie (Berticksichtig-
ung der iibrigen Planeten) erklirt werden konnte!

Schlieflich sind noch die Geodéten zu x = 0 (Lichtstrahlen) zu untersuchen: (2.20)
nimmt dann die Form
u +u==mu’ (2.25)

an.
Die NEwWTONsche Theorie sagt fiir streuende Teilchen, die sich nahezu mit Licht-
geschwindigkeit bewegen, eine Ablenkung um den Winkel

§ =~ % , R % Perihelabstand (2.26)
voraus.

Beweis von (2.26): In der NEWTONschen Theorie gilt

. 1 x x L X
sind=-, e=|————
€ ymM x|
(sieche Abschn. 3.5.3 von (Liicke, ein)). Mit
; 2
e ~ |28 L —2R— = @
|x|~c |y m M 29 M 2.4y ™

folgt daraus die Behauptung. |
Wir werden sehen, daf (2.25) fiir Licht den etwa doppelten Ablenkwinkel voraussagt:

Die Néherungslosung soll analog zum Falle K = 1 bestimmt werden, wobei als
nullte Losung jetzt sinnvollerweise eine gerade Bahnkurve angesetzt wird:

sin

R

Uger (1) =


file:ein.pdf#ein-S2.1.5.c
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) = 755 (14 3 cos(20) )

eine geeignete partielle Losung von

3 3
W () + Upart (19) = :

ist, ergibt sich als Ndherungslosung:
1 3n 1
u(p) ~ = (sincp + Z% (1 + 3 cos(2g0))> :

Fiir u — 0, also fiir

r—o00, p——=<1,sin-~ -, cosd~ 1

2 2

|

ergibt sich damit:

2m

totale Lichtablenkung § ~ '
otale Lichtablenkung (scheinb.) Perihelabstand

(2.27)

Die Ablenkung (2.27), die die allgemeine Relativititstheorie vorhersagt, ist also
tatsichlich etwa doppelt so grof wie die Ablenkung (2.26), die die klassische KEPLER-
Theorie fiir Testmassen von nahezu Lichtgeschwindigkeit vorhersagt.

Wihlt man fur M die Sonnenmasse und als (scheinb.) Perihelabstand den Son-
nenradius, so ergibt sich geméf (2.27) eine Ablenkung von § = 1, 75 Bogensekunden.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daf (2.25) eine geschlossene Lichtbahn zu

3
konstantem r = 57?1 zuldfit. Aus (2.19) erkennt man leicht, daff diese Bahn instabil
ist. Die Kreisbahnen der NEwTONschen Theorie” sind dagegen alle stabil und haben

fiir Testmassen im Grenzfall der Lichtgeschwindigkeit einen Radius r = % .
2.1.3 Ubergang in den Bereich r < ScHwARzSCHILD-Radius

Die Singularitdt von (2.3) an der Stelle » = m ist — mathematisch gesehen — nur
eine scheinbare. Bzgl. der von KRUSKAL und SZEKERES eingefiihrten Koordinaten
¢ =T,¢"=X,¢" =9, ¢ =9,

Version vom 26. Marz 2009

21Vgl. FuBnote 18
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die fiir den Bereich |T'| < X implizit durch?

(1-@)6% — T2 X2

m

ct X+T (T (2.28)
— = In = 2tanh —
m X-T X

definiert sind,?® gilt ndmlich

A 0 0 0
0 —de=w 0 0
T X0 yt) = r 2.29
0 0 0 —rZsin?v

und die Fortsetzung von (2.29) auf den Bereich
T° - X* <1 (2.30)
ist eine Losung der Vakuum-Feldgleichungen.**

Beweis von (2.29) Aus (2.28) folgt fiir beliebiges (hinreichend gutartiges) ¢(7)

Lot =TT - X X)
m m
und . .
bt X4+T X-T
m  X+T X-T
XT-TX
= X2 _ 72
= 2" (xT-TX)
rl-n

Version vom 26. Mérz 2009

22Man beachte, daB (1 — ﬁ) e eine streng monoton fallende Funktion von r > 0 mit dem
Wertebereich (—o0, 1) ist.

ZZur Systematik solcher Koordinatentransformationen siehe (Wald, 1984, Abschn. 6.4).

2 Dabei ist r natiirlich entsprechend (2.28) durch X und T auszudriicken, wihrend ¢ fiir X < |T)|
nicht mehr verwendbar ist.
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<" aus

.

9,

*“Nullgeodéte

IT
III I

v

t =const.

° .
°. e

Abb. 2.1: KRUSKAL-SZEKERES-Koordinaten fiir die SCHWARZSCHILD-LOsung

Mit (2.3) folgt daraus

goo (¢°)* + g11 (¢")?

(
(1) +Tf1
( A

(T2-X2)(X2-T2)

_m L (20 2T2 X2 h (2.28
1w = ( - ) (nach (2.28))

. rew
——
A3 L
- e F (T2 —XQ) o
T

Damit ergibt sich die in Abbildung 2.1 skizzierte Situation:
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Der duflere Losungsbereich r» > m ist durch I gegeben. Aber zeitartige Kurven
(Beobachter) konnen ohne weiteres (nach endlicher Eigenzeit; vgl. (Rindler, 1969,
§ 77)) in Region II eindringen. Innerhalb der Region II gilt fiir zeitartige Kurven

dr _ ¢ |m
> -

—— 1
dr =2V r

(Beweis als Ubungsaufgabe E13), wenn 7 die Eigenzeit bezeichnet, also

G ¢4 = ¢

gilt. Deshalb erreichen Beobachter, die einmal in Region II eingedrungen sind, nach
endlicher Eigenzeit?® die Massenverteilung, von der die SCHWARZSCHILD-Metrik er-
zeugt ist. Jedoch fiihrt keine (in die Zukunft orientierte) zeit- oder lichtartige Kurve
aus II heraus, weshalb man diese Region als schwarzes Loch bezeichnet.

Die Singularitdt bei » = 0 148t sich nicht auch noch durch Koordinatentrans-
formation beseitigen. Man kann ndmlich zeigen, dafl die vom Koordinatensystem
unabhéngige (skalare) Grofie

Reogrysr RYBY

fiir r — 40 divergiert.
Die Region 1V ist zu II zeitgespiegelt und wird demgeméf auch als weiffes Loch
bezeichnet.

Region III, scheinbar ‘innerhalb des Bereiches » = m’, entspricht I vollstédndig
und die durch (2.6) charakterisierte Untermannigfaltigkeit von Region III 148t sich
mit der unteren Hilfte des FLAMMschen Paraboloids identifizieren. Zwischen den
Regionen I und III ist jedoch keine Kommunikation méglich!

Es sei nochmals daran erinnert, daf§ die SCHWARZSCHILD-Ldsung nur im mate-
riefreien Gebiet gilt, das normalerweise (stabile Sterne, vgl. 2.2) ganz in I enthalten
ist. Fiir sphérisch symmetrisch kollabierende Massenverteilungen, auflerhalb derer
nach dem BIRKHOFFschen Theorem die SCHWARZSCHILD-Lésung immer noch gilt,
kann das masselose Raum-Zeit-Gebiet jedoch auch Teile von II umfassen (Bildung
eines schwarzen Loches).

Version vom 26. Marz 2009

25Genauer: A )
2 [m 1 2n / 7
ATg—/ dr = m/ x dx:Wm.
c Jo /@_1 c Jo 1—2x c




2.2. SPHARISCH SYMMETRISCHE MASSENVERTEILUNGEN 53

2.2 Die Feldgleichungen zu sphéirisch symmetri-
schen Massenverteilungen

2.2.1 Energie-Spannungs-Tensor und Lésungsansatz

Es sollen nun Losungen der EINSTEINschen Feldgleichungen (1.55) fiir den Fall
A=0#T
untersucht werden.

Anmerkung: Im Gegensatz zur Situation in der NEWTONschen oder
MAXWELLschen Theorie meint (1.55) nicht einfach, da man zu gege-
bener Quellverteilung 7% ‘nur’ die Losung der Feldgleichungen (hier die
Metrik g,5) zu finden habe. Vielmehr héingt die richtige Angabe der 77
nicht nur von der Koordinatenwahl, sondern auch von den zugehorigen
Komponenten g,g ab, die es erst zu finden gilt!

In der Speziellen Relativitdtstheorie ist der Energie-Spannungs-Tensor einer im In-

tertialsystem zur LORENTZ-Basis {eg, ..., e;} ruhenden Fliissigkeit
p fiir & = 6: =0,
M&BZ P fira=0¢€ {1,2,3}, (2.31)

0 sonst ,
wobei p die Massendichte und p den Druck der Fliissigkeit bezeichnet.?¢
Fiir das sog. Fliissigkeitsmodell eines stabilen, sphihrisch symmetrischen Ster-

0
nes verwendet man wieder den Ansatz (2.2) und iibernimmt (2.31) fiir die {8_}
qCM

entsprechende LORENTZ-Basis?’

def _al O
“ = < on
S
- il
or
2.32
w10 (232
2 e
o def 1 0
5 rsind dp

Version vom 26. Miarz 2009
26L.a. sind p und p natiirlich ortsabhingig.
2"Da die Kriimmung nicht verschwindet, lassen sich die e; i.a. nicht mehr {iber einer ganzen
Umgebung O als Tangentenvektoren eines Koordinatensystems ¢ von O darstellen.




54 KAPITEL 2. ANALYSE DER FELDGLEICHUNGEN

Wegen
Moo/ |goo] 0 0 0
<M> _ 0 | M| /g1 0 0
ap 0 0 MQQ/ ’922‘ 0
0 0 0 | Mss| /933
|900| M 0 0 0
- 0 |g11] M1 0 0
B 0 0 |922| M? 0
0 0 0 |gas| M
gilt dann
« p (3 (07
Mﬂ:<p+§>u u’ —pg*? (2.33)
mit
_a(r) ..
u =u(r)® = {ce 2 fira=0 (2.34)
0 sonst

= Vierer-Geschwindigkeit der Fliissigkeit ,

woraus der Tensor-Charakter von M*? klar hervorgeht.

2.2.2 Auswertung der Feldgleichungen

Die dem zu (2.2) gehorigen EINSTEIN-Tensor

e 1
GoB & pos iga’@gwR’““’ (2.35)

entsprechende Bilinearform hat bzgl. {eg,...,e3} die Komponenten
—7"*2;—74 (7" (1 — e*b)) fir a = ﬂ: (:]
G@B _ —T_2 ((1 + Ta')e_b — 1) fiir & = ﬁA =1 (236)
—% (a”—i—#a'—i—#) et fira=p {
0 sonst

(Beweis als Ubungsaufgabe E14). Die EINsTEINschen Feldgleichungen (1.55) sind
also gemafl (2.31) und (2.36) zu folgenden drei Differentialgleichungen dquivalent:

Tz% (r(1—et)) = kcp(r) (2.37)
r—2 ((1 + m'(r))e_b(") — 1) = kp(r) (2.38)

% (a”(r) - a(r) —¥(r) ; b/(r)a’(r) + alr) = ¥(r) ; b’(r)) e = kp(r) (2.39)

Version vom 26. Marz 2009

BVgl. (Misner et al., 1973, §23.5).
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Aus (2.37) ergibt sich unmittelbar:

(2.40)
mit?’ .
m(r) = ch/O (r')?p(r') dr’ . (2.41)

Damit also (2.2) fiir 7 > R in (2.4) zur Masse®

M = / 47?7’ dr

tibergeht, falls p(r) = 0 fiir » > R, ist gem&f (2.4)

8
K= (2.42)

ct

zu identifizieren.
Nach (2.40) ist (2.38) dquivalent zu

2(r) = m(r) + kr3p(r) ' (2.43)
7’(7’ —1m(r)
Fiir den NEwWTONschen Grenzfall k12 p(r) < m(r) < r ergibt das nach (2.4)
0 , m(r)
—goo ~ 2.44
argoo a'(r) 2 ( )

im Einklang mit den friitheren Betrachtungen, die zu (2.4) fiihrten.
Man kann weiterhin zeigen,”’ daB (2.39) unter Voraussetzung von (2.37) und

(2.38) dquivalent zu
CESICAOIE S

ist, was mit (2.43) auf die sog. TOLMAN-OPPENHEIMER-VOLKOFF-Gleichung

pr) = = (B4 gy ) TR (245

r (7’ — m(r))
Version vom 26. Marz 2009

Die additive Integrationskonstante ist in (2.41) auf Null gesetzt um eine Singularitit der Metrik
bei 7 = 0 zu vermeiden.
30GemiB FuBnote 11 ist die eigentliche Gesamtmasse

M, / —dr
m(r)

und nicht M . Die Differenz M, ¢> — M ¢® > 0 lit sich als Bindungsenergie interpretieren.
31Vgl. (Wald, 1984, S. 127).
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fiithrt, die als Bedingung fiir hydrostatisches Gleichgewicht anzusehen ist. Im NEwW-
TONschen Grenzfall nimmt (2.45) die vertraute Form

~ _Pr)m(r) (2.46)

an.
Fiir einen Stern (nahezu) konstanter Dichte

_Jfpo firr<R
o) { 0 sonst
ist nach (2.41)

3
m(r) = kc po % firr <R (2.47)

und somit nach (2.45)

\/1 . m(R \/1 m(R) 72

p(r) = ¢ po e = firr <R
e ERVA R

(Beweis als Ubungsaufgabe E15). Der Druck im Sternzentrum ist also

n(R)
p(0) = ¢ py S _<1>
m(R

1—3y/1- 28

und divergiert folglich fiir** R — $m(R) + 0. Es muf also die Bedingung

9 3
R>2m(R) = GRAK
8 (2.42),2.47) ¢

erfiillt sein, also

und somit nach (2.4):
4¢3

Mpyoy < —F———.
937 ¥3po

Fiir groflere Gesamtmasse kann also kein noch so grofler Gegendruck eine weitere
Kontraktion aufgrund der Gravitation verhindern. Man vermutet, dafl auf diese

Weise tatsichlich schwarze Locher entstehen konnen ( Gravitationskollaps).

Version vom 26. Miarz 2009

32Man kann zeigen, daf diese Divergenz fiir beliebiges p(r) > 0 mit p/(r) < 0 gilt (Wald, 1984,
S. 130/131). Das ist wichtig, weil die Zustandsgleichung p = p(p) im Sterninneren weitgehend
unbekannt ist.
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Kapitel 3

Homogene und Isotrope Modelle

3.1 Kosmologisches Prinzip und ROBERTSON-
WALKER-Metriken

3.1.1 Grundsatzliches

Es ist damit zu rechnen, dafl wir bestimmte Teile der Raum-Zeit grundsétzlich nicht
beobachten kénnen.! Es sind also geeignete, nicht iiberpriifbare Hypothesen notwen-
dig, um mogliche Modelle fiir das Universum auszuwéhlen. Hierzu dient vor allem
das sog. Kosmologische Prinzip:

Es existiert ein Vektorfeld % , das jeweils mit der Vierer-Geschwindigkeit
eines fundamentalen Beobachters am entsprechenden Weltpunkt
iibereinstimmt.? Durch evtl. Addition geeigneter Konstanten lassen sich
die Eigenzeiten der fundamentalen Beobachter so zur sog. kosmischen
Zeit t einrichten, dafl die (i.a. zeitlich nicht homogene) ‘kosmische Struk-
tur’ des Universums unterschiedlichen fundamentalen Beobachtern zu
gleichen kosmischen Zeitpunkten stets gleich erscheint (rdumliche Ho-

mogenitit).?
Weiterhin? fordert man gewdhnlich rdumliche Isotropie:

Zu jedem Weltpunkt ¢ und zu je zwei Vektorfeldern A, B, die an dieser

Version vom 26. Mirz 2009

Vgl. 3.1.2
gl. 3.1.2.

2Die fundamentalen Beobachter sollen ‘relativ zur Mehrheit der sie umgebenden Galaxien ru-
hen’. Thre durch ihre Eigenzeit parametrisierten Weltlinien sind Integralkurven von % .
3Mathematische Definition der riumlichen Homogenitéit:

Zu je zwei Weltpunkten ¢, ¢’ mit t(q) = t(q’) existiert eine Isometrie o mit o(q) = ¢’.

Diese Bedingung ist fiir die SCHWARZSCHILD-Lésung offensichtlich nicht erfiillt.
40ft wird die rdumliche Isotropie schon in die Formulierung des kosmologischen Prinzips ein-
bezogen.
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Stelle orthogonal zu % sind, existiert eine Isometrie o mit® (6’ A)|, = B, .

Indem man die Weltlinien der fundamentalen Beobachter parametrisiert, erhélt man
eine einheitliche Koordinatisierung der Untermannigfaltigkeiten ¥, aller Weltpunkte
gleicher kosmischer Zeit t. Aufgrund der geforderten Symmetriecigenschaften sind
die Komponenten bzgl. der einheitlichen Koordinatisierung fiir alle Einschriankungen
der Metrik g des Universums M auf ¥; bis auf einen t-abhéngigen Faktor gleich.

Man kann zeigen, dafl zu jeder isotropen dreidimensionalen RIEMANNschen
Mannigfaltigkeit mit der Metrik A in der Umgebung jeden Punktes lokale Koordi-
naten

existieren, bzgl. derer

A 2/1 0 0
(hjk(r,z(},go)> = (T%) 8 r2 ()
mit geeigneten Konstanten A und
ke {£1,0}
gilt. Mit solchen Koordinaten fiir die ¥, , ergédnzt durch
0

q =ct,

gilt also

R(t)
1+ %TQ

2
) (dr? + r* d” + 1 sin® ¥ de?) (3.1)

Gap dg” dg? = 2 dt? — (

mit einer geeigneten Funktion R(t) > 0, die die zeitliche Inhomogenitéit des Univer-
sums (Expansion, Kontraktion) beschreibt.

Eine Metrik der Form (3.1) bezeichnet man als ROBERTSON-WALKER-Metrik.

Warnung: Die lokale Angabe der Metrik bestimmt noch nicht die globale
Struktur der Mannigfaltigkeit !

Version vom 26. Marz 2009

°Die Tangentialabbildung o' einer Abbildung o der Raum-Zeit in sich ist durch

o’ (dqu(T)> def % (a (q(T))) fiir hinreichend gutartige Kurven ¢(7)

definiert, bildet i.a. also Tangentenvektoren zu ¢ auf Tangentenvektoren zu o(q) ab.
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3.1.2 Kosmologische Rotverschiebung und Horizonte

Seien ¢(t), ¢(t) Weltlinien zweier fundamentaler Beobachter und Ao (t) ihre 3;-Ent-
fernung. Dann folgt aus (3.1)

_ R(@)

Ao(t) = Rito) Ao(to)
und somit

d

EAO’(t) = H(t)Ao(t), (3.2)
wobei

aer 57 R(1)
H(t) = 0 (3.3)

die sog. HUBBLE-‘Konstante’ ist. Bezieht man die Koordinaten r, 1, ¢ von geméafl
(1.47) parametrisierten Null-Geodéten (Weltlinien von Lichtsignalen) auf einund-
dieselbe Untermannigfaltigkeit 3, , so ergeben sich Geodéten dieser Untermannig-
faltigkeit, wie man aus dem entsprechenden Variationsprinzip erkennt. Da Isome-
trien Geodéaten auf Geodaten Abbilden, miissen sich deshalb Licht-Wellenziige, nun
jeweils auf ¥, betrachtet, entsprechend ausdehnen (kosmologische Rotverschie-
bung) oder zusammenzichen (kosmologische Blauverschiebung). Wenn also
ein fundamentaler Beobachter Licht der Wellenldnge Aa.ss zum kosmischen Zeit-
punkt £, aussendet, das zum kosmischen Zeitpunkt tgpmps empfangen wird, so
stellt der empfangende fundamentale Beobachter die Wellenldnge

R(tEmpf )

———— AAuss 3.4
R<tAuss> A ( )

>\Empf -

fest.

Fiir die weiteren Untersuchungen wird die Koordinate

o
P= 1+ % r2
statt r benutzt, mit der gemas (3.1)
a8 2 1,2 2 d02 2 2 .2 2
Gap dg®dq” = = dt” — R*(t) 1= o2 +p (d19 + sin“ ¥ dy ) (3.5)

gilt.
Fiir ‘radiale’ (d.h. ¥ = ¢ = 0) Lichtsignale mit p < 0 gilt dann

R(t)

V1= kp?

dp = —cdt
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und somit

/ﬂl dp /t2 cdt (3.6)
p2 1 - kPQ t1 R(t) .
fiir je zwei Punkte 1,2 der entspr. Weltlinie. Ein zur kosmischen Zeit t; ‘radial’ von

p1 ausgesandtes Lichtsignal kann also den Punkt p = 0 nur dann noch erreichen,
wenn ein entspr. kosmischer Zeitpunkt ¢ > ¢, existiert, fiir den geméf (3.6)

sin'p;  firk=1
p1 fir k=0
sinh™' py  fiir k = —1

/t cdt /”1 dp B
t1 R(t) 0 \/ 1 - kp2
gilt. Im Falle

cdt
——<oo, kef{0 -1
/t>t1 R(t) { }

oder

cdt s
T k=11
/t>t1 R<t> 2

existiert also immer ein maximaler Wert pg = pgr(t1) (Ereignis-Horizont des
Weltpunktes mit p = 0), von dem aus (zu einem kosmischen Zeitpunkt ¢t > t;
ausgesandte) Lichtsignale p = 0 noch erreichen kénnen.

Umgekehrt existiert im Falle

cdt
—— <00, ke{0 -1
/t<t1 R(t) { }

cdt s
A |
/t;h R<t> 2

zu jedem kosmischen Zeitpunkt ¢; ein minimaler Wert pr = pr(t;) (Teilchen--
Horizont), charakterisiert durch

bzw.

/pT dp B / cdt
0o 1—kp? t<ty R(t)

den kein von p = 0 zu irgendeinem kosmischen Zeitpunkt ¢ < t; ausgesandtes Signal
bis zum kosmischen Zeitpunkt ¢; erreichen kann.

Ob tatsdchlich ein Ereignis-Horizont oder ein Teilchen-Horizont oder beides exi-
stiert, hdngt von der Dynamik R(t) des kosmologischen Modells ab, die aus den
Einsteinschen Feldgleichungen zu bestimmen ist.

Version vom 26. Miarz 2009

6Bei entsprechend starker Expansion des Universums riicken fundamentale Beobachter schlief-
lich stets hinter ihre gegenseitigen Ereignis-Horizonte (der Koordinaten-Ursprung p = 0 kann
gemif kosmologischem Prinz willkiirlich gewihlt werden). Die ‘rdumliche’ Ausdehnung physikali-
scher Experimente ist dann prinzipiell begrenzt !
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3.1.3 Auswertung der Feldgleichungen

Fiir den zur ROBERTSON-WALKER-Metrik (3.1) gehorigen EINSTEIN-Tensor (2.35)
gilt

52
s sk fira=p5=0
R2c¢2  R?
Goplct,r, 0, p) h .
96(0757’79@): —E—R—Q—ﬁ fira =0 € {1,2,3} (3.)
« b ) b RCZ R202 R2 - ) )
0 sonst

(Beweis als Ubungsaufgabe E16). Der Energie-Spannungs-Tensor M*? des kos-
mologischen Modells wird konsistenterweise ebenfalls als rdumlich homogen und
isotrop vorausgesetzt und mufl daher von der Form

MoB(ct,r,9,0) = (p(t) +c2p(t)) u(ct,r, 9, o) uP(ct,r, 9, p)

—p(t) gaﬁ(Ctvﬁﬁv 90) U= % )

(3.8)
sein (Beweis als Ubungsaufgabe E17). Es handelt sich also wieder um den
Energie-Spannungstensor einer perfekten Fliissigkeit, wobei nun aber im Gegensatz
zu (2.33) Dichte p und Druck” p von der kosmischen Zeit ¢ (und nicht von der Ko-
ordinate r) abhéngen. Geméa8 (2.42) sind die EINSTEINschen Feldgleichungen (1.55)
damit dquivalent zu den beiden Differentialgleichungen

R’R A, dof STV g
o RR=—p¥2"/ :
S thR-TR 5 PR (3.9)
und . )
2R R k 8wy
TRe e RoMAT AP (310)

Fiir R > 0 ist (3.10) — unter Voraussetzung der sog. FRIEDMANNschen Differen-
tialgleichung (3.9) — dquivalent zu®

8wy

D = c4

pRR*. (3.11)

Ubungsaufgabe E18: Man diskutiere, inwieweit sich (3.11) physikalisch als
Energie-Erhaltungssatz interpretieren 1af3t.

Unter der physikalisch motivierten Voraussetzung

p(t) >0, p(t)>0

Version vom 26. Marz 2009
"Die Berticksichtigung des Druckes p ist wichtig im Hinblick auf die kosmologische Hintergrund-
strahlung; vgl. 3.2.3.
8Die Ableitung der linken Seite von (3.9) stimmt némlich mit dem (—R R?)-fachen der linken
Seite von (3.10) iiberein.
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kann man sich O.B.d.A. bzgl. (3.1) auf Losungen von (3.9)/(3.11) mit

R(t) >0 (3.12)

beschréinken (Beweis als Ubungsaufgabe E19).

Wenn D(t), R(t) Losung von (3.9)/(3.11) zu p(t), p(t) ist, dann ist D(t) = D(—t), R(t) =
R(—t) Losung von (3.9)/(3.11) zu p(t) = p(—t),p(t) = p(—t). Zu jedem kontrahie-
renden Universum existiert also ein entsprechend expandierendes (und umgekehrt);

d.h. es geniigt, den Fall

R(t) >0 (3.13)
zu untersuchen.
SchlieBlich sei noch auf
R
(3.9) «— =c
/Q + A R2 — k
(t2) dR
= / =c(ty—t;) firp=0 (3.14)
R(t1) —I— ARZ) k

hingewiesen.”

3.2 Spezielle Losungen

3.2.1 Masselose kosmologische Modelle
Im Falle 7%’ = 0; d.h. — nach (3.8) — fiir

sind (3.9)/(3.11) dquivalent zu D = 0 und

/R(t1 /1 A R2 —

(vgl. (3.14)). Die Losungen lassen sich dann also wie folgt klassifizieren:

c(ta —t1)

Version vom 26. Méarz 2009
9(3.14) setzt natiirlich voraus, dafl die Wurzel nicht ausgerechnet verschwindet.
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Nr. | A k R(t +to) Anmerkung
1. 0 0 bel. Konst. statisch, flach
2. 0 | -1 ct MILNE-Modell, flach
3./>0] O %\/B/_A exp ( A/3 ct) DE SITTER
4. >0| 1| +/3/A cosh < A/3ct> DE SITTER
50>0]—-1| /3/A sinh ( A/3 ct) DE SITTER
6. <0|—1]+/—3/Asin <\/T/30t) DE SITTER

Fiir die iibrigen Vorzeichenkombinationen des Paares A, k wird die Wurzel imaginér,
so daf3 dazu keine kosmologischen Modelle existieren.

Ubungsaufgabe E20:  Man zeige, daB sich (3.5) fiir das MILNE-Modell (k = —1)
mit 7 statt ¢ ergibt, wenn man im MINKOWSKI-Raum zunéchst rdumliche Polarko-
ordinaten r, ¥, ¢ zusétzlich zur MINKOWSKI-Zeit ¢ (bzgl. eines willkiirlich gewéhlten
Inertialsystems) wéhlt und dann die lokalen Koordinaten

T = ﬁ , P= év(é) (’y(u) o (1 _ <%>2)é>

ct

statt ¢, einfiihrt.! Man diskutiere, inwieweit das Modell mit dem kosmologischen
Prinzip im Einklang steht, wenn man die Galaxien formal als masselos ansieht (vgl.
(Rindler, 1969, §84)).

Auch fiir p # 0 kann man D in (3.9) vernachlissigen wenn R hinreichend gro8
wird. Daher geht ein expandierendes Universum (A > 0 nach o.a. Klassifikation)
asymptotisch stets (lokal) in eines der Modelle 3.-5. iiber, die ihrerseits fir R — oo
ineinander iibergehen. Solche Modelle haben daher stets einen Ereignis-Horizont.

Man kann zeigen (Robertson, 1933, Note D), dafl die vierdimensionale (lokale)
pseudo-RIEMANNsche Struktur, die den Modellen 3.-5. unterliegt, fiir alle drei Mo-
delle — trotz unterschiedlicher k-Werte (vgl. MILNE-Modell) — einunddieselbe ist.'!

Version vom 26. Marz 2009

10Man beachte dazu die Herleitung von (A.3).

"Es handelt sich um Beschréinkungen auf das Hyperboloid (X°)? — (X1)? — (X?)? — (X3)% —
(X*)? — (X®)2 = 2 des 5-dimensionalen MINKOWSKI-Raumes. Nur fiir das 4. Modell wird das
gesamte Hyperboloid ausgefiillt. Fiir die Modelle 3. und 5. existieren also auf jeden Fall Teilchen-
Horizonte.
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3.2.2 Kosmologische Modelle zu staubférmiger Materie

Staubfdérmige Materie meint, dafi (3.8) mit p = 0 gilt. Hier ist (3.11) dquivalent

zu
D = konst.

und die Losungen von (3.9) zu A = 0 lassen sich damit wie folgt klassifizieren:

Nr. || A ] k& t—to=1t(R)—tg Anmerkung
2 3
7.1 0 0 }; EINSTEIN-DE SITTER

/ | R R
8 10| +1 D \D~ 5 FRIEDMANN-EINSTEIN

9.1 01 -1 “—+ —smh \/

Modell 8 1&8t sich auch durch
D D
Rz;(l—cosw) fir ¢t=— (¥ —sin)
(Zykloide) und Modell 9 durch

R:%(cosh@/}—l) fiir t:;i(sinh@b—w)

charakterisieren (Beweis als Ubungsaufgabe E21).

Fiir R — 0 dominiert auch im Falle A # 0 die Konstante D in (3.9), so daf sich
alle Modell mit p = 0 in diesem Grenzfall wie Modell 7 verhalten und folglich stets

einen Teilchen-Horizont haben.

Fiir A # 0 lassen sich die Modelle explizit angeben, wenn k = 0 ist:

Nr. | A |k t—ty=t(R)—tg Anmerkung
10. | >01] 0 % <cosh (\/3_Act> — 1>
11. ]| <0 ] 0 _3—5\ <1 — COS (\/——3Act>>

Im iibrigen diskutiert man die Losungen qualitativ zweckmiéflig anhand der Linien

zu konstantem
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in der (A, R)-Ebene,'? d.h. anhand der Schar von Graphen der Funktionen

3 R2 + ket — 22
AR2(R):C_2 R2 LS .

3.2.3 Kosmologische Modelle zu thermischer Strahlung

Fiir elektromagnetische Strahlung im thermischen Gleichgewicht gilt die Zustands-
gleichung

1
p= gEnergiedichte :

(vel. Gleichung (4.45) von (Liicke, tdst)), d.h. aufgrund der Aquivalenz von Masse
und Energie

_pc
p= 3
Damit wird (3.11) dquivalent zu
PR+ 4pR =0;
d.h.:
p R* = konst. (3.15)
Mit g
A def OTT7Y 4
D= —pR 3.16
32l (3.16)
nimmt (3.9) dann die Form
R2R? A -
S+ kR? — —R' = D = konst. (3.17)
& 3
an. Die Losungen zu A = 0 sind:
Nr. A k R(t - to)
- — 2
12. 0| +1 \/5\/1— (1—ct/\/5)
13.10] 0 (4D)i Vet
~ — 2
14. | 0| -1 \/5\/(1+ct/\/5) 1

Version vom 26. Marz 2009

12Giehe (Rindler, 1969, S. 32 ff).
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Anhang A

Isotrope 3-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeiten

A.1 Spezielle Form des RIEMANN-Tensors

Seien h;;, die kovarianten Komponenten einer isotropen 3-dimensionalen RIEMANN-
schen Mannigfaltigkeit bzgl. der lokalen Koordinaten q',¢%, ¢ . Die Komponenten
des zugehorigen RIEMANN-Tensors seien mit Hj, = bezeichnet. Dann definiert

def
wik = (Hw)jr =

Hi"™ g
eine lineare Abbildung des Raumes der (differentiellen) 2-Formen in sich, die an
jeder Stelle ¢ der Mannigfaltigkeit hinsichtlich des inneren Produktes

(w]) & wy ot

aufgrund der Symmetrieeigenschaft’
Hipim = Himjk

selbstadjungiert ist:
(Hw|w) = (w|Hw) .

Folglich existiert an jeder Stelle ein vollstindiger Satz von Eigenvektoren. Auf-
grund der Isotropie miissen alle Eigenwerte gleich sein;? d.h. die Abbildungsmatrix

(H™) 2

i<k mufB ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein:

H(q)y™ = K(q) 0L &y fir j <k, <m. (A.1)

Version vom 26. Marz 2009
!Siehe Eigenschaften 1., 3. und 4. auf Seite 33.
2Da die 2-Formen einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit eineindeutig Vektorfeldern zugeordnet
sind und im isotropen Falle keine Richtung vor der anderen ausgezeichnet ist.
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Das ist dquivalent zu

H(q)jkim = %K(Q) (hjihgan — hymby)  fiir g,k Lm € {1,2,3} .
Aus den entsprechenden Bianchi-Identitétenfolgt daraus mit hjz; = 0

0= Y hphumVeK

n,j,k zykl. vert.

und somit

0= > K.

n,j,k zykl. vert.

Indem man j = k # n # | = m # j setzt, erkennt man daraus K, = 0 fiir
ne{l,2,3}, dh.
K = const.

RIEMANNsche Mannigfaltigkeiten, deren RIEMANN-Tensor die Form (A.1) mit
konstantem K(q) hat, bezeichnet man als solche konstanter Kriimmung. Die
Kriimmungskonstante K solcher Mannigfaltigkeiten geniigt der Bedingung

3 2rl —|C
K= 2lim M G

T 1—0 3

(A.2)

fiir jede geschlossene Kurve C; , die aus der Menge aller Punkte einer Geodétenflache
besteht, die den metrischen Abstand [ von einem festen Aufpunkt der Flache haben
(Beweis als Ubungsaufgabe E22).

A.2 Prototypen

Eine isotrope RIEMANNsche Mannigfaltigkeit positiver Kriimmung K = R~? ergibt
sich somit durch Einschrinkung des euklidischen R* auf die 3-dimensionale Sphiire
S3 aller z(v, 9, ) mit:

= R cosvy

R cos cos?

R sin sind cos ¢
= Rsiny sind singp

B8 R 8
w N = O
i1l

(Beweis als Ubungsaufgabe E23). Das zugehorige infinitesimale Langenquadrat

1st

42 = R? (CW +sin? ) (d0? + sin? 19dg02)>
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bzw.

d 2
di? = R? ( : _p v + p* (d9* + sin? 19d302)> (A.3)

mit £ = 1, wenn man die Koordinate p = sin ¢ statt ¢ einfiihrt.

Entsprechend ergibt sich eine isotrope RIEMANNsche Mannigfaltigkeit negativer
Kriimmung K = —R~? durch Einschrinkung des mit der negativen MINKOWSKI-
Metrik versehenen R* auf das 3-dimensionale Rotationshyperboloid M7, C V aller
z(1, v, p) mit:
= Rcoshy
= Rsinh cos?
= Rsinh vy sind cos ¢
= Rsinhysinvsing

8 8 8 8

0
1
2
3

(Beweis als Ubungsaufgabe E24). Das zugehérige infinitesimale Lingenquadrat

15t

a2 = R? (ow? +sinh® ) (d? + sin? 19dg02))
und nimmt fiir p = sinh ¢ statt ¥ wiederum die Form (A.3) an; nun allerdings mit
k=-—1.

Fiir k = 0 charakterisiert (A.3) offensichtlich (lokal) eine RIEMANNsche Mannig-
faltigkeit konstanter Kriimmung K = 0 (lokal der euklidische R?).

Da man zeigen kann, dal RIEMANNsche Mannigfaltigkeiten gleicher konstanter
Kriimmung und Dimension lokal stets isomorph sind,?® existieren also zu jeder iso-
tropen 3-dimensionalen RIEMANNschen Mannigfaltigkeit lokale Koordinaten p, v, ¢,
fir die (A.3) mit

ke {£1,0}

gilt, wobei K = kR~2 der Wert der konstanten Kriimmung ist. Durch Ubergang zu
der Koordinate )
T:k—(l—i-\/l—k:pQ)
p
statt p geht (A.3) schlieBlich in

di?

=1 6 (dr® +r* dv” + 7 sin® 9 dp?) (A4)

iiber (Beweis als Ubungsaufgabe E25).
Ubungsaufgabe E26: Man zeige, da8 (A.2) dquivalent zu

12.. wli*—|FA|
K= Thn—p— (A.5)
ist, wenn F; das geodétische Flachenstiick mit dem Rand 0F; = C; bezeichnet.

Version vom 26. Marz 2009

3Siehe z.B. (Noonan und Robertson, 1968, $ 8.10).
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Anhang B

Moderner Formalismus

B.1 AuBere Ableitung

(Tangenten-) Vektorfelder A lassen sich durch die zugehorigen Lie-Ableitungen £ 4 f
von Skalarfeldern f charakterisieren. In lokalen Koordinaten:

(Caf) (g) = A”(q)a%f(q) falls A= (A"} |

Daher identifiziert man lokal jeweils % fiir festes o mit dem Feld der Tangentenvek-
toren an die a-Koordinatenlinien.! Bzgl. der Koordinaten {g*} hat also fiir festes a
das Vektorfeld A(q) = % die konstanten Komponenten A”(q) = d% . Es ist klar, da8

die agy an jeder Stelle ¢ eine Basis des zugehorigen Tangentenvektorraumes 7,(M)

bilden.

Unter einer (dufleren differentiellen) p-Form versteht man ein total an-
tisymmetrisches, kovariantes Tensorfeld p-ter Stufe bzw. die zugehorige Schar p-
linearer Abbildungen

w, : T(M)xTy(M)x... — R

a, (@) AT B2 ..

-----

Wenn f(q) eine 0-Form (also ein Skalarfeld) ist, dann lassen sich die azy f(q) als

Komponenten einer 1-Form auffassen, die man mit d f bezeichnet. Fiir hinr. gutartige
Kurven C = {¢(t)}, gilt also

Ui ) = (50570

(6) = S 7a0). (B.1)

lg=q(t)
Geméif der verallgemeinerten Kettenregel mufl somit stets

of
oq”

df = =—dg" (B.2)

Version vom 26. Marz 2009

n 1.1.2 wurde dieses Vektorfeld mit t, bezeichnet. Vgl. Fuinote 5.
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gelten. Die dg” entsprechen der zu {%} reziproken Basis:
(0% 8 (6%

d.h. fiir festes a hat 6 = dg¢® jeweils die Komponenten 6, = 6 .

Wenn 01, ..., 07 1-Formen sind, dann legt jeweils

p
(0" A A7) (Ar A) S Y sen(m) [0 (A, fiir A, A, € T(M)
TES) p=1
(B.4)
eine p-Form 0'A. . AP fest. Es ist klar, daB sich jede p-Form w nach den A-Produkten
der dg® entwickeln l:8t:?

W = Wap.a, ¢ ®@ ... @dg™

1
= —Way..ap dg® A ... Adg*. (B.5)
p:
Die w gemif3®
of 1
dw & arann dg" Adg™ A ... Adg® (B.6)

zugeordnete (p + 1)-Form dw bezeichnet man als die duflere Ableitung von w.
AufBlere Ableitungen sind besonders wichtig im Hinblick auf den verallgemeinerten

Satz von STOKES: * fauw = fu dw

Hieraus folgt®

ddw =0 fiir jede &uBere Differentialform w . ‘ (B.7)

Version vom 26. Mirz 2009

2Die dg®* A...Adg% sind aber i.a. nicht linear unabhiingig voneinander. Das Tensorprodukt
der 1-Formen ist durch (d¢** ® ... ®dq"?) (Ay,...,A,) def "_1dg® (4;) definiert.

3Man beachte die Konsistenz mit (B.2).

“Beweis als Ubungsaufgabe E27. Hier bedeutet U/ eine hinr. gutart. orientierte Unterman-
nigfaltigkeit beliebiger Dimension. Das Integral einer p-Form w {iber eine hinr. gutart., orientierte,
p-dimensionale Untermannigfaltigkeit G ist definiert durch

def [T 2 ) .
/w = / / (w(q(n,...,Tp))al___%q(ﬁ,...,Tp)al ...q(Tl,...,Tp)aP) dry---drp,
g T11 Tp1

wobei G = {q(71,...,7p) 1 T; € [Tj1,Tj2]} eine beliebige, aber hinr. gutart., Parametrisierung von
G ist, die der Orientierung von G entspricht.
®Man wende den Satz von STOKES 2-fach an: Joory @ = Jopdw = [}, ddw.

(B.7) 148t sich aber auch direkt aus (B.6) ablesen:

1
ddw = = wa, .y, dg” Adgt Adg®t A ... Adg®r .
P——

symm. in p,v antisymm. in pu,v
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B.2 Konnexionsform

E bezeichne das ‘Biindel’ aller Paare (g, {by, ...bs}) von jeweils einem Punkt ¢ der
Raum-Zeit M und einer Basis® {by, ... b3} des zugehérigen Tangentenvektorraumes
T,(M). Man macht E zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, indem man die
lokalen Koordinatensysteme {¢”} von M zu lokalen Koordinaten {¢*,b,"”} von E
erweitert, wobei die (b,”) regulidre Matrizen sind, die jeweils durch

0
oq”
eine Basis von T,(M) kennzeichnen. Fiir jedes ¢ € M ist damit also die zugehori-
ge Faser (Menge aller Basen von T,(M)) durch Elemente der Gruppe GL(4,R)

koordinatisiert. Natiirlich ist aber keine dieser Koordinatisierungen ‘kanonisch’.
Bei Koordinatenwechsel dndert sich die entsprechende Zuordnung

{by,... b3} = (b,") € GL(4,R)

by = by

(B.8)

hinsichtlich der Gruppenmultiplikation”

(9 : h)gé = gvé hgl

geméiB einer linken Gruppenwirkung:®

({qu} — {qw}) — (bgy) - (bgl/> = (6qy/ ba“) . (B,Q)

gt —

Damit ist £ ein Prizipalbiindel mit der Basis M und der Strukturgruppe’
GL(4,R) und die rechte Wirkung

By b (o for ol o)) = (6 {uet})  @©0

dieser Gruppe in den Fasern ist von der Wahl der lokalen Koordinaten {¢"} un-
abhingig.

Die Rolle der CHRISTOFFEL-Symbole stellt sich nun wie folgt dar: Jedem p =
(q,{bn}) € E wird ein linearer Isomorphismus

o, : TgM) — H, CT,(F)

q (qa{bg}) ; 6a:_FZA(Q>ba#qAai¢, (B.11)

Version vom 26. Marz 2009

5Die unterstrichenen Indizes sollen also die Basisvektoren — nicht Komponenten — durch-
numerieren.

"Hier wird also der untere Index als Spaltenindex aufgefait (reine Konventionssache), sonst
entspriche der Koordinatenwechsel einer rechten Gruppenwirkung.

’
8 . _ "o o _ aq” 1%}
Denn: bo = ba” g7 b dq” (bg# a(éu ) Erze

9In den sog. Fichtheorien sind auch andere Strukturgruppen von Interesse.
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im Sinne von (1.42) zugeordnet, wobei die Bedingungen '

O, (@) = Ryo,(4) (B.12)

erfiillt sind, die die Erhaltung linearer Beziehungen zwischen Vektoren bei Parallel-
verschiebung ausdriicken.

Die Elemente von V,, o {(q', {bg}> eT,(E): ¢= 0} nennt man vertikal (zur

Basis M), die von H,, entsprechend horizontal. Wihrend die V), lediglich von E
abhdngen, charakterisieren die H,, die Parallelverschiebung:
Zu jedem p = (q,{b,)) € E und zu jedem ¢ € T,(M) existiert genau ein

(q, {bg}> € H,(E), namlich das in (B.11) angegebene. Diese Eindeutigkeit sowie
die lineare Abhéangigkeit der bg von ¢ folgt bereits aus
T,(E)y=H,&V, (B.13)
und der Definition von Vj,. Die Bedingung (B.12) ist dabei dquivalent zu
Hp,, = R, H,. (B.14)
Den Zerlegungen (B.13) entspricht eine eindeutige Schar linearer Abbildungen

Wy, - T,(E) — V,

P

mit den Eigenschaften!!

wy,(vp) = v, Y, €V, (B.15)
wy, (vp) =0 <= v, € H, (B.16)

und
w|Rgp(R;vp) = R;w|p (v,) Vo, € T,(E). (B.17)

Zu jedem Element v, € T,(FE) existiert offenbar ein eindeutiges Element v, der
Lie-Algebra gl(4,R) von GL(4,R) mit'?

d
Up = E (Rexp(tﬁp)p)ltzo . (B18)

Version vom 26. Miarz 2009
9R} bezeichnet die Tangentialabbildung zu Rg; d.h. wenn v Tangente der Kurve C={pit)) CE

an der Stelle ¢ = 0 ist, so ist R,v die entspr. Tangente der Bildkurve Rgé. Fir v, € T,(F) und
f € C>*(E) bedeutet das:

(RLvp )(Rof) = vp(f);  (ReH)@') & f(Ryp) VD € E.
S~

ETy(E)
HFir jede lineare Abbildung wy, : Tp(E) —V,, die der Bedingung (B.15) geniigt, gilt (B.13),

wenn man H, geméf (B.16) definiert. (B.17) garantiert dabei (B.14).
12Einen Vektor der Form (B.18) bezeichnet man als KILLING- Vektor.
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Wenn wir also die w entsprechende Schar linearer Abbildungen in gl(4,R) mit
w bezeichnen, so erhalten wir schliellich die der Parallelverschiebung entsprechende
Konnexionsform, die den (B.15), (B.16) und (B.17) entsprechenden Bedingungen

w, (1) =B Vup €V (B.19)
@), (vp) =0 <= v, € H, (B.20)
und
Wi, (Rgvp) = Ad(g M@y, (vy) Vv, € T,(E) (B.21)
geniigt.'?

Umgekehrt bestimmt die Konnexionsform den Paralleltransport ldngs einer Kur-
ve C = {q(t)} C M nach folgendem Schema:

Fy(M) = GL(4,R)

E R,C

C

N\

M q

Die {b,(t)} sind genau dann lings C ‘konstant’, wenn die Tangenten an die
Kurve C' = {(¢(t), {ba(t)})} C E alle horizontal, d.h. Elemente von H, gemif

Version vom 26. Miarz 2009

BDie adjungierte Darstellung Ad ist durch

d R d o
Ad(g) 3 exp(t0)),—y = 5 (9 exp(td) g~ ")

[t=0
gegeben. (B.21) folgt somit aus (B.17) und (B.18) gemif

_d

d
t=0  dt T ar (Rg—l exp(tdp)g Rgp)

d
R/ — (Rexp(tﬁp)p)‘ (RgReXp(tﬁp)Rg—l Rgp)

9dt

‘t=0 |t:0 ’



78 ANHANG B. MODERNER FORMALISMUS

(B.20) sind. Aufgrund der Linearitét von ), garantiert (B.19), daB8 zu jedem Tripel
(q(t),{ba(t)},q(t)) genau ein horizontaler Vektor

p(t) = ((8), {bat)}) € Ty frai0))(B)

gehort und somit zu gegebenen Anfangswerten {b, (1)} genau ein horizontaler Lift
C von C existiert. (B.21) garantiert, daf p(t) linear von {b,(t)} abhéngt.

Allgemein versteht man unter einer Konnexionsform iiber E eine differenzier-
bar von p abhéngige Schar linearer Abbildungen @, : T,(E) — gl(4,R) (gl(4,R)-
wertige 1-Form), die den Bedingungen (B.19) und (B.21) geniigt. Unterschiedlichen
Konnexionsformen entsprechen natiirlich unterschiedliche I'7;-Koeffizienten im Sin-
ne von (1.42). Obwohl dann (1.43 i.a. nicht mehr gilt, garantiert der Formalismus
dennoch, dafi der entspr. ‘Paralleltransport’ (langs C = {q(t) : t € [t1,t2]}) Basen
(von Ty,)) in Basen (von Tyq,)) iiberfiihrt, also lineare Unabhéngigkeit erhalt.

B.3 Kriimmungsform

Sei {H,} die zur Konnexionsform @ iiber E gehorige Schar horizontaler Vektorraume
und sei {e;} eine Basis von ¢i(4,R). Sei ferner

p=¢le;

eine beliebige gl(4, R)-wertige p-Form'? {iber E. Dann bezeichnet man als kovari-
ante duflere Ableitung von ¢ die durch

Dy, (u,v, . ..) o d(pfp(f[pu, Hyv,...)e; firu,v,... € T,(E), (B.22)

lf[p o Projektion auf Hj, ,

definierte'® gl(4,R)-wertige (p + 1)-Form D¢ . Speziell O ¥ D& bezeichnet man als
die zu w gehorige Krimmungsform.

Version vom 26. Marz 2009
Die Entwicklungskoeffizienten o7 sind also gewohnliche p-Formen iiber E (nicht M).
15Die Unabhéngigkeit dieser Definition von der speziellen Wahl der Basis {e;} ist offensichtlich.
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