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Vorwort

Ziel dieser Vorlesung ist es, aufbauend auf (Liicke, ein), in die Methoden der
klassischen Mechanik einzufiihren, mit denen Systeme behandelt werden, die Ne-
benbedingungen unterworfen sind. Die Darstellung ist bewuft elementar gehalten,
um die physikalischen Zusammenhénge deutlicher hervorzuheben. Auf die moder-
ne differentialgeometrische Formulierung wird in Anhang A kurz eingegangen. Die
Grundlagen der relativistischen Mechanik werden in Anhang B skizziert.

Warnung: Das vorliegende Skript ist nicht zum Selbststudium gedacht.

Als ergéinzende Lektiire seien hauptséchlich (Arnol’d; 1988) und (José und Saletan, 2000)
empfohlen.

Weitere Literaturempfehlungen: (Abraham und Marsden, 1978; Goldstein, 1972;
Sommerfeld, 1964; Weizel, 1963; Fischer und Kaul, 2003; Dugas, 1955)
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Kapitel 1

Grundlegendes iiber
eingeschriankte Systeme endlich
vieler Massenpunkte

1.1 Formulierung des Hauptproblems

1.1.1 Idealisierte Nebenbedingungen
1.1.1.1 Holonome Nebenbedingungen

Gegeben sei ein System von N Massenpunkten my,..., my, deren Ortsvektoren
entsprechend mit x1,...,xy € R3 bezeichnet seien. Unter einer (gutartigen) Bewe-
gung' dieses Systems verstehen wir dann eine stetig differenzierbare Abbildung

tta) 30— (xa(0), . xw(1)) € R
eines Zeitintervalls [t1, 5] in die N-Tupel der Ortsvektoren des Systems.

Die im Prinzip moglichen Bewegungen seien nun aber durch idealisierte Zusatz-
mechanismen (z.B. masselos Gestange, undehnbare Féden usw.) so eingeschrinkt,
dafl bestimmte Nebenbedingungen stets erfiillt sind. Die mit diesen Nebenbedin-
gungen vertriaglichen Bewegungen seien als erlaubt bezeichnet.

Die Nebenbedingungen nennt man holonom (‘ganz gesetzlich’), falls ein natiirli-
ches [ und (hinreichend gutartige) Funktionen S, ..., S; der Vektoren x, sowie der
Zeit t existieren derart, daf fiir jede Bewegung

B= ((Xl(t),...,XN(t)>,t1,t2> (1.1)

Version vom 26. Marz 2009
Man vergleiche mit dem in Abschnitt 4.2.1 von Math. Meth. d. Phys. eingefithrten Begriff
einfache Parametrisierung.
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gilt:?

B erlaubt <<= 5 (xl(t), . ,XN(t),t> =0

Vit e[ty ts], je{1,...,1}.

(1.2)
Beispiele:

(i) Sphérisches Pendel:

I=1,
def
Si(x,t) = R—|x— x0(t) |.
vorgegeben !

N =2
def
SI(X17X27t) -

= Ri—[x1—x0(1)],
Sa(x1, X2, 1)

Rg— |X2—X1‘ .

IE;
ey

(iii) Modell fiir starren Korper:*

(N — )

- -1
def
= Ry —Ix;—xy
—~
vorgeg.

firl<j<k<6.

Version vom 26. Marz 2009

2Man beachte in diesem Zusammenhang Lemma 3.3.1.

3Fiir N > 4 sind diese Beschriinkungs-Gleichungen nicht unabhiingig voneinander!
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Zur geometrischen Deutung von (1.2):

Eine Gleichung der Form
S(x1,...,Xy,t) = const

bestimmt i.a. eine (nicht notwendig zusammenhingende) t-abhéngige
Hyperfliche® im R3V .

Warnung: Die Hyperflichen kénnen natiirlich entarten.” Im Falle [ = 1 148t sich
z.B. die Beschrinkung von x auf die 23-Achse durch

S(x) X (frl)2 + (:c2)2 =0

ausdriicken.

Nach dem Fundamentalsatz der Integralrechnung gilt

Sj<x1(t),...,XN(t),t>—Sj<X1(t1),...,XN(tl),tl) :/t Sj(xl(t/),...,kN(t’),t’> at

t1
und daher geméaf (1.2):
Si(xi(t), . xnlt),t) =0 Vi€ {1,.1}
B erlaubt <= .
Sj(Xl(t),...,XN(t),t> =0 Vte [tl,tg],j € {1,,[} .

Ausgeschrieben lauten die Beziehungen Sj =0

Sjvo<X1(t), - 7XN(t),t> +) %) Sj,y<x1(t), . ,XN(t),t> =0 (1.3)
- Vi€t b, j€fl,... 1},

wobei:

def
Sj’o(Xl,...,XN,t) = —tSj(Xl,...,XN,t),

Siv(x1,....xn,t) = Vi, 5 (x1,...,xn,1) .

Erinnerung (verallgemeinerte Kettenregel®):

For®.ogw®) S H (00, (0)
d;f lim f(gl(t—FAt),...,gN(t—FAt)) —f(gl(t),...,gN(t))

At—0 At

al 0
= Zg”(t)ff(fl""’EN)kl:gl(t) ..... En=an(t)
v=1 v

Version vom 26. Mirz 2009

4Vgl. Aquipotentialfiichen.

5Sie kénnen sich sogar spalten, wie das Beispiel S(x) = (22)? — (z1)*8(2!) = 0 zeigt.
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Eine Bewegung (1.1) ist also geméf} (1.2) genau dann erlaubt, wenn die Bedingungen
(1.3) und

Sj<xl(t1), L ,XN(tl),h) —0 Vje{l,....0} (1.5)

erfiillt sind.”

Nebenbedingungen nennt man skleronom (‘starr gesetzlich’), wenn sie (wie
z.B. beim Modell fiir den starren Korper) nicht explizit von der Zeit abhéngen
und wenn jedes Verharren in einer erlaubten Anfangsposition eine erlaubte ‘Bewe-
gung’ ist. Andernfalls (wie z.B. beim Pendel oder Doppelpendel mit zeitabhédngigem
Aufhéngepunkt x((¢)) nennt man die Nebenbedingungen rheonom (‘fliefend ge-
setzlich’).

Die holonomen Nebenbedingungen (1.2) sind also skleronom, wenn sich die S}
so wahlen lassen, dafl mit(1.4)

Sj,O(XI;---7XN7t):O VXl,...,XNER3,tER,jE{1,...,l} (16)
gilt. Aus (1.6) und (1.4) folgt dann automatisch®

0 X .
aSjgy(Xl,...,xN,t) =0 Vxy,...,xy€R3 teR,je{1,...,1} ,ve{l,...,N}.

(1.7)

1.1.1.2 Nicht holonome Nebenbedingungen

Als nicht holonom bezeichnet man natiirlich all diejenigen Nebenbedingungen,
die sich nicht in der Form (1.2) schreiben lassen.

Beispiel: Ersetzt man beim Pendel die Stange durch einen Faden, so ergibt sich
die nicht holonome? Nebenbedingung

0< Sl(x(t),t> <R.

Ahnliche Beispiele:

(i) Ausschlieflliche Betrachtung von ms beim Doppelpendel.

Version vom 26. Marz 2009

5Spezialfall: V(X(t)) =x(t) - grad V (x(1)) .

"Bedingungen der Form (1.5) (oder (1.2)) nennt man geometrisch, solche der Form (1.3)
(unabhéngig davon, ob (1.4) gilt) kinematisch.

8Fiir die im nichsten Abschnitt behandelten nicht holonomen Nebenbedingungen miifite (1.7)
zusitzlich zu (1.6) gefordert werden.

9Bzgl. der einfachen Pendelbewegung tut man natiirlich auch beim Faden so, als ldge die holo-
nome Nebenbedingung S1(x(t),t) = 0 vor.
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(ii) Massenpunkt auf glatte Kugel gesetzt.

Natiirlich ist es nicht moglich die nicht holonomen Nebenbedingungen in ihrer Ge-
samtheit abzuhandeln.

Vereinbarung: Es seien stets nur solche Systeme betrachtet, fiir die sich
die Nebenbedingungen in der Form (1.3)/(1.5) schreiben lassen.'® Dabei
sollen die Bedingungen (1.3) fiir jeden festen Zeitpunkt eine vollsténdi-
ge Charakterisierung der moglichen Momentangeschwindigkeiten darstel-
len.!!

Ohne (1.4) (bzw. abgeschwichte Zusatzbedingung) folgt aus (1.3)/(1.5) nicht all-
gemein die Holonomie der Nebenbedingungen.

Beispiel: Die kinematische Nebenbedingung'?

3 3
2 z°(t) g ()
Bt eos gy s P Sy =0 Vel

die einem am Punkt (z!(¢),22(t)) auf der Ebene in die durch den Polarwinkel
3

e t .
o(t) def v () gegebene Richtung (oder entgegengesetzt dazu) rollendem
Einh. v. 23

Rad'® entspricht, 16t sich durch keine Wahl von (1.5) zu einem System holonomer
Nebenbedingungen ergiinzen.*

Auch im allgemeinen Falle sind die durch (1.3)/(1.5) beschriebenen Nebenbe-
dingungen genau dann skleronom, wenn die erlaubten Anfangspositionen nicht von
der Zeit abhéngen und sich die Sjy und S;; so wéhlen lassen, dafl die Bedingungen
(1.6),(1.7) erfiillt sind.

1.1.1.3 Virtuelle Verriickungen

Sei (xl (t1),... ,XN(t1)> eine erlaubte Anfangsposition zum Zeitpunkt ¢; . Dann ver-
steht man unter einer virtuellen Verriickung (dieser Anfangsposition) eine (ge-

dachte) Verschiebung léngs eines, von <X1(t1), e ,XN(t1)> ausgehenden, einfachen

Version vom 26. Marz 2009

Dabei muf fiir die kinematischen Nebenbedingungen (1.3) nicht unbedingt (1.4) gelten. Die
geometrischen Bedingungen (1.5) werden iiblicherweise stillschweigend vorausgesetzt.

1 Ohne diese Zusatzannahme konnen sich Schwierigkeiten beim Abzihlen der Freiheitsgrade
(siche Schlufl von 1.1.1.3) oder bei der Anwendung des D’ ALEMBERTschen Prinzips (siche 1.1.2.3)
ergeben.

12Vgl. (Hamel, 1967, Nr. 37)

13Bzgl. einer vollstindigeren Beschreibung des rollenden Rades siehe z.B. (Sommerfeld, 1964,
Ubungsaufgabe I1.1.) und (Neimark und Fufacv, 1972, Kap. II, § 2).

11Sjehe Ubungsaufgabe 8.
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Kurvenstiicks Cyiry im R | die durch eine erlaubte Bewegung (1.1) im Grenzfall un-
endlich grofier Geschwindigkeit realisierbar ist. GemaB (1.3) bedeutet letzteres fiir
jede einfache Parametrisierung'®

((yl(s), . ,yN(s)>,51,32>

von Cyirt

Zyy(s) : Sjjy(yl(s),...,y]\;(s),tl) =0 Vsels,s),je{l,....01}. (1.8)

Wenn man sich nur fiir die virtuellen Anfangsgeschwindigkeiten y, (s),_, interes-
siert, spricht man von infinitesimalen virtuellen Verriickungen, die formal
durch die

5%,(12) = §,(5),,_., s (19)

gegeben und dementsprechend durch
N
S 6%, (1) S5 <x1(t1), . ,XN(tl),t1> —0 Vjie{l,... 0} (1.10)
v=1

eindeutig charakterisiert sind.'®

Beispiel (bewegte Schiefe Ebene):

Ebene z.7t. t Ebene z.7Zt. t + dt

Die maximale Anzahl linear unabhéingiger N-Tupel <5X1(t1), . ,5XN(t1)> , fir

die (1.10) gilt (zu vorgegebenem ¢; und mit der in 1.1.1.2 getroffenen Vereinbarung),
bezeichnet man als die Zahl der Freiheitsgrade im Unendlichkleinen. Wenn
alle Bedingungen in (1.10) voneinander unabhéngig sind, dann ist also die Zahl
dieser Freiheitsgrade 3N —[.

Version vom 26. Miarz 2009

S Dabei gilt

(yi(s1),-- - yn(s2)) = (x1(t1), ..., xn (1)) .

6Hier wird (1.4) nicht vorausgesetzt.
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1.1.2 Zwangskrifte und eingeprigte Krifte
1.1.2.1 Klassifizierung

Bei den Einzelkriften, die auf das System wirken, handelt es sich jeweils entweder
um ‘eingeprigte Krifte” oder um Zwangskrifte.

Diese Unterscheidung 148t sich nicht mathematisch prézisieren, sondern verlangt
physikalische Einsicht.

Die Zwangskrdéfte sind diejenigen minimalen'” Kriifte, die der Beschrinkungs-
mechanismus (Stangen, Faden usw.) auf das System ausiibt, ‘um die Einhaltung der
Nebenbedingungen zu erzwingen’.

Alle {ibrigen auf das System einwirkenden Kréfte bezeichnet man als einge-
prigte Krifte.

Die Abhéngigkeit der eingeprigten Krifte vom momentanten Bewegungszu-
stand wird im mathematischen Formalismus der klassischen Mechanik als bekannt
vorausgesetzt. Diese Krifte hidngen in typischen Féllen von physikalischen Kon-
stanten (Schwerebeschleunigung, elektrische Ladung, Reibungskoeffizient usw.) ab.

Die Zwangskriafte sind dagegen i.d. Regel zunéchst unbekannt. Sie hdngen —
abgesehen von den eingepriagten Kréften, durch die sie induziert werden, den m,,
und ihren Geschwindigkeiten — nur von den Nebenbedingungen ab.

1.1.2.2 Beispiele
(i) Pendel:

Stange masselos!

Eine zusétzliche Reibungskraft (z.B. Luftwiderstand) wére hier
als eingeprigte Kraft aufzufassen!

Version vom 26. Marz 2009
1"Was hier mit ‘minimal’ gemeint ist, wird in Abschnitt 1.1.2.3 erklért (siehe insbesondere Fuf-
note 21).
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(ii) Schiefe Ebene mit Gleitreibung:'®

Obwohl die Reibungskraft Fg hier (hauptséchlich) vom Beschrank-
ungsmechanismus (Unterlage) hervorgerufen wird, ist sie auch hier
als eingeprigte Kraft aufzufassen (Abhéngigkeit vom Reibungsko-
effizienten p).

(iii) Modell fiir rollenden Zylinder:

Solange rollende Bewegung vorliegt (holonome Nebenbedingung),
tragt die Haftreibung zur Zwangskraft Fy, bei,'? die die Unter-
lage auf den berithrenden Massenpunkt ausiibt.

Grund: Die Haftreibung sorgt fiir Einhaltung der Rollbewegung und
héngt von keiner physikalischen Konstanten direkt ab.

1.1.2.3 D’ALEMBERTsches Prinzip

Die Bewegungsgleichungen des Systems sind natiirlich die NEWTONschen:

mX, (t) = F;(t) + FU(1),

Version vom 26. Marz 2009
18Vgl. (Hamel, 1967, Nr. 31)
9Giche Ubungsaufgabe 7.

(1.11)
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wobei:
£
m, = Masse des v-ten Massenpunktes

Fe (1) def Vektorsumme aller eingeprigten Krifte,
v die zur Zeit t auf m, wirken,

FZ(1) def Vektorsumme aller Zwangskrifte ,
v die zur Zeit t auf m, wirken .

Wihrend die F¢(t) als bekannt?® vorausgesetzt werden, weil man von den FZ(t)
zunéchst nur, daf sie die Einhaltung der Nebenbedingungen (1.3) erzwingen. Um
die F%(t) eindeutig festzulegen, ist ein Zusatzkriterium notwendig:

Man fordert, daf§ die Zwangskriifte in dem Sinne minimal®' sind, ‘dafl sie bei
infinitesimalen virtuellen Verriickungen insgesamt keine Arbeit verrichten’. Konkret
ist damit gemeint, daf fiir die in 1.1.1.3 betrachteten y,(s)

N

> Fit) - yu(s).., =0 (1.12)

v=1

gilt. Im Sinne von (1.9) teilen wir das formal durch

3 F (1) - 6%,(t) =0 (1.13)

mit, wobei fiir die dx,(¢;) stillschweigend stets (1.10) vorausgesetzt wird.*? Bedin-
gung (1.13) (genauer: (1.12)) ist die naheliegende Verallgemeinerung der Bedingung,
daB Fz beim Pendel parallel zur Pendelstange bzw. bei der schiefen Ebene®® senk-
recht zur Ebene zeigt.?*

Version vom 26. Marz 2009

20In der Regel als Funktionen von x,(t), %, (¢) und t.

2IMan kann zeigen, daf die Nebenbedingungen die zu allen (61, ...,dxy) orthogonale Kompo-
nente von (F%, ce FJZV) eindeutig festlegen. Daher wiihlt (1.13) die Zusitzkriifte FZ zur Einhaltung
der Nebenbedingungen aus, fiir die Ziv:l |F1Z,|2 minimal ist.

%2Da t; in 1.1.1.3 beliebig vorgegeben war, wird (1.13) natiirlich fiir alle ¢; € R gefordert.

ZDie Pendelaufhéingung (der masselosen Pendelstange) bzw. die schiefe Ebene (mit konstanter
Flidchennormalen) diirfen beliebig bewegt sein!

24Eine entsprechend anschauliche Interpretation von (1.13) fiir das Modell eines rollenden Zy-
linders ist wohl kaum moglich.
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Beispiel (x((t) vorgegeben):

Hier gilt®

RQ 5X1(t) == —R1 5X2 (t) s
0 = 0x(t) - <x1 (t) — xo(t)>

(1.10) <

und daher

(1.13) <= 0= (R F4t)— RyF4(t)) - oxs(t) Voxy(t) L (xl(t) - xo(t)>
x4 (t) — Xo(t)
1x1(t) = xo(t)]

= Gesamtdrehmoment der Zwangskrifte (bzgl. x((t))

— 0= x (RiFi(t) — R F5(t))

J/

v~

obwohl die ‘virtuelle Arbeit’ der Einzelkrafte i.a. von Null verschieden
ist!

Aus (1.13) folgt unmittelbar das

Prinzip von D’ ALEMBERT:
N

(L11),(L10) = 0= (m,%,(t) = F5(t)) - 6x,(t).

v=1

(1.14)

In der Praxis legt das D’ ALEMBERTsche Prinzip (nicht dagegen (1.13) ohne (1.11))
in Kombination mit den Nebenbedingungen (1.3) bereits den Bewegungsablauf zu
vorgegebenen F¢(t) und erlaubten Anfangsbedingungen fest. Die F%(t) ergeben sich
dann aus den NEwWTONschen Gleichungen (1.11).

Version vom 26. Marz 2009

25In Abschnitt 1.1.3.2 wird dies detailliert begriindet; siehe (1.18).
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Es sei betont, dal das D’ ALEMBERTsche Prinzip nicht beweisbar ist, sondern
diejenigen Systeme kennzeichnet, die sich mit den {iblichen Methoden der Theoreti-
schen Mechanik behandeln lassen!

Es bleibt dem Geschick des Physikers iiberlassen, das jeweilige System so einzu-
grenzen und die Einteilung in eingepragte Krifte und Zwangskréfte so vorzunehmen,
daB (1.14) gilt.

Beim ebenen Pendel mit schwerer Stange

Drehp.
Xo(t)

gibt es z.B. folgende Moglichkeiten:?%

(i) Man behandelt die vom Beschrankungsmechanismus zusétzlich auf m riick-
wirkenden Trigheitskréfte als eingepriagte Kréfte.

(ii) Man betrachtet das Gesamtsystem Stange+Massenpunkt approximativ als Sy-
stem von Massenpunkten, deren Absténde sich nicht &ndern:

Mg USW.
mo
my

Als Spezialfall des D’ ALEMBERTschen Prinzips ergibt sich eine Gleichgewichtsbe-
dingung, das sog.

Prinzip der virtuellen Arbeit:*

%,(t) =0 Yve{l,...,N},
(1.11), (1.10)

} = 0= F(t)-ox,(t). (1.15)

Version vom 26. Marz 2009

20Fiir die Wahl (i) hiingen die ‘eingepriigten Krifte’ dann allerdings von der Beschleunigung
des Massenpunktes ab. Fiir die (Standard-) Wahl (ii) 148t sich der Grenzfall unendlich vieler
Massenpunkte (ausgedehnter starrer Korper) leicht im LAGRANGE-Formalismus (siche Abschnitt
1.2) behandeln.
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1.1.3 Das Grundproblem

1.1.3.1 Zusammenfassung

Man betrachtet Systeme von N Massenpunkten mit Ortsvektoren x;(t), ..., xy(%),
die Nebenbedingungen der Form

N
Sjodt+Y 8;,-dx, =0 Vje(1,...,0])

v=1

(genauer siehe (1.3), (1.5) und FuBnote 11) geniigen.
Die Krifte, die auf die Massenpunkte wirken, teilt man so in eingepragte Kréfte
F¢(t) und in Zwangskriifte F%(t) auf, dal das D’ALEMBERTsche Prinzip

N

N
(ZSM.(SXV:O Vje{l,...,l}> — Z(myi‘cy—Fﬁ)-éxV:O.
v=1

v=1

fiir den tatsichlichen Bewegungsablauf gilt.?®

Man hofft, daf3 die Nebenbedingungen zusammen mit dem D’ALEMBERTschen
Prinzip — bei bekannten F¢(t)= F¢ (x,(t),%,(t),t) und erlaubten Anfangsbedin-
gungen — auf Bewegungsgleichungen (siche 1.2.2.2) fiihren, die eindeutig losbar®’
sind.

Die FZ(t) lassen sich dann (fiir die jeweilige Losung der Bewegungsgleichungen)
aus den NEwWTONschen Gleichungen

m, %, = FS + FZ

(vgl. (1.11)) bestimmen. Dafiir gilt dann automatisch®

N N
(Zsj,u-éxuzo vye{l,...,z}) —  SFox, =0

v=1 v=1

Version vom 26. Marz 2009
2"Fiir rheonome Systeme ist die Voraussetzung

%,()=0 Yve(l,...,N)

i.a. allerdings nicht erfiillbar.

28Vgl. (1.10) und (1.14).

Fiir (hinreichend gutartige) holonome Systeme wird die eindeutige Losbarkeit der Bewegungs-
gleichungen in 3.1.2.2 gezeigt (siehe auch Ubungsaufgabe 20).

30Vgl. (1.12) und (1.13).
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1.1.3.2 Beispiel (wie zu (1.13))

Die Nebenbedingungen sind:

x1(t) — xo(t)

Xg(t) — Xo(t) = —R2

7 ;
Dem entspricht (1.2) mit:
N=2, [=4,
Sj(x1,%2,t) = (2] — xé(t)) Ry + (:1cj2 - x{)(t)) Ry firj=1,2,3,
Sa(x1,X2,t) = Ra? =[x = xo(t)]” .
Mit (1.4) folgt daraus
) = —(Ri+Ry)dd(t) fiirj=1,2,3,
Stolxi,%2,1) = 2%0() (x1 = %0(1))
) = xR fir j=1,2,3,
) = oy fir j =1,2,3,

) = —2(x1—xo(t)>,
Sia(x1,%2,t) = 0

und damit lauten die kinematischen Nebenbedingungen (1.3):

—(R1+R2)5{th+R2dX1+R1dX2 = 0,

_ (1.17)
Xpo - (Xl —Xo)dt— (Xl —XQ) 'dX1 = 0.
Die infinitesimalen virtuellen Verriickungen (1.10) sind durch
R25X1 +R1(5X2 = 0,
(1.18)

(Xl —XQ) '(5X1 =0
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charakterisiert und das D‘ALEMBERTsche Prinzip lautet hier:

(x1 —X0) - 0x1 =0 = 0= (mlkl —F{ - g—i (moXy — FS)) - 0% . (1.19)
Mit
£(t) = x,(t) — xo(t) (1.20)
wird (1.17) dquivalent zu
: . Ry
X = X0 = —p&s (1.21)

£-€ =0

und das D‘ALEMBERTsche Prinzip dquivalent zu

. . . Ry, (R)\> . Ry .
£0x1=0 = 0= m&+mxo—F{+=—F+ =) mo&— = maXg |-0x1,
Ry Ry Ry

d.h. zu: )
£.0%x; =0 — <u£—F>-5x1:O, )
bei: def . Ry ?
wobei: g = my R M2 (1.22)
def RQ RQ ..
F o ope2pe (o2 .
1 R 2 <m1 R m2) Xo )

Anmerkung: An dieser Stelle sollte man sich z.B. von der Richtigkeit folgender
Aussagen iiberzeugen:

Die physikalischen Dimension stimmen.

Die Numerierung der Massenpunkte spielt keine Rolle.

e Im Grenzfall Ry — 0 ergeben sich die Gleichungen fiir das einfache Pendel.

Auch im Spezialfall mo = 0, F§ = 0 ergeben sich die Gleichungen fiir das
einfache Pendel.

Das Problem (entspr. 1.1.3.1) ist also:
Was folgt aus (1.21) und (1.22) fiir erlaubte Anfangsbedingungen?

Fiir erlaubte Anfangsbedingungen ist (1.21) dquivalent zu (1.16).*! Damit lautet
dieses Problem:

Was folgt aus (1.16) und (1.22) fiir £(¢) geméf Definition (1.20), bei
vorgegebenem x¢(t) 7

Version vom 26. Mirz 2009

31D.h.: (1.21) <= ((1.16) fiir t =t = (1.16) V¢t € R).
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Das untersucht man zweckméfligerweise in Kugelkoordinaten bzgl. x; :

53
P RS ¢2

9N T

Xo ) ¢l

¢ sin ¥ cos ¢ 9 cos ) cos ¢
er:R—: sind sing | egz%erz cost sing |,
! cos —sind
1 0 —sinp
e, = —e, = oS
7 sind Oy 0 7

Anmerkung: Die Richtungen der &/-Achsen sind zeitlich konstant. (e,, ey, e,) ist
eine (von den Kugelkoordinaten r, 1, ¢ abhéngige) rechtshiindige Orthonormalbasis;
vgl. Abschn. 4.3.2 von (Liicke, ein).

Die einzige Einschrankung an 0x; geméf (1.18) ist
e.-0x; =0.
Mit (1.22) und (1.16) ergeben sich daraus die Bewegungsgleichungen®
(WRi&, —F)-eg=0, (phi& —F)-e,=0 (1.23)

(fiir 9(t), p(t)). Um die eindeutige Losbarkeit von (1.23) zu erkennen, wollen wir
diese Gleichungen explizit ausschreiben. Dazu beachten wir zunéchst, dafl die Be-
ziehungen

. .o, .0 : .
er:ﬁ%er+¢%er:ﬁeg+gpsmﬁe@,
é}:ﬂeg—i-(gb sind 4+ v cosﬁ) e, +vey+ psinde,,
€, €y =—€,-ey = cost.
und damit .
€ -ey=1—@?sind cosV,
é}-e¢:¢sinﬂ+2¢1§ cos v

Version vom 26. Marz 2009

32Die Losungen von (1.23) erfiillen natiirlich (1.17) und (1.19).
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gelten. Nach Multiplikation mit R; lauten also die Bewegungsgleichungen (1.23)
explizit:?

(R?my + R3ms) (19 — ? sin? cos 19)

= (R1F§ — Ry F§ — (Rimq — Rymy) Xo) - €y,
(1.24)

(R¥my + R3my) ((ﬁ sin®d + 20 00319)

= (R F{ — RyF§ — (Rymy — Rama) Xg) - e, .

Dies sind zwei gutartige, gekoppelte, gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ord-
nung. Geméf Kap. 5 von (Liicke, ein) kénnen wir also schlieflen:

Das Anfangswertproblem besitzt eine eindeutige Losung.

Anmerkungen:

(i) Entsprechend (1.24) lauten also die Bewegungsgleichungen fiir das
einfache sphérische Pendel (Ry =0, my =m, F{ =F):

mR(ﬁ'—gbz sinﬁcosﬁ) = (F—mx%g)-ey,
mR(gbsinﬁ—i—ng%?cosﬁ) = (F—mXg)-e,.

X0 ——”’:’—:S—O\\

Gewohnlich wird nur der Spezialfall
D=mj2, (F-m) e, = [(¢)

behandelt, fiir den dann

mR ¢ = f(p)
gilt.
. Ry . :
(ii) Im Falle m; = maq = hat nach (1.24) die Bewegungsgleichung des
1
Aufhidngepunktes plausiblerweise keinen Einflufl auf &(t) .

Version vom 26. Marz 2009
33Man mache die iiblichen Proben. Z.B. mufl der Austausch der Indizes 1,2 der Ersetzung von
¥ durch m — ¢ entsprechen.



file:ein.pdf#ein-S3.1

1.2. LAGRANGE-FORMALISMUS 23

(iii) Hétte man die Nebenbedingung in der Form (1.2) mit [ = 3 und

S (x1, %2, 1) € R2 — |x; — xo(t)* fiir j = 1,2,
ef
Sz (X1, X, t) < (Ry + Ro)® — |x1 — %o
geschrieben, hétte sich fiir (1.10)

(x, —X¢) - 0%, =0 firv=12,

(x1 — Xa) - (0x1 — dx3) =0

statt (1.24) ergeben. Das wire aber offensichtlich keine vollsténdige
Charakterisierung der infinitesimalen virtuellen Verriickungen (z.B.
R
wiirde nicht dxy = —ﬁéxl folgen).
1
(iv) Ein systematisches Verfahren zur Auswertung von Nebenbedingun-
gen und D’ ALEMBERTschem Prinzip wird in Abschn. 1.2 entwickelt.

1.2 LAGRANGE-Formalismus

1.2.1 Generalisierte Koordinaten

Vorbemerkung: Die im folgenden benutzten generalisierten Koordina-
ten sind in der Regel nicht global definiert. Gleichungen mit generalisier-
ten Koordinaten haben daher in aller Regel nur lokale Giiltigkeit. Diese
Problematik soll hier aber nicht thematisiert werden.**

1.2.1.1 Allgemeine Beschreibung

Fiir jedes t € R seien
ql(xl,...,xN,t),...,q"(xl,...,xN,t)

(hinreichend gutartige) Funktionen iiber einer offenen® Teilmenge D,(t) des R3V |
die (lokal) alle zum jeweiligen Zeitpunkt ¢ erlaubten Ortskonfigurationen umfaflt.
Dann bezeichnet man die ¢!,...,q¢" als generalisierte Koordinaten des be-
trachteten Systems, falls (hinreichend gutartige) Funktionen

Xl(qlw"aqnat)a"'7XN<q17"'7qn7t>

Version vom 26. Marz 2009
31Der eigentlich notwendige mathematische Formalismus wird in Anhang A beschrieben.
35Siehe Funote 1 von Anhang A.
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qV:qy(Xlw"aXNat)

— x, = x,(¢",

Vved{l,...,
. q"t)

n}
Vved{l,...,N}

(lokal) fiir alle erlaubten Momentan-Ortskonfigurationen

(1.25)

Fiir erlaubte Bewegungen (1.1) ist der Zusammenhang zwischen den generali-

sierten Geschwindigkeiten ¢ und den gewohnlichen Geschwindigkeiten durch

. g
§'(t) = (aq (X1,...,XnN, ) Zx“ Vi, q" (X1, ..., XN, t) (1.26)
‘xP:xP(t)
und
<, (1) = 0 x,(q" t) +Z " t) (1.27)
X, x,(q ..., - q", :
ot q", q" q
|qp:qp(i)
gegeben. Somit ist (1.3) fiir (physikalisch) erlaubte Anfangswerte ¢'(to), ..., q"(to)
dquivalent zu:
0= ajp(ql(t)?...,qn(t),t) +Zajy (¢'(t),....q" (1), t) ¢"(t) Vje{l,....1},
v=1
wobei
a’j,U (q17 aqn7t>
def n
:SJO Xl(q17 '7Q7t)a 7XN(Q1>--~7Q t) )
N
S‘U( ) ) n7t7 ) 17 ’ tvt) v 17 ) 7t )
+ ; gw(xalats g ) x( q"0),t) - 5xuldts gt )
CLJ»V (q17 . ) qn7 t)
= 9
def n n n
= Zsj,u (Xl(q yeoon( 7t)7"'7XN<q17-"7q 7t)>t> : aql, ,u(qla - q 7t) .
pn=1
(1.28)
Dafiir schreiben wir auch (Pfaffsche Form):
ajodt+Y a;,dg" =0 Vjie{l,. .. 1}. (1.29)
v=1

Version vom 26. Marz 2009

36Die ¢',...,¢" sollen also den erlaubten Momentanpositionen (xi,
deutig zugeordnet sein.

...XN) € Dy(t) einein-
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Mithilfe der generalisierten Koordinatenfunktionen ¢”(t) lassen sich also die mit den
Nebenbedingungen vertriaglichen Bewegungen vollstiandig durch (1.29) und Anga-
be der erlaubten Anfangspositionen charakterisieren. Dabei charakterisiert (1.29) —
entsprechend der in 1.1.3.2 getroffenen Vereinbarung — jeweils die erlaubten genera-

lisierten Geschwindigkeitskonfigurationen ((jl(t), . ,q%)) zur (erlaubten) genera-

lisierten Ortskonfiguration (ql(t), . ,q”(t)> zum Zeitpunkt ¢ .

Anmerkungen:

(i) Fiir das folgende ist es ohne Belang, ob die a;, von der in (1.28)
angegebenen Form sind.

(ii) In der Praxis bestimmt man geeignete Bedingungsgleichungen (1.29)
direkt am System, nicht erst tiber (1.3).

Wir betrachten nur solche Systeme, fiir die virtuelle Verriickungen die Menge der
erlaubten Momentan-Ortskonfigurationen invariant lassen. Dann folgt aus (1.25)

fiir virtuelle Verriickungen®” x,(t;) — y,(s):
yo(s) =%, (a(s), . qi(s).ta) Vv e {1, N} (1.30)

= ¢(s) = q”(yl(s),...,yN(s),h) Vvedl,....,n}.

Den virtuellen Verriickungen erlaubter Momentanwerte der karthesischen Koordina-
ten entsprechen also eineindeutig virtuelle Verriickungen ¢”(t1) — ¢%(s) der verall-
gemeinerten Koordinaten, wobei der Zusammenhang zwischen den entsprechenden
infinitesimalen virtuellen Verriickungen®® durch

a 0
0%, = quﬂa—q#xy, (1.31)
p=1
N
0q" = Z 0%, - Vi, q” (1.32)
pn=1

gegeben ist. Direkt sind die infinitesimalen virtuellen Verriickungen der generalisier-
ten Koordinaten vollstindig charakterisiert durch:*”

0=> aj, (¢"(t),....q"(t),t) 6q"(t) fir j=1,...,1. (1.33)
v=1

Version vom 26. Marz 2009
3Die y, (s) sind natiirlich entsprechend 1.1.1.3 aufzufassen.

38Entsprechend (1.9) steht dq” (1) formal fiir ¢¥(s;) ds.

3Fiir a;, gemiB (1.28) ist das eine direkte Folge von (1.10) und (1.31)/(1.32).
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Die Nebenbedingungen sind genau dann holonom, wenn sie sich mithilfe der
gewahlten generalisierten Koordinaten in der Form

a; (¢*(t),...,q"(t),t) =0 fiir j=1,...1, und bel. ¢ (1.34)

ausdriicken lassen.

Im Falle 5
ax,,(ql,...,q",t)zo firv=1,...,N

sind die Nebenbedingungen genau dann skleronom, wenn sie sich mithilfe geeigne-
ter a;, durch

> aju (g' (1), ...q" (1) ¢“(t) =0 (1.35)

sowie Angabe der erlaubten Anfangspositionen vollstéindig charakterisieren lassen
und die Menge aller erlaubten Anfangspositionen nicht vom Anfangszeitpunkt ab-
héngt.

Die Mindestzahl n (lokal) benétigter generalisierter Koordinaten bezeichnet man
auch als Zahl der Freiheitsgrade im Endlichen.*’

1.2.1.2 Standardbeispiel
Wir betrachten wieder die gleiche Situation wie in Abschnitt 1.1.3.2.

53

Xl ml

5 2
ﬁn\\Rl /5

X0 LN ¢!

X2 Ry
mso

Hier gilt (1.25) z.B. fiir n = 3 (lokal!) mit:

3 3 t) \
o= d(xy, %, t :alrccos(gc1 il )E 0,7),
q ( 1, X2 ) ’X1_ 0<t)’ ( )
2 24 |
¢ = ¢(x1,%2,t) = arctan ( x} x(l)( ) ) e [—m,+m), (1.36)
|21 — 25(t)]
q3 = ’I”(Xl,XQ,t) = |X1 — Xo(t)| , )

Version vom 26. Miarz 2009
40Fiir holonome Systeme stimmt die Zahl der Freiheitsgrade im Endlichen mit der Zahl der
Freiheitsgrade im Unendlichkleinen iiberein.
41Solange x;(t) — zo(t) nicht ein Vielfaches von es ist.




1.2. LAGRANGE-FORMALISMUS 27

sin ¥ cos ¢ )
x1(r, 0, p,t) = xo(t)+7r | sindsing |,
cos U (1.37)
Ry sin ¥ cos ¢
xo(r,0,0,t) = xo(t) — =7 | sindsing
Ry
cos ¥ )

Die erlaubten Anfangspositionen zur Zeit ¢t = ¢; sind

e
xi(t1) = xo(t1)+ ng )
mit bel. e # 0

)

Xo(t) = Xo(t1) — R2|:%| )
o (1) = 0(t1) € (0,7)
q (t1) =vith) € (U,7), . .
(1) = p(th) € [=7, +7) | reine Konvention
@) =r(t) =Ry . (phys. Einschr.)
Generalisierte Geschwindigkeiten:
M) = (xa(t), x2(t), % (f) ,éz(t% t)(t)
| (136) (%1(t) — %o(t)) - 1 (1) — x0(t)] (1.38)
V(t), o(t) komplizierter.
Gewohnliche Geschwindigkeiten:
xa(t) = ki (9000, (0, 0(0), 00),7(0), 1) ‘
e GRS OEA CORE0) ERIORIO I CIORE0)
() sind (1) (1) e, (V(1), (1))
) = % (V0).00) (). 9(), 60, 7(0).1)
: Ry . . :
13, %00~ 7 (4 (20 00.50.90.60).70).1) ~%0) .
(1.39)
Mit den S; und S;, aus 1.1.3.2 ergibt sich fiir die a;, in (1.28):
ajo(9, 0,7, t) = — (R + Ry)@)(t) + Ry %x{(ﬁ, o, 7, t) + %xé(ﬁ, o, 1, t)
fiir j=1,2,3

aso(V0, 0,1 t) = 2%(t)- (xl(ﬁ,go,r, t) — Xo(t)>

0
_2<X1 (197 @, T, t) - ( )) gxl(ﬂv @, T, t) )
o . .
aj,(0,0,1mt) = Ry a—qum{(ﬁ, o, 1, t) + Ry a—qyx]l(ﬁ,go,r, t) fir j,v=1,2,3,

0
a4,u(197 5T, t) = =2 <X1 (797 w7, t) — Xp (ﬂ) 8(]”

x1 (9, ,r,t) firv=1,23.
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Mit
0 0 , )
gxl (19’ @, t) = §X2 (19’ @, T, t) - XO(t) )
0 Ry 0
Exl (197 w1, t) - _E EXQ (197 ®, T, t) = € (197 90) )
i C(1.40)
%Xl(ﬁa e, T, t) = _R_2 %XQ(ﬁa e, T, t) = 7"819(19,@) )
%Xl (197 w1, t) = _% %XQ (197 @, T, t) = 7 sind elﬂ(ﬁa ()0) J

folgt daraus
—2r firj=4,v=3,
(0,7 1) :{ 0 soné]t.

GeméB (1.28) lauten also die Nebenbedingungen (1.29):
—2r(t)r(t) =0. (1.41)

(1.41) ist direkt als vollstéindige Charakterisierung der erlaubten generalisierten Ge-
schwindigkeiten zum Zeitpunkt ¢ bei gegebenem r(¢) > 0 erkennbar (vgl. Anmerkung
zu (1.29))! Damit ergibt sich als vollstéindige Charakterisierung (1.33) der infinite-
simalen virtuellen Verriickungen der generalisierten Koordinaten:*?

(1.42)

In der (r, 9, p)-Beschreibung erkennt man die Holonomie der Nebenbedingungen
daran, dafl (1.41) fiir erlaubte Anfangskonfigurationen offensichtlich dquivalent zu
(1.34) mit [, = 1 und ay (0, ¢, 7,t) = Ry — r ist.

, 0
Trotzdem™ sind die Nebenbedingungen nur dann skleronom, wenn %y = —x; =

ot

0 .
&Xg = 0 gilt.

Das System hat zwei Freiheitsgrade, da man auch ohne r auskommen kann.

1.2.2 LAGRANGE-Gleichungen
1.2.2.1 Konsequenzen der NEWTONschen Gleichungen

Im Hinblick auf das D’ALEMBERTsche Prinzip ist es von Interesse, dafl aus den
NEwTONschen Gleichungen (1.30) fiir die tatsichliche Bewegung unmittelbar

N
. 0 .
Zlmyxl,-a—qux,,zQu—l—Qg Vpedl,...,n}, (1.43)

Version vom 26. Marz 2009
4259 und §¢ unterliegen also keinen Einschrinkungen.
43Man hitte in der Definition von 9(...) und ¢(...) auch x5 statt xo(t) verwenden kénnen, um
%19 = %(p = 0 zu erreichen!
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folgt, wobei

e def e def
Q= X Fgaxe QU Y FL 5% (1.44)
v=1 v=1

die sog. generalisierten Krdfte sind.

Warnungen:
(i) Die @, haben i.a. nicht mehr die physikalische Dimension einer Kraft.

(ii) Die Zuordnung (F$,... F$) — (Qf,..., Q%) ist i.a. nicht riickein-
deutig.

In der Schreibweise**

def 0

n
f(q17"'7qn7q.17"‘?q.n7t):_ 1""7qn7t)+zqy
v=1

0
T (¢

1 n
aqyf<Q7"'7q 7t>

fiir beliebiges (hinreichend gutartiges) f(q',...,¢",t) gilt allgemein

0 o . d 0 o .
= — — = 1.45
5! = o wapd =gt (1.45)
und somit
. 0 d /. 0 ) d 0
Xu'a_quxl/ = &(XV' ﬁ_qﬂxy >—<Xu'Ea—quxu>
o - o -
(145,77 (145,77

_ 1 ii| |2_i|' |2
2 \dtage T T g )

Mit der kinetischen Energie

T(q0),...a"(0), 3 0), ... d"(0), 1)

S s (0. a0, 0,0 | A

2

v=1

Version vom 26. Marz 2009
“Hierdurch ist

garantiert.
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des Systems zum Zeitpunkt ¢ gilt also

d 0 0

N B
1/"1/' v — 1. A T——T. 1.47
;;;7” 9 T Ao ogr (147)

GemaB (1.47) ist (1.43) fiir die tatséchliche Bewegung édquivalent zu

d o P .

1.2.2.2 Auswertung des D’ALEMBERTschen Prinzips

Nach (1.31)/(1.32), (1.44) und (1.47) ergibt sich in generalisierten Koordinaten fiir
die tatsichliche Bewegung folgende dquivalente Formulierung fiir das

Prinzip von D’ALEMBERT:

~(d 9 0 (1.49)
Sl T ) =o0.
2 (g7~ 5T~ %) ot =0

Anmerkung: In Ubereinstimmung mit (1.48) lautet die entspr. Formu-

lierung von (1.13):
D Qude" =0.
pn=1

Da (1.33), d.h.
)1 o'
: =0 firj=1,...,1,,
Qjn oq"
fiir jeden Zeitpunkt eine vollstdndige Charakterisierung der infinitesimalen virtu-
ellen Verriickungen (d¢', ..., dq") darstellt (nach Vereinbarung in 1.1.3.2), ist (1.49)
aquivalent zu folgender Aussage:

Fiir die tatsidchliche Bewegung steht
d 0 0 e
apgl — gl — Q1
: (1.50)

d 0 pm_ 0 _ e
dt aq'nT aan @
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(in R™) zu jedem Zeitpunkt senkrecht auf all denjenigen Vektoren, die
senkrecht auf allen Vektoren

stehen.

Ajn

Aquivalent dazu ist die Aussage:

(1.51)

(1.50) ist zu jedem Zeitpunkt eine Linearkombination der Vektoren (1.51).

Daraus folgt:

Das D’ ALEMBERTsche Prinzip ist dquivalent zu folgender Aussage:

Zum tatséchlichen Bewegungsablauf des Systems existieren sog.
LAGRANGE-Parameter (i.a. nicht eindeutig), d.h. Funktionen

Ai(1), ..., A, () mit:
d 0 B &

Aus (1.52) und (1.48) folgt sofort*

Iy
QlZL:Z)\jaM VME{L,W,}
j=1

Die Gleichungen (1.52) bezeichnet man als

e LAGRANGE-Gleichungen I. Art:

falls n = 3N und nicht alle a;, =0,

e LAGRANGE-Gleichungen II. Art:

falls alle a;, =0

e LAGRANGE-Gleichungen vom gemischten Typ: sonst.

Version vom 26. Marz 2009

(n = Zahl der Freiheitsgrade) ,

(1.52)

(1.53)

45Die Dimension des Vektorraumes der Zwangskrifte wichst mit der Zahl der Nebenbedin-

gungen.
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Anmerkungen:

(i) Samtliche LAGRANGE-Gleichungen zum vorgegebenen Problem
(System + eingeprigte Krifte) sind — sofern die entspr. generali-
sierten Koordinaten existieren — fiir erlaubte Bewegungen of-
fensichtlich dquivalent.

(ii) Fiir die LAGRANGE-Gleichungen II. Art (n gewohnliche Differen-
tialgleichungen fiir n unbekannte Funktionen ¢'(t),...,¢"(t)) 148t
sich relativ leicht zeigen (Ubungsaufgabe 20), daB das zugehorige
Anfangswertproblem lokal eindeutig 16sbar ist, falls

F(t) =F; (ql(t), A (3 I (3 I (A t) hinr. gutartig

firv=1,...,n.

1.2.2.3 Verallgemeinerte Potentiale
Wenn sich die generalisierten Krifte Q% (¢*,...,q", ¢, ..., ¢",t) gemiB®

doUu oU
e - SO _ 1.54
@ dt 0¢gv  O0g” ( )
aus einem sog. verallgemeinerten Potential U (¢*,...,q", ¢',...,¢",t) ergeben,

lassen sich die LAGRANGE-Gleichungen (1.52) durch Einfithrung der sog. LAGRANGE-
Funktion

LYT-U (1.55)

Version vom 26. Marz 2009

d
40Fiir beliebiges (hinreichend gutartiges) F(q',...,q",...¢",...,¢",t) bezeichnen wir mit &F
die durch

d I ..
(th>(ql,...,q",...q17...,q” Gt gt
0 . . .
déf EF(QIM"vqnvqlv"'vq t +un7F 7"°7qn7q17"'7qn7t)
+ "“—,F N L L N
Z::lq R dCRRL SUSIRU S
gegebene Funktion von ¢',...,q", ¢, ...,¢", ¢",...,§" und t. Dementsprechend mu8 ein verallge-

meinertes Potential stets von der Form
U(ql)"'7qn7q.17""q'n’t):f 7"'7q t +Zq gl/ 7"'7qn’t)

sein muf, damit die @, nicht von den ¢* abhéngen.
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in der Form

!

d OL oL !

— — — E e 1,..., 1.
1o o Na;, Vve{ n} (1.56)

j=1

schreiben.

(i) U (und somit L) ist nicht eindeutig; denn z.B. ist nach (1.45) mit U

auch U & U + f— mit bel. f(q",...,¢" t) — ein verallgemeinertes
Potential.*"

(ii) Im allgemeinen Falle wird nur ein Teil der eingeprigten Krifte er-
fafit, die iibrigen bleiben dann rechts stehen.

Gewohnlich sucht man zunéchst in karthesischen Koordinaten fiir die eingeprigten

Krifte F (x1,...,Xy,X1,. .., Xy, t) ein verallgemeinertes Potential U (xy, ..., Xy, 1) :
d
F¢ = T (Vi,U) — V., ,U. (1.57)

Dann gilt (1.54) mit

U<q1’“.’qn7q'17“.7qz/’t>

| | | (1.58)
— (xl(ql, . ,q”,t),...,xN(ql,...,q”,ql,...,q”,t),t) .

Beweis: Die Behauptung folgt mit (1.44) aus

i ou - oUu
dt 9¢"  9g”
N
d 0%, ox ox
_ a4 L VLU IV, U r Vi U
Z<dt (8(j” V) oqv dq” ' )
p=1 N——— N~~~
_ 8x,‘: _ iox,‘j
(155, (155, ™
| ox
= S5 Ve, U=V, U)- 2. g
Produktregel de H H 5‘q”
p=1
Beispiele:

Version vom 26. Marz 2009

47Siehe Ubungsaufgabe 23 a).
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(i) Fiir gewohnliche Potentialkrifte gilt
U=U(xy,...,Xpn,t).

Im Falle %U = 0 sind diese Krifte konservativ, d.h. es gilt

T+U=0 fir alle Losungen von (1.56),

falls die Nebenbedingungen skleronom sind*® (Energiesatz; siehe
Schlul von 1.2.2.4).

(ii) Im Falle linearer Abhéngigkeit von den Geschwindigkeiten der Form

N
UXi, .o %nt) ==Y e, Axy,t) - %,
v=1

folgt mit (1.57)
1 .
—F (x1,...,%Xn,1) = —A(x,,%,,t) + Vy, (%, - A(x,,1))

_ —%A(xy,t) — (% Vi) A, 1)
+ny (XV : A(XV7 t))

0 .
EntV;Satz _EA(XW t) +X, X rot A(Xl” t) )

(iii) Der v-te Massenpunkt besitze jeweils die elektrische Ladung e, .
Dann iibt das elektromagnetische Feld

E(x,t) = —grad®(x,t)— %A(X, t),
B(x,t) = rotA(x,t)
— im MKSA-System, Anhang A.3.3 von (Liicke. edyn) — jeweils
die Kraft
F,(x,,%,,1)
=e, E(x,,1) +e x, X B(x,, t)/

~
LoORENTZ-Kraft

=e, (—grad O(x,,t) — %A(x,,,t)) + e, %, X rot A(x,,1)

aus. Nach (ii) gilt also

d
F, = = Vi,U~ VU
Version vom 26. Marz 2009
48Tm Falle rtheonomer Nebenbedingungen gilt die Energieerhaltung i.a. nicht, die Zwangskréfte
konnen Arbeit leisten (siehe Ubungsaufgaben 10 und 26).
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mit

Ui, .. %n,t) = Y6, (D(%y, 1) — %, - A(x, 1)) .

v=1

1.2.2.4 Erhaltungssitze
Die ¢, ..., " seien (von den iiblichen Bereichsfragen abgesehen) uneingeschrinkt*’
und es mogen die LAGRANGE-Gleichungen (1.56), also

d oL 0L

— — =0 Vve(l,... 1.59

dt 0" g ve(l...n), (1.59)
fiir die tatsidchliche Bewegung gelten. Dann bezeichnet man

def 0
P = g (1.60)

fir v € {1,...,n} jeweils als den zu ¢ kamonisch konjugierten Impuls.”

Die v-te generalisierte Koordinate bezeichnet man als zyklisch, falls 8_L =0.
ql/
Damit ergibt sich aus (1.59) unmittelbar folgender

Erhaltungssatz:
(1.61)

q” zyklisch = p, =0 fiir alle Losungen von (1.59).

Warnung: Die Definition z.B. von p; in (1.60) héngt i.a. auch von der Wahl der
2 n
q°,...,q" ab!

Beispiele fiir kanonisch konjugierte Impulse:
(i) Sei

Ulg',....q"t)
N

- V(qlu"'7qn7t) —ZSVA(XV(QI,...,qn,t)7t) 'Xy(qla"'7qn)t)'
v=1

Version vom 26. Marz 2009
49Die Nebenbedingungen (fiir die karthesischen Koordinaten) sind also holonom und n ist die
Zahl der Freiheitsgrade.
50L.a. hat p, natiirlich nicht die physikalische Dimension eines gewdhnlichen Impulses.
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Dann gilt
) a )
=L = muxy—i_eVAxmt e Xy
dq' a&>§¥ ( D8¢
al )
= myX, +e,Ax,, 1) —x,.
@%>§¥ ( D8¢

Falls ein konstanter Vektor e existiert mit
x,(¢" +Ad, ¢ ) =x(q gt + Adte,
dann ist der zu ¢' kanonisch konjugierte Impuls gemé8 (1.60) also

N
P = Z( my X, +e, A(Xl,,t)> ‘e.

=1 Hech. Impuls v. m,

In diesem Falle gilt

0 Yoo o
D DU R i
- \ ,

d 9

(.45, dt 9¢*~"

0
q' ist hier also genau dann zyklisch, wenn —U = 0 gilt.

oq!
(ii) Fiir gleiche U, e wie in (i), aber

0
a—qlxy(ql, g t) =ex (X,,(ql, . ,q",t)—xo(t)> Vve{l,...,N}

Drehachse

-
-

NGt ) = e x (.0 =xa(0)

€, normiert
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gilt entsprechend:

po= i (my % + ey A1) - (&% (5, = xo(1)))
= <2N: <Xl, —Xo(t)) X <m,,5cl, —i—e,,A(Xl,,t))) ‘e.

v=1 -

mech. Drehimp. von m, bzgl. xo(t)

Fiir xo = const. ist hier ¢' genau dann zyklisch, wenn ﬁU =0
. q
(Beweis als Ubungsaufgabe 25).

Aus obigen Beispielen® ergeben sich folgende Spezialfille fiir (1.61):

Satz 1.2.1 (Impulssatz) Fir gegebenes e = const. gelte (1.58) mit
U=U(xy,...,xn,t) =U(x; +e,...,xy +e,t) VEER!.

Dann ist die e-Komponente des (mechanischen) Gesamtimpulses

N
def .
P = g m, X,
v=1

fiir alle Losungungen von (1.59) zeitlich konstant, falls mit (xy, ..., Xy, t) stets auch
(x1+€e,...,xy+Ee,t) fiir beliebiges € € R mit den Nebenbedingungen vertriglich

18t.

Satz 1.2.2 (Drehimpulssatz) Fiir gegebenes e = const. gelte (1.58) mit
U= U(Xl,...,XN,t) = U(D¢eX1,...,D¢eXN,t) VQD S Rl,

wobei:

P def Drehung uwm die e-Achse (durch Py)
?¢ | um den Winkel @ le| (im Rechtsschraubensinn).

Dann ist die e-Komponente des (mechanischen) Gesamtdrehimpulses (bzgl. des ge-
wdhlten Koordinatenursprungs)

N
def .
L = 5 X, X My, X,

v=1
fir alle Losungungen von (1.59) zeitlich konstant, falls mit (xy,...,Xx,t) stets auch

(E@e X1y, Egoe XN, t) fiir bel. ¢ € R eine erlaubte Konfiguration ist.

Version vom 26. Méarz 2009

1Die Nebenbedingungen waren als holonom vorausgesetzt!
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Anmerkung: Eigentlich miifite man fiir Impuls- und Drehimpulssatz die Existenz
obigen Beispielen entsprechender generalisierter Koordinaten zeigen. Das ist (lokal,
aufer am Punkte x; = ... = xx = 0) aber moglich, wenn iiberhaupt uneingeschrink-
te generalisierte (lokale) Koordinaten existieren.

Naheliegende Frage: Was folgt aus®

a 1 -n o
EL((]a’q 7t)_0

fiir die tatséchliche Bewegung?

Antwort: Es folgt

d - OL OL
4, _ ( » »
at Zl T ey U )
' j—
d oL %0,
(1 59) dt 3q”
——
=pv
d .,
Proalktr. & Zl 4 Pv-
Somit gilt fiir die tatsichliche Bewegung
010 — F=0 (1.62)
ot~ B ‘
mit:"?
HES ¢p, L. (1.63)
v=1
Im Falle 5
—x, =0 firv=1,...,N
ot
gilt nach (1.27) und (1.46)
T = au,u(qla s ’qn) quu
v,u=1

Version vom 26. Miarz 2009
52Man beachte, da die Giiltigkeit von %L(ql,...,q",t) = 0 fiir bel. ¢ nicht #quivalent zur
Giiltigkeit von %L(xl7 .o, XN, 1) = 0 fiir bel. ¢ ist!
53Man beachte auch (3.22) und (3.19).
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(0.B.d.A. mit a,,, = a,, ; vgl. Ubungsaufgabe 20) und somit

0
T = 1.64
5L =0 (1.64)

sowie

n i’ O r_or.
Z aql/

(Spezialfall des EULERschen Fundamentalsatzes). Mit (1.63), (1.60) und (1.55) folgt
somit

v=1

H=T+U,
falls: U =U(¢',...,q" t) und (1.65)
%XII:O Vye{l,...,N},

und daraus® mit (1.64) der

Satz 1.2.3 (Energiesatz) Fs gelte (1.58) mit
U(Xl,...,XN,t) = U(Xl,...,XN)

(konservative eingeprigte Krifte!) und die Nebenbedingungen seien skleronom.
Dann® gilt fiir alle Lésungen von (1.59):

H = T+ U = Energie
= const.

Merkregel: (fiir Systeme mit U = U(xy, ..., Xy, t))

(i) Translationsinvarianz des Systems
— Impulserhaltung (fiir Komp. in Transl.-Richtung).

(ii) Drehinvarianz des Systems
— Drehimpulserhaltung (fiir Komp. in Richtung d. Drehachse).

(iii) Zeittranslationsinvarianz
—> Energieerhaltung.

Version vom 26. Mérz 2009

%4 Fiir skleronome Nebenbedingungen kann man nimlich O.B.d.A. %XV =0firv=1,...,N
voraussetzen.

55Man beachte Fuinote 48.
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Anmerkung: Die Ableitung des Energiesatzes und der Erhaltungsgrofien zu zykli-
schen Koordinaten sind Spezialfille eines allgemeineren Prinzips von NOETHER:

Wenn ein (hinreichend gutartig) von ¢ und dem Zusatzparameter o abhingiges
Funktional 7, ;(¢) und Funktionen K (g, ¢,t) sowie R{(q,q,t) existieren mit

Zo,(q) = a(?) (1.66)
Ry (a(t).(0).1) = (iqmw)l 7 (L67)

und
(51 L (qa(t), 4a(t), t)) - % K(q(t), q(t), t) (1.68)

fiir alle (hinreichend gutartigen) Bewegungsabliufe ¢(t), wobei

def
qa(t) =

dann folgt daraus (fiir hinreichend gutartiges 7,..(¢)), da8

a,t(Q) ,

. of oy, - 0 . .
Q(qv q, t) d:f RO (qa q, t) 87(]” L(Qv q, t) - K(qa q, t)

eine Erhaltungsgrofe ist:

o La0.000.0) = (5 g0 (a0 0001) ) =0

Q0,000 1) = 0.

Man kann zeigen,’® daf sich (lokal) jede (hinreichend gutartige) Erhaltungsgrofie auf
diese Weise ergibt (NOETHER-Theorem).

1.2.3 Das LAGRANGE-L6sungsverfahren zum Grundproblem

fiir eingeprigte Kriafte mit verallgemeinertem Poten-
tial

1.2.3.1 Zusammenfassung

Man sucht (lokal) geeignete Funktionen

¢ (x1,...,xn,t) 5 v=1,...,n,
x, (¢ ....¢"t) 5 v=1,...,N,
a'jﬂ/(ql""?qn?t) 7 j:17'-'7lq;V:O,-..,n

derart, dafl fiir erlaubte Momentanpositionen (jeweils lokal) folgende beiden Aus-
sagen gelten:

x, =x,(¢",...,¢",t) Vve{l,...,N}
<~ qy:qy<xla"'7XN7t) VVG{l,,n}

Version vom 26. Marz 2009

6Siehe z.B. (Saletan und Cromer, 1974, Abschn. 3.5.d)).
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(vgl. (1.25)).

o+ aj =0 Yjie{l,... 1}

charakterisiert die erlaubten (4",

,q") vollstéandig .

(vgl. (1.29) und Anmerkung dazu).

Dann sucht man ein verallgemeinertes Potential U mit

d
&V,‘(VU(XM . 7XN7t> — VXVU(Xl, . ,XN,t)

e ¥ ¥ J—
Fé(x1,...,XN,X1,...,XpN,t) =

(vgl. (1.57)) und bestimmt die zugehoérige LAGRANGE-Funktion

L(q17""q q?""qn7t)

N
Zm? g O = U (gl g ), k(g 67 ), )
=1

(vgl. (1.55) und (1.46)) nach Berechnung der

).Cl/(q17"'7q Q7"'7q. t)

d n
:8t l/(q’"'7q t+zq _XI/ a---aC.I?t)'

Die tatséchliche Bewegung ermittelt man schlielich (lokal) durch Losung der
LAGRANGE-Gleichungen

d 0 0
ey S
dt 0¢¥ oq”

firv=1,...,n

(vgl. (1.56)) zur vorgegebenen (erlaubten) Anfangsposition unter Einhaltung der
Nebenbedingung (1.29) mithilfe geeigneter A, (t),..., A, (t) . Die verallgemeiner-
ten Zwangskrifte

ZFM o
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(vgl. (1.44)) ergeben sich dann zu

lq
Z _ E
QV - )\J ajv'/
j=1

(vel. (1.53)).

1.2.3.2 Standardbeispiel

Wir betrachten wieder unser Standardbeispiel entspr. 1.1.3.2 bzw. 1.2.1.2, jetzt fiir
den Spezialfall

xo(t) = 0 fiir alle ¢,
0
Fooo=my| 0| fwrj=12 (1.69)
-9
53
X]_ ml
Ry, =&
iy
X P S ¢l
X9 Ro
mo

Fiir die in 1.2.1.2 gewiihlten generalisierten Koordinaten ¢! = 9, ¢* = ¢, ¢ = r galt:

x; = re (),

< — —&x (1.70)
2 R1 1>
X; = fer+r19eg+rsin19gbe¢,
o I (1.71)
2 = i 1-

Die erlaubten generalisierten Geschwindigkeiten sind fiir jeden Zeitpunkt vollstandig
charakterisiert durch

3
D aj,¢ =0 firj=1,
i (1.72)

{1 fir v =3,
ai, =

0 sonst,
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was ja nichts anderes bedeutet, als 7 = 0. Wegen (1.69) gilt (1.57) mit

Ux1,%2) € mygad + myqad
Mit (1.70) und (1.71) folgt daraus

ma -+ (RQ/R1)2m2

L(’l97 ()07 T,ﬁ,@,fj,t) = 2

(7*2 + 292 492 sin2 0 ¢2>

2 cos

—|m;— —=—m r .
1 R 219

Nach (1.72) lauten die LAGRANGE-Gleichungen (1.56) (vom gemischten Typ):

(1.73)

Ry S 1.74
dt 99 o0 0, (1.74)
doL 0

= _ 2 = 1.
dt 0o  Op 0, (1.75)
doL 0 ’

—_—— = = . 1.
dt or  or A(1.53> @ (1.76)

Diese Gleichungen sind zu erlaubten Anfangsbedingungen so zu losen, dafl die Ne-
benbedingungen erfiillt sind; d.h. daf3

Damit ergibt sich nach (1.73) fiir (1.74) explizit

H (R%ml +R§m2) <1§—gb2 sin cosﬁ) — (Rymy — Rymy) g sind =0,

was wegen (1.69) und ey = . mit der ersten der Gleichungen (1.24) von
—sin v
1.1.3.2 iibereinstimmt.

0
Nach (1.73) ist ¢ eine zyklische Koordinate, d.h. es gilt G_L = 0. Daher
¥
besagt (1.75), daf der zu ¢ kanonisch konjugierte Impuls
def O

= —L = my R +my R3) ¢ sin®d  zeitlich konstant
Pe %) (1.73),(1.77)\( i 2 1) ¢ -

~
=3-Komp. d. Gesamtdrehimp.

ist.”” Wegen (1.69) stimmt das mit der zweiten der Gleichungen (1.24) von 1.2.3.2
iiberein.

Version vom 26. Marz 2009

*Vgl. (1.61), wo a;,, = 0 vorausgesetzt war.
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(1.74), (1.75) und (1.72) (bzw. (1.77)) legen die Bewegung (zu vorgegebenen,
erlaubten Anfangsbedingungen) iiber (1.70) bereits eindeutig fest.

Die Zusatzgleichung (1.76), die aus der Verwendung der iiberfliissigen generali-
sierten Koordinate r resultiert, dient lediglich zu Berechnung der Zwangskraft®®

7, def 7 RQ 7
= Fi——F))-e,.
‘ @ <1.44>( bR 2)

Nach (1.73) und (1.77) liefert (1.76) dafiir:

7 i 2 2 o Ry
Qr=—(Rimi+ —=ms (19 + ©° sin 19)— my; — —mso | g cosv.
R1 Rl

Abschlieflende Bemerkung: Fiir x, # 0 wire die oben beschriebene
Methode umsténdlicher als die in 1.1.3.2 angewandte.”

Version vom 26. Miarz 2009
%8Im Spezialfall Ry = 0 stimmt sie mit der Spannung der Pendelstange iiberein.
59Giehe Ubungsaufgabe 18.




Kapitel 2

Starre Korper

2.1 Kinematik

2.1.1 Allgemeine Beschreibung
2.1.1.1 Raumfestes und korperfestes Koordinatensystem

Wie immer sei ein raumfestes Bezugssystem gewéhlt, d.h. ein Koordinatenursprung
Py und orthogonale Achsenrichtungen entspr. den Einheitsvektoren e;,es, e3. Die
Bewegung eines starren Korpers 148t sich dadurch beschreiben, dafl man am Koérper
selbst einen Koordinatenursprung PJ und orthogonale Achsenrichtungen entspr. den

L . def 55 -
Einheitsvektoren €], e}, €5 markiert und dann xq = PyF, sowie die €], €, e} als
zeitabhéngige Linearkombinationen der ey, e, e3 angibt:

Natiirlich gilt fiir jeden Zeitpunkt ¢

e (t) €
eyt) | =R(t) | e (2.1)
es(t) es

45
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mit einer eindeutigen Drehmatriz R(t). Wir schreiben insbesondere R(t) = Ry ,
falls

e(t) = Dywe; firj=1,2,3

mit dem im Drehimpulssatz (Abschn. 1.2.2.4) eingefithrten Drehoperator ZA?(p(t)
gilt.!

Warnung: Im Gegensatz zu [)(p ist Ry von der Wahl des Orthonormal-
systems {ej, ez, e3} abhingig!

7.B. gilt:
cose sing 0
Rye, = | —sing cosp 0 | . (2.2)
0 0 1

Allgemein stellt der j-te Zeilenvektor der Transformationsmatrix die Komponenten
bzgl. {e;, es, €3} des Bildes von e; dar. Daher:

R R? R}
R=| R} R,” R,> | Matrix fiir Drehspiegelung”
1 2 3
R3 R3 R3 (23)
3 .. .
RFRE — .déf{l fir j =k,
; 7 4 0 sonst.

Die Bewegung des starren Korpers lafit sich also beschreiben durch Angabe des
zeitabhéangigen Translationsvektors xq(t) sowie der zeitabhingigen Drehmatrix R(t) .

Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten x'(t), z%(t), 23(t) bzgl. des raum-
festen Systems und den Koordinaten z''(t), z%(t), 2"(t) des kérperfesten Systems

Version vom 26. Marz 2009

!Man kann zeigen, dafl {D<p: <p€]R3} die Menge aller Drehoperatoren ist

(Fredenhagen, 9798, Satz 4.2); siehe auch Ubungsaufgabe 71.c) zu Math. Meth. d. Phys.
Natiirlich gilt stets Qp p=¢.

2Als Drehspiegelung bezeichnet man eine lineare Transformation, die Orthonormalbasen
stets in Orthonormalbasen iiberfithrt. Als Drehung bezeichnet man eine Drehspiegelung, die
rechtshéndige Basen stets in rechtshéndige Basen iiberfiihrt.
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(passive Koordinatentransformation) ist gegeben durch?

3
S w(t)e; = xolt) + 34 (1)el 1)
j=1 Jj=1
(1) £ () — (1) 24)
< | 2%(t) | = R(@) | 2%(t) — 22(¢)
D\ 2 (t) () — w3 (1)
Beweis:
linke Seite von (2.4)
— Z (xk — xlg) e, = Zm’je;- = = Z x'jRjkek
k=1 j=1 2.0 jik=1
3
= xk—xé’:Zx'jRjk Vke{1,2,3}
3 3%13 3
= "= " R'RF =D RF (" —af) Vie{l,23}
(2.3) j=1 k=1 k=1
<= rechte Seite von (2.4). 1

Fiir einen korperfesten Punkt sind die Koordinaten a'(t), z(t), "3(t)
des momentanen Aufenthaltsortes bzgl. des korperfesten Systems zeitlich
konstant.

Aus (2.4) folgt?

3 3 T
Dy ijej = Zx’jej = t? | =R_p | 2? ] . (2.5)
j=1 j=1 2 x3

(aktive Koordinatentransformation). Der j-te Spaltenvektor der Transformations-

matrix R_, stellt die Komponenten des Bildes von e; unter lip bzgl. {e1, ez, e3}
dar.’

2.1.1.2 Infinitesimale Drehungen

Aufgrund von
R—(T+AT)CU =R awBR =R wR Arw
Version vom 26. Marz 2009

3Hier geht die Orthonormalitiit der Basen wesentlich ein (vgl. Anhang A.1.3 der Math. Meth.
d. Phys. ).

4Man wende die inverse Drehung ﬁ,go auf (2.5) an und vergleiche mit (2.4) fur xg =0.

®Nach dem oben (zur Begriindung von (2.3)) gesagten bedeutet das: R_p = (R+<p)T.
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sieht man leicht, dafl

d
ER*T‘*’ = Jw RfTw == R,Tw Jw (26)
mit
def d
ef (d 5 2.
Jw (dTR Tw)|7—0 ( 7)
und somit®
e - 1 14
Rore = exp (TJu) z; 5 (T) (2.8)

gilt. Man bezeichnet die Matrix J,, als Generator der (Matrix der) infinitesi-
malen Drehung
wadT - ]1 -+ Jw dT .

Entsprechend den Uberlegungen zum Drehimpulssatz (Abschn. 1.2.2.4) folgt aus
(2.5) und (2.7):

xt (wx x)-e w2z® — wia?
Jo |l 2?2 | =| (Wxx)-e | = | Wzt —wla? (2.9)
3 (w X X) - e3 wlz? — 2ot
Fiir J,, ergibt sich daraus explizit
0 —w W 3
Jw = w0 —w! fiir w = Zuﬂej (2.10)
—-w? w0 j=1
und somit”
Jow = W e, + W e, + w3, (2.11)
sowie
def
|:Jej7 Jek] é Jejt]ek. - Jekl]ej
3
= ejude, fir j k=123,
=1 (2.12)

wobei:

falls (7, k,1) gerade Permut. v. (1,2,3)
falls (7, k, ) ungerade Permut. v. (1,2,

sonst .

3),

Version vom 26. Miarz 2009

SR_,w = exp (7Jw) ist die nach Kap. 5 von Math. Meth. d. Phys. eindeutige Losung von (2.6)

zur Anfangsbedingung R_,, = 1.

"Wir iibernehmen (2.10) natiirlich als Definition von Ji, fiir Vektoren w beliebiger physikalischer

Dimension.
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Im Falle

R(t) = J_w R(t)

setzt sich der momentane Bewegungszustand (zur Zeit ¢) des starren Korpers offen-
sichtlich zusammen aus

a) einer Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit x¢(¢) und

b) einer Rotationsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit |w(¢)| im Rechts-
schraubensinn um die Achse in Richtung von®

W(8) Z W' (1) €l (1) + w?(t) eh(t) + WP (t) €4(t)

durch den Ursprung Pj(¢) des kirperfesten Koordinatensystems.”

2.1.1.3 EuLERsche Winkel
Der Vorteil der Schreibweise (2.1) beruht auf folgender Eigenschaft der R-Matrizen:

~

! . ~ ~
e] - D’gwle] ?7—24‘),2?7'1(4}161 61
w, o (w e ) e/ - DTQUJ,QDlele2 - RTQUJQRlel e2 . (213)
° 2 D_ s Dywe es
j=1 rw’ o P Tw1 €3

Seien {e;, ez, €3} und {e}, €,, e;} beliebig vorgegebene (physikalisch dimensions-
lose) rechtshiindige Orthonormalbasen des R? . Eine anschauliche Methode, {e1,e2,e3}
in {€], e}, e,} iiberzufiithren ergibt sich dann aus folgender Uberlegung:

a) Eine Basis {ef], ey, e3} mit e; = e; 1alt sich durch eine Rotation Dyey mit
geeignetem v in {€}, €}, €4} tiberfithren.

b) Eine Basis {€e/’, €)', €7’} mit e}’ = e; und €]’ L e, e} 1aBt sich durch eine Ro-
tation Dyer mit geeignetem ¢ in eine Basis {ef, ey, €3} gemif a) iiberfiihren.

¢) Die Ausgangsbasis {ey, e,, es} liBt sich durch eine Rotation Dge, mit geeigne-

tem ¢ in eine Basis {e’, €)', e}'} geméf b) iiberfithren.

(t) Ww'(t) x ey (t)
t) | = | W(t) xeht) | .
t) w'(t) x e5(t)

Version vom 26. Marz 2009

8Nach (2.10) gilt némlich:

/

1

wa(t) e’2
e

9Man sieht leicht, da8 w(t) nicht von der speziellen Wahl des Ursprungs des korperfesten Sy-
stems abhéngt.

@

(
(
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Dementsprechend lassen sich die vorgegebenen Basen folgendermafien durch drei
Rotationen ineinander iiberfiihren:

1. Rotation (um die 3-Achse):

Somit gilt:

R(t) Drehmatrix
<~ R(t) = Rw(t)egRﬂ(t)e1R¢(t)e3 fiir geeign. ¢(t), (), ¥ (t) .

Offensichtlich sind die sog. EULERschen Winkel ¢(t),0(t),(t) (lokal) gemeinsam
mit den x¢(t) - e; als generalisierte Koordinaten geeignet.'’

(2.14)

Da geméf (2.6) und (2.11) allgemein

d

1 [xwe = J_swe firve

Version vom 26. Marz 2009
10Bzgl. einer Verallgemeinerung der EULERschen Winkel siehe (D’ Alessandro, 2001).
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gilt, folgt aus (2.14)
R = Jﬂ/)eg R+ Rwe3 Jﬂéel Rﬁel R¢e3 + Ribes R1961 J7¢'>e3 R¢93
und daraus wegen'!

Rye, J

—deq

Boyey = Jyp_pe
- J—ﬁ(coswel—sinwe2)7

Ryes Ryey J_joy Bover Boves = J 4p . D yaes
- quﬁ (sinﬂ(sinwe1+coswe2)+cosﬁe3)

unter Beachtung von (2.11):

(2.14) = R(t) = J_w R(1)

mit:
w(t) = <¢(t) sin ¥(t) sin v (t) 4 9(t) cos (t )) e
n (q's(o sin 9(t) cos () — 9(t) sin(t) ) e
+ (1h(8) + (2) cos (1)

1

es.

Es gilt also:'?

51 = e =w x e
mit:
W(t) = o(t) sind(t) sinh(t) + O(t) cos ¥ (t) ) €} (t)
+ (B(t) sin9(t) cos(t) — I(t) sinh(t) ) €h(t)
+ (1h(8) + (1) cos 9(2) ) €4 (t)

2.1.1.4 CorioLis-Kraft'3

o1

(2.15)

(2.16)

(2.16) bestimmt den Zusammenhang zwischen tatsichlichen zeitlichen Anderungen

und denjenigen, die bzgl. des korperfesten Systems in Erscheinung treten:

Mit der Definition

3

() 0 B0 2 2 (G0 s

J

Version vom 26. Marz 2009
11ygl. Ubungsaufgabe 27b).
12ygl. Schlufl von 2.1.1.2
13Giehe auch (Vandenbrouck et al., 2000).

(2.17)
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folgt aus (2.16)

%G(t) B (%> Korper G(t) + w,(t> X G(t) (218)

und somit speziell fiir G(t) = w'(t) :

Mit (2.19) folgt aus (2.18):

~ d ? / / / d d I
G=|(— G+w x (W xG)+2w x| — G+ |=w ) xG.
de Korper de Korper de

Fiir G = x — x ergibt sich damit als Nebenresultat die

Bewegungsgleichung eines Massenpunktes im koérperfesten System:'*

(x(t) - xo(t))
- <Fges(t) - m)"cg(t)> +Z(t) + C(t) + m(x(t) - Xg(t)) « Lo
mit w'(t) entspr. (2.16) und :

dt
2() %m0 (x(0) ~ xa(0))
) —2muw'(t) x (%) ) (x(t)—xo(t)> CorioLis-Kraft .'°

(2.20)

“Zentrifugalkraft” bzgl. x,

Ublicherweise wird (2.20) nur fiir den Spezialfall xo(t) = 0 = $w’ diskutiert.'®
Version vom 26. Marz 2009
4)Man beachte: w’ X (W x G) = — |0/ G + (o' - G) ' .

15Man beachte die Analogie von CORIOLIS- und LORENTZ-Kraft.
16Siehe z.B. (Goldstein, 1972, Abschn. 4-9).
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2.1.2 Kinetische Energie
2.1.2.1 Drehimpuls

Allgemein gilt fiir ein System von N Massenpunkten:

Kinetische Energie

= Kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung
+ Kinetische Energie der Relativbewegung bzgl. des Schwerpunktes ;

d.h.:

m, X, = Ortsv. d. Schwerpunktes .

Beweis:!”
N )
T = 1,2:17|XV|

N oo . 2

-y (%, = X) + X|
v=1
N

= Y2 X’ ++Zmy

N
Il
=

X)X + M‘X’

=0

53

(2.21)

Sind die m, einem starren Korper fest eingeprigt'® und ist x, der Ortsvektor eines
korperfesten Punktes P, so gilt nach (2.15):"

XV:X0+W,X(

X, — Xp) -

Mit der Definition

Lo’ t) % ﬁ:m (x,,(t) —xo(t)> X (w’ X (Xl,(t) —xo(t)>> V't

Version vom 26. Marz 2009

17Vgl. SchluB von Abschnitt 3.4.4 der Math. Meth. d. Phys.
18Vgl. Modell des starren Koérpers entspr. Beispiel (iii) von 1.1.1.1.

9Vgl. auch Schlufl von 2.1.1.2.

(2.22)

(2.23)



54 KAPITEL 2. STARRE KORPER

gilt:
, momentaner Gesamtdrehimpuls bzgl. P
L(W'(t),t) = : /
im momentanen Ruhesystem von Fj, (2.24)
falls w/(f) — vektorielle Winkelgeschwindigkeit ’
- der momentanen Rotationsbewegung,
1

(2.22) = Z —Z 1%, (t) — x(t)|° = 5@ (1) L(W(t).1). (2.25)

Beweis von (2.25): Die Behauptung folgt direkt aus

m my,
ok, (1) — % my . '
; 2 |X () X() 2. 22) ; B X() (w (X XO))
1 N
_ = . o
Zykl. d. Spatpr. 2 i z_jl(xu Xg) X My (X — Xo)
mit (2.24). g

Mit (2.21) folgt aus (2.25)

fiir starre Korper:

M . 2 w/(t) ,
() = ) %o (t)|” + T -L(w'(1),1) . (2.26)
falls entweder xo = X oder X((t) = 0, wobei:
w'(t) = vektorielle Winkelgeschw. gem. (2.16) .

2.1.2.2 Trigheitstensor?’
Nach (2.23) ist die t-abhéngige Abbildung

(W, ws) — 0; (w1, ws) ¥ w; - L (wa, ) (2.27)

von R? x R? in R! bilinear, stellt also einen t-abhiingigen Tensor 2. Stufe dar, den
man als Trdgheitstensor bezeichnet. Mit (2.23) folgt

N

O (wi,ws2) = Zmu ((wl wa) |x,(t) — XO(t>|2

D )

(2.28)

Version vom 26. Marz 2009

20Vgl. Abschnitt 4.4.2 der Math. Meth. d. Phys. .
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und somit auch die Symmetrie des Trigheitstensors:

O (w1, ws) = Or(wa, wr) . (2.29)

Beweis von (2.28): Aufgrund der Zyklizitit des Spatproduktes folgt aus (2.27) und
(2.23)

(Wi, w2) Zml, <w1 x (%, (t) — xo(t))) . (wz X (x,(t) — xo(t))>

und daraus folgt aufgrund der bekannten Formel
(axb)-(cxd)=(a-b)(b-d)—(a-d)(b-c)

die Behauptung.

Fiir beliebiges e mit |e| = 1 bezeichnet man

0,(e.e) (238)?[;7% (|Xy(t) —xo(t)* - ‘e : <Xy(t) - Xo(t)> ‘2)

als das Trdagheitsmoment bzgl. der Achse durch x((¢) in Richtung e :

Pv

s =/ = x0* ~ fe- (x, — xo)

X0

Fiir eine beliebig vorgegebene Basis {by, by, by} bezeichnet man die 3 x 3 Grofien

0 (t) = 0.(b;, by) (2.30)

als die kovarianten Komponenten von 6,(-,-) bzgl. dieser Basis; denn bei Basis-
wechsel gilt:

3
k
b = ZM]. by

(2.31)
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Nach (2.29) gilt grundsatzlich

0,(t) = Oi;(1). (2.32)

Wéhlt man zweckméfigerweise fiir {by, by, b3} in (2.30) die zeitabhéngige korper-

feste Basis {e](t), e,(t),€5(t)}, so sind die 6, zeitunabhiingig und es gilt:*!
3
0 (w1, ws) = Z Ok (w1 - €)(t)) (w2 - €, (1)) - (2.33)
jk=1

Aufgrund der Symmetrie der (2.32) 148t sich zeigen, dafl

0, =0 fiir j # k

bei geeigneter Wahl der €/(t) (2.34)

gilt (siehe z.B. Folgerung 7.3.19 von (Liicke, eine)). Sind die €/(¢) im Sinne von
(2.34) geeignet gewéhlt, dann bezeichnet man die
def
j = ij = Ht (e;(t), e;(t))

als Haupttrdgheitsmomente bzgl. xo(t) und die Achsen in Richtung der €(t)
durch x¢(t) als Haupttrdgheitsachsen bzgl. x(t) .

2.1.2.3 Abhingigkeit der kinetischen Energie von den EULERschen Win-
kelfunktionen

Fiir ausgedehnte Korper definiert man den Trigheitstensor bzgl. x¢(t) entspr. (2.28)
durch

brwiws) L[ () - xalt)
Korper

— (w1 (= x0(t)) (w2 (x = x0t)) o 1) Vs

wobei:  pu(x,t) = Massendichte.
(2.35)
Entspr. (2.27) gilt dann
0; (w1, W' (t)) = w; - L{w'(t),t) fiir bel. wq,
(w1, () = wr - L{w/(2), 1) 1 -
mit w’(t),L(w’(t),t) entspr. (2.24)

Version vom 26. Marz 2009
21 Aufgrund der Orthonormalitiit dieser Basis.



file:eine.pdf#eine-C-Diag

2.2. EINFACHE KREISELGESETZ o7

und somit nach (2.26)

Fiir starre Korper:
M . 1
Tt) =+ [0 (t)[* + 5 0 (W'(1), (1)) (2.37)

falls entweder x; = X oder x¢y = 0.

Natiirlich sind auch beim starren Korper die Komponenten von 6; bzgl. der
korperfesten Basis {€](t), €,(t), e4(t) } zeitunabhéngig und erfiillen (2.34). Mit (2.16),
(2.33) und (2.34) folgt daraus

Fiir starre Korper mit Haupttrigheitsachsen
bzgl. x¢(t) in Richtung der /() :

M . . 1< 9 (2.38)
T: 7 ’X0| +§;9] ‘wj‘ s
falls entweder xo = X oder X((t) =0,
mit:
w ¢ sin¥ sintp + 9 cosv,
w? & sind cosy — o sine, (2.39)

wd U+ ¢ cost.

Natiirlich bezeichnen die 6; in (2.38) wieder die entsprechenden zeitabhiingigen
Haupttrigheitsmomente.??

Falls der Korper rotationssymmetrisch bzgl. der Achse in Richtung €}(t) durch
Xo(t) ist, vereinfacht sich (2.38) wegen

0, = 0y

M ., 1 o o o 1 S 2
— T =S %ol + 501 (19 + ¢ sin 19) + 56 (w + ¢cos19> , (2.40)
unter den Voraussetzungen von (2.38).

2.2 Einfache Kreiselgesetze

2.2.1 ‘Kriaftefreier’ Kreisel

‘Kraftefreier’ Kreisel

Version vom 26. Miarz 2009

22T —kinetische Energie, M =Gesamtmasse, X =Ortsvektor des Schwerpunktes, xo =Ortsvek-
tor des Ursprungs des korperfesten Systems; ¢, ¢, ¢ EULERsche Winkel der Hauptachsen bzgl. der
raumfesten Basis.
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Verabredung: Der Ursprung des korperfesten Systems stimme entweder
mit dem Kreiselschwerpunkt iiberein oder werde in Ruhe gehalten (oder
beides). Die €/(t) zeigen in Richtung der Hauptachsen.

2.2.1.1 EuLERsche Gleichungen

Nach (2.38) gilt

d o 0

——T——T=0;0"— (61 — ) w'W?*. 2.41

dt 9y e 5w’ —(h — ) ww ( )
Zunachst lassen wir noch eingeprigte Kréifte zu und berechnen die entsprechende
verallgemeinerte Kraft fiir das Punktsystem-Modell des starren Korpers :

N
0
€ = F¢ . —(x, X
@ (1.44) z_; Y 8¢( X0, )
v= 1-unabh.
N 3 P
— m/] Fe _el‘ 7197
(2.4),(2.14) ;; VoY (9. 9:9)
—— —
(2.:16>egxej
N
= (Z(XV—XO)XF§> €5
v=1
= M- e},

wobel

momentaner Drehmomente bzgl. xq(t) . (2.42)

M(#) def { Summe aller durch eingeprigte Krifte erzeugter

Damit ergibt sich fiir die LAGRANGE-Gleichungen I1. Art

d
_i T _ 9 T = Q
dt o) oY (1.52
gemif (2.41):
93&)3 - ((91 — 92)w1w2 =M- eg .
Diese Gleichung wird man natiirlich auch fiir den kontinuierlichen starren Koérper

annehmen. Da die Numerierung der €/(¢) (bis auf Rechtshéndigkeit) willkiirlich ist,
folgen die

EuLERschen Gleichungen:
0; w7 (t) — (Ox — 0r) WF (1) W' (L) = M(t) - €j(t) (2.43)
falls (j, k,[) gerade Permutation von 1,2,3.
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Anmerkungen: Mithilfe von (2.18), (2.34) und (2.36) sieht man leicht,*
daf8 die linke Seite von (2.43) mit €(t) - EL(t) {ibereinstimmt.**

Fiir den ‘krdftefreien’ Kreisel nehmen die EULERschen Gleichungen (2.43) die
Form

91 wl = (92 — (93) w2 w3 s
92 LZJ2 = (93 — 91) w3 wl s (244)
93 CZJB = (91 — 02) (.dl w2

all.

Anmerkung: ‘Kréftefrei’” meint hier nur, dafl die Vektorsumme aller
Drehmomente, die die eingepriagten Krifte bzgl. x () erzeugen, Null ist.
Das ist natiirlich wichtig fiir die Verwendbarkeit eines geeignet gelagerten
Kreisels als Kompa8.

2.2.1.2 PoinsoTsche Konstruktion
Die t-abhingige Fliche®

{xo(t) +p": [6:(p, P)] = 1}
bezeichnet man als Trdgheitsellipsoid bzgl. x,(t) :

Aus
3

3
) o 0.0 o) — 9. 12
p ;p]ej@.?)?ié.%) (P, p) ; J‘P]‘

Version vom 26. Marz 2009

23Sjehe Ubungsaufgabe 29.

3
24Die momentane vektorielle Winkelgeschwindigkeit ist nach (2.16) w'(t) = ij (t)e(t) .
J=1

25Mit [A] bezeichnen wir stets die Mafizahl einer physikalischen GroBe. Das Trigheitsellipsoid
héngt also von der Wahl der Einheiten ab.
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folgt
3
Vb, 0) =) 20, €(t)
=1
und somit?® nach (2.36):

L(t) ~ Vp 0,.(p', ) (2.45)

p’=Léngeneinh. I O N
0y (W' (1),w' (1))

Geometrische Deutung: Die Tangentialebene des Trégheitsellipsoids
an den Punkt, in dem die momentane Drehachse von x¢(¢) aus in Rich-
tung von —w’(t) durch die Ellipsoidfiiche tritt, ist senkrecht zu L(t) .

Folgerung: Die Richtungen von L(t) und w’(t) stimmen genau dann
tiberein, wenn w'(t) in Richtung einer Haupttriagheitsachse zeigt (oder
Null ist).

Der Abstand o.a. Tangentialebene zu x((t) ist — von der physikalischen Dimension
abgesehen — somit

w(t) L) VAW(®),w()
VoW (), w'(8) L] 236 L)
V2T - M [%(t)
2.37) IL(t)]

und folglich (geméfl o.a. Verabredung) fiir den kréaftefreien Kreisel zeitlich kon-
stant.?” Daher bezeichnet man diese Ebene als invariable Ebene.

Das Triigheitsellipsoid rollt*® (im Ruhesystem von 7)) auf der invariablen Ebene
ab. Die momentane Drehachse geht also durch x¢(¢) und den Berithrungspunkt des
Ellipsoids auf der invariablen Ebene. Die Kurve, die dieser Beriihrungspunkt auf
dem Ellipsoid beschreibt, bezeichnet man als Polhodie (Polkurve), diejenige, die er
auf der invarianten Ebene beschreibt, als Herpolhodie (Spurkurve).

Eine fiir den symmetrischen Kreisel (01 = 6,) dquivalente Beschreibung ist
das in Abbildung 2.1 dargestellte Abrollen des Polkegels auf dem Spurkegel,

Version vom 26. Marz 2009

a
26Tn Erweiterung von Fuinote 25 benutzen wir die Notation [a] f — fiir Vektoren a # 0.
inh. v. &

w' (1)

——————~ | liegt somit offensichtlich auf der
0 (W' (1), (1))

Der Punkt mit dem Ortsvektor p’ = Léngeneinh. {

Oberflache des Triagheitsellipsoids.
2TMan beachte die Anmerkung zu (2.43) und die Erhaltungssitze gemif Abschnitt 1.2.2.4.
28Ein Korper rollt auf einer Fliche, wenn der Korperpunkt, der die Fliche beriihrt, jeweils die
Momentangeschwindigkeit 0 hat.
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6/3

Figurenachse

Polkegel

invariable
Ebene

Polhodie S
Herpolhodie

Abb. 2.1: PoiNsOoTsche Konstruktion fiir kraftefreie Kreisel mit 6, = 0y > 05

wobei die Figurenachse auf dem sog. Nutationskegel (nicht gezeichnet) um die
Drehimpulsachse prézessiert.

Warnungen:

(i) Abb. 2.1 entspricht dem Falle 6, = 65 > 63 (abgeplatteter Kreisel).
Im Falle 6, = 6y < 03 (gestreckter Kreisel) liegt die Polhodie so,
daB der Polkegel mit seiner Innenseite auf dem Spurkegel abrollt.?’

(ii) Im Falle 6; # 605 ist die Geometrie des Abrollvorganges wesentlich
komplizierter.Y La. ist die Herpolhodie dann keine geschlossene
Kurve mehr.

Allgemein legt die PoiNsOTsche Konstruktion die Geometrie der Kreiselbewe-
gung (relativ zu xq) fest. Die Abrollgeschwindigkeit ist so einzurichten, daf§ L stets
den vorgegebenen Wert beibehélt.

2.2.1.3 Analytische Losung der EULERschen Gleichungen fiir den sym-
metrischen ‘kriftefreien’ Kreisel

Fiir einen rotationssymmetrischen Kreisel gilt
81 - 92
Version vom 26. Marz 2009

Giehe z.B. (Pohl, 1962, Abb. 144).
30Siehe z.B. (Landau und Lifschitz, 1964, §37).
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(bei entspr. Numerierung der €)). Geméa$ (2.44) folgt daraus

Wl = Qu?,
W= —Qu',
Ww=0
mit:
e 0 - 9
Q& i SR (2.46)
Somit gilt

Fiir geeign. Aty :
(.L)l(t) = A SiH(Q (t — tO) ) (2 47)

)
w3(t) = A cos (Q (t — t0)> :
w3(t) = const.

Die momentane Drehachse prizessiert also im korperfesten System mit der Kreis-
frequenz © um die Figurenachse,*! wenn nicht ausgerechnet A =0.

Es sei nur der nichttriviale Fall
A#0 (2.48)
betrachtet. Da L = 0,%2 1:iBt sich e3 parallel zu L wihlen:
es~L. (2.49)
GeméafB PoinsoTscher Konstruktion folgt daraus

¥ = const.

Abstrakter Beweis: Bei geeigneter Wahl der Konstanten C' gilt

cos ¥ = Cel(t)- L
= CO, (es(t), W' (¢
LG (OXRIO)
= CWS 03
(2.33),(2.34)
= const.
(2.47)

und damit die Behauptung.

Version vom 26. Marz 2009
31Fiir negatives € im Rechtsschraubensinn um e .
32Vgl. Anmerkung zu (2.43).
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Mit (2.39) und (2.47) ergeben sich daraus folgende drei Gleichungen:

H(t) sind sinep(t) = A sin(Q (t — t0)> , (2.50)
o(t) sin® cosp(t) = A cos (Q (t— t0)> : (2.51)
@/J(t) + qb(t) cos?¥ = w® = const. (2.52)

Dank 6, = 0 a8t sich 0.B.d.A. annehmen, dafi (bei geeigneter Wahl von €))
$(0) = 0 (2.53)

und somit gemafl PoiNsoTscher Konstruktion sowie (2.47) die Beziehungen

v(t) = Qt,
Oty 0 mod 27 . (2.54)

gelten.

Abstrakter Beweis fiir (2.54): Aus

tan ¥ (t) (2'48)7(;0)7(2'51) tan(Q (¢t — to))

und (2.53) folgt
P(t) =Qt

und
Oty =nm fiir geeignetes ganzes n .

Ungerades n ist aber mit (2.48)/(2.50) nicht vertréglich. g

Ebenfalls 0.B.d.A. 148t sich annehmen, daf8 (bei geeigneter Wahl von e;)

$(0) =0 (2.55)
gilt, woraus mit (2.52) und (2.54)
w3 63
= 2.
O = Gosd (2.56)

folgt.®* Mit (2.51) und (2.54) folgt daraus schlieBlich:

1
50 const. € [0, 7). (2.57)

¥ = arctan

Version vom 26. Marz 2009

w3 93

2.46) 1

33Man beachte: w3 —
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Resultat: Unter Voraussetzung der Konventionen (2.49), (2.53) und
(2.55) sind die EuLERschen Winkelfunktionen gegeben durch (2.54),
(2.56) und (2.57) mit Q entspr. (2.46). Die Werte fiir w® — somit
auch fiir Q — und fiir A sind durch die Anfangsbedingungen festge-
legt, sobald man sich fiir eine bestimmte Orientierung der 3-Achsen
(raumfest /korperfest) entschieden hat. Geméfl (2.57) bestimmt dann die
Orientierung von ez das Vorzeichen von A .3*

2.2.2 Der schwere symmetrische Kreisel®

Verabredung: Alle Bezeichnungen von Abschn. 2.1 seien beibehalten.
Die e} zeigen in Richtung der Haupttrégheitsachsen bzgl. xo(t). Der
korperfeste Bezugspunkt P sei (bei darum frei drehbarem Kérper) am
raumfesten Bezugspunkt xq fixiert:

x(t)=0 VteR.

Auf den betrachteten starren Korper der Masse M wirke die vom Schwe-
refeld g hervorgerufene Schwerkraft, sonst keine weiteren eingeprigten
Krifte. Dieser schwere Kreisel sei symmetrisch, d.h.

01 - 92 ’
und es gelte 0.B.d.A.:

g=—ges, X(t)=lest) VteR.

2

e
1 ey
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31Die Orientierung von € bestimmt das Vorzeichen von w? .

35Siehe auch (Walker, 1981).
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2.2.2.1 Anwendung der LAGRANGE-Methode

Die folgende Anwendung der LAGRANGE-Methode 148t sich wie in Ab-
schnitt 2.2.1 {iber das Punktsystem-Modell des starren Kérpers rechtfer-
tigen.

Entsprechend obiger Vereinbarung ist
U=Mgl cos?

ein geeignetes Potential und nach (2.40) gilt
1 o 9 .o 1 . 2
T=30 (19 + @2 sin 19) + 505 <¢+¢cosz9)
Die entspr. LAGRANGE-Funktion

1 ) ) 1 o 2
—0 (192—1— Zsin219>+—9 ( + C0519> — Mgl cos?

15525 ¢ 50+ ¢ g

héngt also nicht von ¢ und ¢ ab; d.h. ¢ und ¢ sind zyklisch. Da die generalisier-

ten Geschwindigkeiten qb 9,4 durch die Nebenbedingungen in keiner Weise einge-

schrénkt sind, folgt daraus nach (1.60)/(1.61)

Py = 03 <w + ¢ cos 19) T 0;w>  zeitlich konstant? (2.58)
(2.99)

und?’
po = (61 sin® 9 + b3 cos® V) ¢+ 031) cos?  zeitlich konstant . (2.59)

Anstelle der 3. LAGRANGE-Gleichung II. Art (1.59) verwendet man hier besser den
Energiesatz

01 /. - 7
H = 51 <192 + ¢ sin® 19) + 33 (w3)2 + Mgl cos? zeitlich konstant. (2.60)
(Abschn. 1.2.2.4), dessen Voraussetzungen offensichtlich erfiillt sind.

Die drei Erhaltungssitze (2.58)—(2.60) stellen ein System von drei gewohnlichen
Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die drei EULERschen Winkelfunktionen dar,
das es zu losen gilt.

Version vom 26. Marz 2009

SOWegen py, 5750 O3w3 = L - e} LiBt sich das mit (2.43) (fiir j = 3) natiirlich auch direkt aus
(2.99)
der Tatsache schlielen, dafl das entsprechende Gesamtdrehmoment senkrecht zu e} ist.
3TMan beachte, da§ p, = L - e3 (siehe Ubungsaufgabe 30).
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2.2.2.2 Integration der Bewegungsgleichungen
Aus

= £ _ 9 2.61
w(2.58) 05 @ cos (2:61)

folgt mit (2.59) _
Py = 04 sin%?gb—i—pw cos v

und somit

. D¢ — Dy cos v

2.62
¢ 0, sin® 9 ( )

Es ist also nur noch ¥(¢) in Abhéngigkeit von den Anfangswerten zu bestimmen:
Aus (2.60) und (2.62) folgt

O sy (o — py cost)?

v Mgl cosv
2 T T e sz 9
03 2 (m)Q
=H-——=(w3)” = H-—-—"—~—
2 (2.58) 205
und daraus nach Multiplikation mit — sin? ¥
1
i’ = f(u), (2.63)
wobei:
def
u(t) = cosd(t),
et 2H 0 (py\
0, 63\0,)
wi 2Mgl (2.64)
o 2
! 2
e - u
P - o o - (2R

Falls @ nicht fiir alle Zeiten verschwindet, folgt aus (2.63) unmittelbar?®

u(t)
t—ty = / du (2.65)
u(to) / f(w)

fir alle t € (to, 1)), wenn u(t) iber (to,t) streng monoton ist. (2.65) liefert ¢ ab-
schnittsweise in Abhéngigkeit von ¢/ . Abschnittsweise Umkehrung dieser Zuordnung
liefert dann das gesuchte ¥(t) .

Version vom 26. Marz 2009

38Das Vorzeichen der Wurzel ist entsprechend anzupassen!
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2.2.2.3 Geometrische Interpretation®
Da das Verhalten von f(u) fiir |u| — oo von Bu? dominiert wird, gilt

f(u>_>{+oo fiir u — +o00,
—oo fiiru — —o0.

Es sei nur der Fall
ol # py # 0
betrachtet. Dann gilt zusétzlich
ul =1 = f(u) <0.

f(u) hat als Polynom dritten Grades also qualitativ folgenden Verlauf:*’

f(u)

’—/{Ll " 1 u
Da f(u) fiir die Kreiselbewegung nach (2.63) nicht negativ sein kann und nach (2.64)
€ [—1,+1] sein muB, ist der Bewegungsablauf durch die Bedingung
U < u < Uy
eingeschrénkt. Da nach (2.63)
(t) =0 nur fir ¢t mit f(u(t)) =0

gelten kann und auBlerdem®!

iy i} =0 2t

folgt, muB also u(¢) im Laufe der Zeit periodisch das Zeitintervall [uy, us] durchlaufen.

1. Fall:

2. 63)

def
Uo i & - (U17U2).
Dy

Nach (2.62) ist hier

: >0 fiir ug > u,
o(t) {<O flir ug < w.

Version vom 26. Marz 2009

39Vgl. (Goldstein, 1972, Abschn. 5-7).
4OVon u; und us wissen wir allerdings nur, da8 —1 < u; < us < +1. Thre Existenz folgt aus
(2.63).

L Ableitung von (2.63) nach t liefert 24 = @ f'(u) und somit i = § f’(u) zunéchst fiir i # 0.
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Die Zeitabhingigkeit von e}(t) 148t sich also wie folgt skizzieren:*?

¥; = arccos u; ,

SIE}

Y

:(b__
hier:(z5>0

In den Grenzfillen ug = uy bzw. ug = us adndert ¢ nicht mehr das Vorzeichen und
die Schleifen entarten zu Spitzen bei u = uq; bzw. u = us :

e bzw.

2. Fall:

D¢
— & |uy, us.
pw¢[1 2]

Hier folgt aus (2.62)
o) £0 v,

das Vorzeichen von ¢ ist also zeitlich konstant. Die Zeitabhingigkeit von es(t) 1aBt

Version vom 26. Marz 2009

“2Hier meint ; den zeitlichen Mittelwert von ¢ .
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sich also wie folgt skizzieren:

69
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Kapitel 3

Mathematische Weiterentwicklung

Vereinbarungen:

(i) Im folgenden seien nur noch (holonome) Systeme betrachtet, die die
Voraussetzungen von Abschnitt 1.2.2.4 erfiillen. Es existieren also
(jeweils lokal) unabhéingige generalisierte Koordinaten ¢, ..., ¢"
(n = Zahl der Freiheitsgrade) und die verallgemeinerten eingeprégten
Krifte Q¢ ergeben sich entsprechend (1.54) aus einem verallgemei-
nerten Potential U.

(ii) Im folgenden wird i.d. Regel folgende Kurzschrift verwendet:

3.1 HAMILTON-THEORIE

3.1.1 Das HAMILTON-Prinzip
3.1.1.1 Das Prinzip

Um das HAMILTON-Prinzip global formulieren zu kénnen, verwenden wir
zunéchst karthesische Koordinaten.

Je zwei Zeitpunkten tq, ¢y sei durch
et [
Wi (2()) / L(w(), (), ) dt (3.1)
t1

eine Abbildung von der Menge der erlaubten Bewegungen (1.1) in den R! zuge-
ordnet. Dieses Funktional bezeichnet man als das Wirkungsintegral (iiber dem
Zeitintervall [tq,2o]).

71
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Dann lautet das sog. HAMILTON-Prinzip:

Eine erlaubte (hinreichend gutartige) Bewegung (1.1) entspricht genau
dann der durch L gegebenen Dynamik, wenn'

(%ﬂ@h@m@0> — 0 (3.2)

|5:O

fiir alle erlaubten? (und hinreichend gutartig von s abhiingigen) Varia-
tionen

<@ﬁ%”JMMJM»Hﬁ«&@$wwmﬁ@»mb>@@

der Bewegung mit

; } Vve{l,...,.N} ,seR,

X
X, (t2,8) = x,(t2 (3.4)
x,(t,0) =x%x,(t) VYve{l,...,N} te|t,t]

gilt.

Anmerkungen:

(i) Im Falle (3.2) sagt man, das Wirkungsintegral sei fiir die Bewegung
(x(t,O),tl,t2> stationdr, weil sich der Funktionalwert bei einer

Variation dieser Bewegung in erster Ndherung (fiir kleine s) nicht
andert.

(ii) Im allgemeinen gibt es zu vorgegebenen x(t;), x(t2) mehrere Bewe-
gungen (1.1), die (3.2) fiir alle Variationen (3.3) mit (3.4) erfiillen.

(iii) Sei f(q,t) hinreichend gutartig. Dann hat die Addition der — vor
(1.45) definierten — totalen zeitlichen Ableitung f(q,q,t) zur
LAGRANGE-Funktion offenbar keine Bedeutung fiir das Variations-
prinzip — im Einklang mit Anmerkung (i) von 1.2.2.3.

Beispiel: Fiir ein 1-Teilchen-System, auf das keine eingepriagten Kréfte wirken,
gilt
L=7=""1}.
2
Version vom 26. Marz 2009

'"Wir schreiben auch abkiirzend z(t, s) fiir (x1(t,s),...,xn(t,s)).
2Fiir jedes feste s soll also auch die rechte Seite von (3.3) eine erlaubte Bewegung sein.
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Fiir dafiir tatsdchlich mogliche Bewegungen (1.1) mufl nach dem HAMILTON-Prinzip

also
d (" ’
0= — dt 3.5
<ds /t1 ) (3.5)
s=0

fiir alle erlaubten Variationen (3.3) mit (3.4) gelten.

Wenn der Konfigurationsraum M , d.h. die Menge aller momentan erlaubten
Positionen, zeitunabhingig ist, folgt daraus,® dafl |x| konstant sein mufi (Energie-
satz!). Daraus folgt weiter, dafi die Bahnkurve eine Geoddte auf M ist,* d.h. da8
die kiirzeste Verbindung zwischen je zwei Punkten, die durch ein hinreichend kurzes®
Bahnstiick verbunden sind, stets ganz auf der Bahnkurve liegt.

0
aX(t, 8)

Anmerkung: Mehr iiber Geodéten kann man z.B. in Abschnitt 1.1.3 von (Liicke, grav)
nachlesen.

Geodite auf M = R3:

x(t1)
Geodiite auf M = Kugeloberfliche:°

Version vom 26. Marz 2009

3Siehe Ubungsaufgabe 33.
4Wenn |x| = v konstant ist, gilt nimlich

to b2 (). &9 t,
v (d/ dt) — / ) peorlhs)
ds ty ty |Ex(t78)| ls—o

‘5:0

0
ax(t, S)

Diese Einschrinkung ist z.B. fiir die schraubenférmigen Geoditen auf der Oberfliiche eines
(unendlich langen) Zylinders notwendig.
5Die Bewegung von x(t1) nach x(t2) mit konstanter Geschwindigkeit auf dem hinteren (linge-


file:grav.pdf#grav-S1.1.3
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Geodite auf M = Zylinderoberfléche:

3.1.1.2 Aquivalenz zum D’ALEMBERTschen Prinzip

Es geniigt,” das HAMILTON-Prinzip lokal auszuwerten, insbesondere also
fiir die zu ermittelnden z(.) jeweils nur solche ¢;,¢s zu betrachten, die
hinreichend nahe beieinander liegen. Das so eingeschrankte HAMILTON-
Prinzip 148t sich in generalisierten Koordinaten formulieren.

Mit
Lga.t) & L((a.1)i(q.q.0).1),

W (400) 2 [0 (a0).d00,1) at = W ()

t1

und der formalen Schreibweise®

Wi (a0)) = Wi (. ds)) = Wi, (a(,0))

= (%thh (q(., s)> |s—0> ds,
0

USW.

Version vom 26. Marz 2009

ren) Grofkreisstiick stellt einen Sattelpunkt des Wirkungsintegrals W = fttf ’%X(t) |2 dt dar, d.h.
es gilt zwar (3.5), aber es gibt Bewegungen von x(t1) nach x(t2), fiir die W gréfler ist und auch
solche, fiir die W kleiner ist.

"Siehe Beweisskizze zu Lemma 3.1.1.

8Wir schreiben auch abkiirzend ¢(t, s) fiir ¢(z(t, s),t) .




3.1. HAMILTON-THEORIE 75

wird (3.2)/(3.4) dquivalent zu

Wi, 1 <q()> =0 fiir alle erlaubten Variationen mit:

q(t1,s) = q(t1) .
9 = qlty) } VseR, (3.6)

q(ts,
q(t,0) =q(t) Ve [ti,to].

Dabei gilt nach den Regeln der Differentiation impliziter Funktionen’

Wi, s, = /: 5Ldt:/tlt2i(<£VL)5qV+ (a%L) @/) dt |

=1
v Sqv

S

sowie nach den Regeln fiir partielle Integration:

200 \d 0 I L
L) —=o6¢"dt = ( ==L | 0¢"” - ———L ) dq¢"dt.
/tl (34” )dt ! \(aczv ) Yl / (dtaqv ) !

~
=0n.Vorauss. an q(t,s)

Daraus ergibt sich:

P~ 0 d 0 ,
Wiy, = /t Z (aqu = anyL) dq” dt . (3.7)
1 p=1
Genaue Bedeutung von (3.7):
d
Ethth (q('7 S))|5:0
T doo . )
- /t1 ;(aquL(q’ G5 )|y imay — a <aq~uL<q’ 4 t)qu(tmq(t))) gq(t, $)jozodt -

(3.8)
Da die gq”(t, s)|,_, bis auf die Einschrénkung
s
9
0= %q (tjv S)|s:0

vollig beliebig sind, '’ ist also (3.6) dquivalent zur (lokalen) Giiltigkeit der LAGRANGE-
Gleichungen II. Art

d o 0
— L— L=0. )
dt 0¢” oq” 0 (3.9)

Version vom 26. Marz 2009
9Vgl. Erinnerung zu (1.4).
OMan setze (fiir hinreichend kleine s) z.B. ¢“(t,s) = ¢“(t) + sg,(t) zu vorgegebenen

»
S (09)) = 0u(0).
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Es gilt namlich der

Fundamentalsatz der Variationsrechnung Sei f(t) eine stetige Funktion
iiber dem offenen Intervall (ti,t:) C RY. Falls / f(t)g(t)dt = 0 fir alle belie-

big oft differenzierbaren Funktionen g(t) > 0 gilt, die auflerhalb eines kompakten
Teilintervalls von (tq,ts) verschwinden, dann ist f(t) =0Vt € (t1,t2).

Beweisskizze: Angenommen, es sei f(tg) # 0, to € (t1,t2). O.B.d.A.: f(tp) > 0.
Aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit ist dann f(¢) innerhalb einer hinreichend
kleinen, abgeschlossenen e-Umgebung U, (tg) C (t1,t2) von ty strikt positiv. Mit der

Definition )
€ ..
g(t) déf { exp (_62—(t—to)2> furteUe(tO)
0

sonst

folgt somit
to
(gt dt > 0

t1

und daraus ein Widerspruch zu den Voraussetzungen. |

Da die Giiltigkeit der LAGRANGE-Gleichungen II. Art fiir den tatséchlichen Bewe-
gungsablauf dquivalent zum D’ ALEMBERTschen Prinzip ist,'! folgt somit:

Das eingeschrankte (lokale) HAMILTONsche Prinzip ist dquivalent zum
D’ALEMBERTschen Prinzip (1.14).

Die LAGRANGE-Gleichungen (3.9) bezeichnet man auch als EULER-LAGRANGE-
Gleichungen des Variationsprinzips (3.6).

Lemma 3.1.1 Das in Abschnitt 3.1.1.1 formulierte (globale) HAMILTONSche Prin-
zip st dquivalent zur Giiltigkeit des D’ ALEMBERT schen Prinzips.

Beweisskizze: Wir miissen nur noch zeigen, dafy das globale HAMILTONsche Prinzip
aus dem lokalen folgt. Um dafiir den Fall grofler Zeitintervalle [t1, t2] auf den hinrei-
chend kleiner Zeitintervalle J; = [t 1,t;2], j =1,...,1, zuriickzufiihren, wéhlen wir

letztere so, daf3
1
[t1,t2] C U J;
j=

gilt, und zu jedem J; eine glatte Funktion h;(t) mit
hj(?f) =0 fallst 75 Jj

Version vom 26. Mérz 2009

Hygl. 1.2.2.2 und 1.2.2.3.
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so, daf
> hi(t)y=1 Vi€t
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gilt. 1

3.1.1.3 Plausibilitdat des HAMILTONschen Prinzips fiir konservative,
skleronome Systeme

Fiir uneingeschrinkte Systeme stimmen die EULER-LAGRANGE-Gleichungen des
HAMILTON-Prinzips offensichtlich mit den NEwTONschen Gleichungen (1.11) fur
KZ% = 0 iiberein.'?

Es mag zunéchst verbliiffen, dal man die Dynamik der entsprechend einge-
schriankten Systeme (zu denen zusétzlich zu den bisherigen eingeprigten Kréften
noch die Zwangskréfte hinzutreten) dadurch voll erfait, dafl man beim HAMILTON-
Prinzip lediglich die Variation auf Bewegungsabldufe beschréinkt, die mit den Ne-
benbedingungen vertriiglich sind.'?

Fiir konservative, skleronome Systeme wird das plausibel, wenn man sich das
eingeschrinkte System mit dem (zeitunabhéngigen) Konfigurationsraum K folgen-
dermaflen durch uneingeschrinkte Systeme mit zusétzlichen eingeprigten Kréiften
vorstellt, die vom Zusatzpotential U#(x) herriihren:'*

U? ist (entspr. dem D’ALEMBERTschen Prinzip) auf K konstant und wichst
auBerhalb K ‘gleichméflig’ rasch an. Aufgrund des Energiesatzes (Abschnitt 1.2.2.4)

Version vom 26. Marz 2009
2Denn:

d o 9\ (Em e g (49 9
o= (o~ 94) (Zz"‘”' ‘U>‘m””‘(dta¢f;_6w%>(]

e. .
K? e

BDie LAGRANGE-Funktion wird dagegen nicht gedindert.
Mygl. (Arnol’d, 1988, Abschnn. 4.1.1).
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kann sich dann eine dynamisch erlaubte Bahnkurve nur wenig von K entfernen. Die
Einhaltung der idealisierten Nebenbedingungen entspricht dem Grenzfall unendlich
raschen Anwachsens von U? auBerhalb K.

Die dynamisch erlaubten Bewegungsablédufe, die ja den Extremwerten der W, 4,
hinsichtlich sdmtlicher denkbarer Bewegungsabldufe entsprechen, gehen dann in
die Extremwertstellen hinsichtlich der mit den idealisierten Nebenbedingungen ver-
triaglichen Bewegungsabliufe iiber. Fiir letztere ist aber U% ohne Belang.

Somit ergibt sich das HAMILTONsche Prinzip fiir eingeschrinkte Systeme.

3.1.2 Die kanonischen Gleichungen

3.1.2.1 LEGENDRE-Transformation

Eine (hinreichend gutartige) Funktion f(v) iiber R” heifit streng konvex,'> wenn

die zweite Richtungsableitung fiir jede Richtung iiber dem gesamten R™ positiv ist;

d.h. wenn'®

0#ecR"= (e-V,)’f(v)>0VveR".
Man macht sich leicht klar, daf3

fiir streng konvexes f(x) :

(3.10)
grad f(vi) = grad f(vs) <= vi=v2.

Beweis fiir ,=—*: Aus der Implikations-Voraussetzung folgt
0 = (va—v1)- (grad f(v2) — grad f(v1))
1
d
= (va—vyp)- / ﬁgradf(vl + (va —vi)A) dA
) 0
2

= / ((Vg — Vl) . Vv) f(v)|v=V1+(V2*V1)>\ dA

0

>0 fir vi#va

und daraus vi = vs. |

Falls also grad f fiir fest vorgegebenes streng konvexes f iiberhaupt einen betrach-
teten Wert p annimmt, dann an einer eindeutig durch p bestimmten Stelle. Mit
anderen Worten:
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15Die Funktion heifit konvex, wenn ihre zweite Richtungsableitung fiir jede Richtung iiber dem
gesamten R™ nicht negativ ist.

f(vl)‘;‘f(W) < f(vl ;Uz).

Fmitt Umitt

16 A quivalente Definition fiir n = 1:
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Zu jedem streng konvexen f(v) existiert somit eine eindeutige Abbildung

v(p) von

G {grad f(v) : v € R"}

auf den R" mit
p= gradf(v(p)) VpedGy. (3.11)
Umgekehrt ergibt sich v(p) (im Falle hinreichender Gutartigkeit) gemé&s

v(p) = gradl(p)
aus der sog. LEGENDRE- Transformation

I(p) < p-u(p) - f(V(p)> Vp € Gy (3.12)

von f; denn:

B) ; ) )
@l(p) =v'(p) +p- a—ij(p) - (a—ij(p)) -gradf(V(p)) :
(3.:11>p

Anmerkungen:

1. Man kann zeigen, dafl die LEGENDRE-Transformierte von f durch

(p) = max (p- v = f(v))

veR™
gegeben ist.

2. Die LEGENDRE-Transformation spielt insbesondere in der Thermodynamik eine
wichtige Rolle; siehe z.B. Abschnitt 1.2.3 von (Liicke. tdst).

Verallgemeinerung dieser Uberlegungen fiihrt auf folgenden

Satz 3.1.2 Sei O eine offene Teilmenge des R™ und sei f(x,v) eine (hinreichend
gutartige) Funktion iber O x R™, die fiir beliebiges festes x € O eine streng kon-
vexe Funktion von v ist. Dabei sei

{Vy, f(x,v): veR"} =R" VxeO.
Dann existiert eine eindeutige (und hinreichend gutartige) Abbildung v(x,p) von
O x R" auf den R™ mut
P = \ f(X7 V)|v:‘,(x7p) ) V(X> p) - Vp Z(X, p)
und

Vi l(x,p) = = Vi f(x,V)

lv=v(xp) 2

wobei .
1(x,0) @ p-vix,p) — f(x,v(x,p)) V(x,p) €O xR"

LEGENDRE-Transformation von f hinsichtlich v ist.


file:tdst.pdf#tdst-S1.1.2.c
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Beweis von Satz 3.1.2:  Anwendung der bisherigen Uberlegungen fiir jeweils festes
x liefert alle Aussagen aufler

Vxl(xvp) =~ Vx f(xav)l\,:v(x,p) .
Letzteres folgt geméaf

%Z(X, p) = % (p : V(Xa p) - f(xv V(X7 p)))

0 0 0
— VD) P (g vR) ) TP

=P

0
= —%f(xv p)‘v:v(X,P) : I

3.1.2.2 Bewegungsgleichungen 1. Ordnung fiir generalisierte
Koordinaten und Impulse

Normalerweise!” ist die LAGRANGE-Funktion L(q, ¢, t) fiir jeweils festes (¢,t) € O C
R"*! eine streng konvexe Funktion von ¢ iiber R™ mit

n . n 14 8 .
fo= s 3 e R sp = L tlait) Vo im
=R" V(q,t) €O.
Dann'® existieren nach Satz 3.1.2 eindeutige Funktionen ¢ (¢, p, t) mit

, 0 : n
p’ = L(4:G: 1)1 yiupey V(2,1) €0, peR".

¢
Damit gilt natiirlich
d v 2
¢t =" (a).p0).t) Yve{l..n} t€lhb) (3.13)

fiir jede (lokale) Bewegung (q(t),tl,t2> , wobei

P (t) o 4 L(q(t),q,t> Vve{l,...,n} , t € [t1,ta].

i=$a(t)

Fiir dynamisch erlaubte Bewegungen besagen die LAGRANGE-Gleichungen (1.59)
fiir das so definierte p(t) andererseits:

d 0 .
Epl,(t) = aqu(q,q,t)|q:q(t),q:q<q(t),p(t)‘t) Vve{l,...,n} , t €[t ta]. (3.14)

Version vom 26. Miarz 2009

17Siehe Ubungsaufgabe 34.
8Man identifiziere in Satz 3.1.2:

f=L, x=(qt), v=¢, p=p.
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Das Differentialgleichungssystem (3.13)/(3.14) fiir (q(t),p(t)) ist geméf Kapitel 5

von (Liicke, ein) fiir vorgegebene (erlaubte) Anfangswerte (q(O), p(O)) lokal eindeu-
tig losbar.
Nach Satz 3.1.2 gilt (mit | = H) auBerdem

0
H(q,p,t) V(g;t) €O, peR"

i“(q,p,t) = o

und

o) _ 0 n
8qu(Q7 q, t)|q:q(q,p,t) - _a_ql, H((Lpu t) v (q7 t) €0 D€ R (315)

mit der sog. HAMILTON-Funktion®
H(q,p,1) Zpu (g p,t L(%d(q,p?t),t) V(gt) €O,peR".  (3.16)

Die Gleichungen (3.13)/(3.14) sind also dquivalent zu den sog. HAMILTONschen
kanonischen Gleichungen:

() = + ain(q(t), P, t)| R (3.17)
pult) = —5 (aplt)t) (318)

Zusatzlich ergibt sich aus Satz 3.1.2:

0 0
aH(q b, ) - _aL<q Q7 )|q:q(q,p,t) : (319)

Anmerkungen:

(i) Bei der Losung von (3.17)/(3.18) werden die ¢ und p, formal als
unabhéngig voneinander behandelt. Die Giiltigkeit von (3.17) ga-
rantiert dann (nach Satz 3.1.2) den physikalisch richtigen Zusam-

menhang (1.60) zwischen p(t) und (q(t), Q(t),t>

(ii)) Aus (3.15) erkennt man, dafl ¢” genau dann zyklisch ist, wenn

500 1 = 0, d.h. wenn H nicht von ¢” abhéngt.
q
Version vom 26. Marz 2009

9Die HamiLTON-Funktion H(q,p,t) ist also die LEGENDRE-Transformierte der LAGRANGE-
Funktion L(q, ¢,t) hinsichtlich ¢ .
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Aus (3.19) und (1.62) erkennt man?’

9 .
EH =0 — H =0 fur Losungen von (3.17)/(3.18),

was sich natiirlich auch direkt nachrechnen lafit. Es sei daran erinnert, daf im (g, ¢)-
Formalismus

H=T+U, fallsU =U(gt)und %x(q,t} =0,

gilt (Gleichungen (1.65) und (1.63)), was sich natiirlich auch unter Koordinaten-
transformationen

q,q B q,p
~ ~

in (1.63) benutzt in (3.10) benutzt
nicht dndert.

3.1.2.3 Poisson-Klammer-Formulierung

Sei nun eine (hinreichend gutartige) Funktion f(q,p,t) gegeben. Fiir

folgt dann
7t = £ (a®).p(0), a(t), 5(0), )
mit?!
. .. def - v 8 . a a

Daher:

(3.17) . ~~(O0f0H OH of )

Bag) [ 1= 2\ dq" Op,  9q" dp, ol
Mit der sog.

PoissoN-Klammer:??

at N~ (Of 09 Og Of (320
{f’g}qu’v - Z <8q” op,  Og” 8p’/)

v=1

ergibt sich somit

fiir die tatsichliche Bewegung:

. 9 (3.21)
f=Af 0}t 5 )

Version vom 26. Miarz 2009
20Man beachte, dafl sogar (3.22) gilt.

21Vgl. Erlduterung der Schreibweise zu (1.45).

ZMitunter wird die sog. PO1sSON-Klammer {.,.} mit entgegengesetztem Vorzeichen definiert.
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Umgekehrt folgen natiirlich die kanonischen Gleichungen (3.17) bzw. (3.18) als Spe-
zialfille f = ¢” bzw. f = p,.
Einsetzen von f = H in (3.21) liefert

fiir tatsédchliche Bewegung:

. 3.22
H = ﬁH, ( )
ot

denn die PoissoN-Klammer ist offensichtlich antisymmetrisch:*

{f7 g}q,p - - {gv f}q,p : (323)

Mit der sog. JAcOBI-Identitit**

{tony,) o iy, ) +{n o,y =0 G249

q,p q,p

folgt daraus z.B. der sog. Satz von POISSON:
(FHY,, = {0 HY,, = 0= {{f.},, . H} =0, (3.25)

so dafBl nach (3.21) die PoissonN-Klammer u.U. aus bekannten Erhaltungsgréfen
neue bildet.
SchlieBlich seien noch die Relationen

{qy7 qu}%p = {pl/vpu}%p =0 ) {qy7pu}q,p = 6l/u (326)

erwahnt, die zusammen mit (3.21) in der Quantenmechanik eine entscheidende Rolle
spielen.

3.2 HAMILTON-JACOBI-Theorie

3.2.1 Kanonische Transformationen
3.2.1.1 Variationsprinzip fiir die kanonischen Gleichungen

Man sieht unmittelbar, dal die kanonischen Gleichungen (3.17)/(3.18) &dquivalent
sind zu folgendem Variationsprinzip:

Version vom 26. Marz 2009
**Insbesondere gilt also {H, H}, ,=0.
248jehe Ubungsaufgabe 35c) und (Malik, 2003).
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FEine erlaubte Bewegung (q(t), ty, t2> entspricht genau dann der durch H

(bzw. L) gegebenen Dynamik, wenn (hinreichend gutartige) Funktionen
pl(t),...,p"(t) iiber [t1,ts] existieren, die der Bedingung?

<§ [ (o mt) g o) = (a0 p091.0)) dt> o

|s:0

(3.27)
fiir alle (hinr. gutart.) s-abhéngige Variationen q(t, s), p(t, s) der ¢(t), p(t)
mit
q(t;,5) = q(i;) :
p(ts, ):p()} VseR, je{l,2}
( 0): ( )7 (t,O):p(t) Vit e [t17t2]
genigen.

Abkiirzende Schreibweise fiir (3.27):

to
5/ (Z Py g’ — H) dt =0 bei unabh. Variation von ¢(¢) und p(t).| (3.28)
t1 v

Version vom 26. Marz 2009
#Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen zu (3.28) sind néimlich:

d 9 0
— — _ B -
0 <dtaqv )(Zp"q H) ot
d 8 L0
- <dt8pu apy> <Zp“q B > -1 +ap,/H

Py +
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Anmerkungen:

(i) Man kann zeigen (Ubungsaufgabe 37), daB (3.28) auch dann noch
fiir alle Losungen der kanonischen Gleichungen gilt, wenn man auf
die Einschriankung

p(t;,s) =p(t;) VseR,je{l,2}
der Variationen verzichtet.

d n
(ii) Indem man T Z Py ¢” vom Integranden in (3.28) subtrahiert, sieht
v=1

to
man, dafl die Verwendung von / (Z pq” +H ) dt anstelle von
t v
to '
1

/ (Z g’ —H > dt auf ein dquivalentes Variationsprinzip fithren
t 14

wiirde.

3.2.1.2 Invarianzeigenschaften der kanonischen Gleichungen

Im LAGRANGE-Formalismus sind die ¢” und ¢” nur bei Auswertung der partiellen
Differentiationen formal als unabhéngig zu betrachten. Nach Auswertung der parti-
ellen Differentiationen sind sie mit den zeitabhéngigen generalisierten Koordinaten
der (nicht unbedingt dynamisch erlaubten, lokalen) Bewegung resp. ihren zeitlichen
Ableitungen zu identifizieren. Entsprechend sind auch die zeitabhéngigen kanonisch
konjugierten Impulse p,(¢) zu identifizieren:

0 = 2
b (1.60y 9¢”

L(q(t), q, t) im LAGRANGE-Formalismus.

li=g; a0
Im HaMILTON-Formalismus werden die ¢”(t) und p,(t) dagegen grundsétzlich als
unabhéngig voneinander betrachtet und erst durch die kanonischen Gleichungen
(3.17) in die physikalisch richtige Beziehung zueinander gesetzt.?® Daher liegt der
Versuch nahe, die kanonischen Gleichungen durch geschickte (lokale, t-abhéngige)
Transformation

(a1.p)) — (@) = Q(a0).p(t),t). P(t) = Pq0).p(t).t) ) (3.29)

in eine leichter losbare Form zu bringen. Natiirlich soll die Transformation (3.29)
‘hinreichend gutartig’ sein und eine ‘hinreichend gutartige’ Umkehrung

(1), P®) — (a) = a(QM). P(1).1),p(1) = p(QE). P(1).1) ) (3:30)

Version vom 26. Marz 2009
26Tm iibrigen sei daran erinnert, dal kanonischen Gleichungen (3.17)/(3.18) zusammen die glei-
chen Einschrinkungen an ¢(t) liefern wie die LAGRANGE-Gleichungen (3.9).
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besitzen. Um sicherzustellen, daf die Gleichungen fiir die Q(t), P(t) die gleiche Form
haben wie die kanonischen Gleichungen fiir die ¢(t), p(t), verlangt man zusatzlich
die Existenz (hinr. gutart.) Funktionen K(Q, P,t) und F(Q, P,T) mit

i (3.31)
=> P,t) EQV(t) - K(Q(t),P( ), ) + iF<Q( t), P(t),t> :

Transformationen (3.29) dieser Art bezeichnet man als (lokale, passive) kanomni-
sche Transformationen. Fiir kanonischen Transformationen gilt also®”

8(; CONDN.

P,,(t) = aQu <Q (), >|Q—Q(t)7

wie man aus 3.2.1.1 unter Beachtung der Anmerkung (iii) zu (3.2) leicht erkennt.

(3.32)

Zu den einfachsten kanonischen Transformationen gehoren diejenigen vom Typ

Qy(t) d;f { :prz/

Pt ¢ {

t
t

falls 1 < v < n/

falls n’ <v <n
(3.33)
t

t

(t)
“(t)
()falls1§V<n’
w(t) fallsn' <v <n

<7r Permutation von (1,...,n), n’ € {1,... ,n}) Hier gilt (3.31) mit

K (QU), P().t) = H(q(t),p(t). )
und

F(Q,P,t) = ZPQ”

In der Forminvarianz von (3.17)/(3.18) unter diesen Transformationen kommt die
Gleichberechtigung der ¢ und p im kanonischen Formalismus besonders deutlich zum
Ausdruck.

Version vom 26. Marz 2009
2TDer Begriff ‘kanonische Transformation’ wird in der Literatur nicht einheitlich benutzt. Fiir

die Transformation
(a).p() — (@) =240, P() = p(t))

gilt zwar auch (3.32), mit K(Q, P) =2 H(Q/2, P), sie ist aber nicht kanonisch im Sinne unserer
Definition, da keine Funktion F' existiert, fiir die (3.31) gilt.
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Auch die umkehrbaren sog. Punkttransformationen

at) — Q) =d(t) =d(a0.t). (3.34)

lt) — Pt =gt = 3 A0

» Pu(t) (3.35)
p=1 9% '

sind kanonische Transformationen, mit /' = 0 und

(Q P t) def <Q(Q,P, t) (Q Pt ) ZP QV 4, )‘q q(Q,t) *

Beweis: Aus

1% _ g 127 _ . e aqlu(q’t) g v
CORS TRCCHED SURURS S TR

und (3.35) folgt

gt Oq’ " .
ZP Q" - ZP ) macernr Zp“Za;]/uaqq 5:2:1puql‘
i

Spa

und damit die Behauptung.

Bei (hinreichend gutartigem) Koordinatenwechsel (3.34) transformieren sich die
p,(t) im LAGRANGE-Formalismus stets gemif (3.35), also kovariant,”® d.h. wie

aq”
Beweis: Mit .
L'(q,q.t) < L(q(q/,t),(J(qﬂé',t),t) :
gilt
. o . — 0¢"(¢'.q,t) O :
vy _ sy _ LA
pl/(q 4 ?t) (160) aq/yL (q yd 7t) - Zl aq,,, aq“L (q’q7t)‘q:q(q/,t),q:q(q’,r)/,t) .
=
Mit
, 0¢"(d'st) | 0
TP 2ot (gt
(q',qt) = ; 78(1,, + 5 d"(d1)
und somit ) .
0¢*(q',q'st) 9" (', t)
8(}’” - aq/u

(vel. (1.45)) folgt daraus geméf (1.60) die Behauptung.
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28Daher kann man den physikalischen Momentan-Zustand als Punkt des Kotangentialbiindels
T*M, iiber M; mit den (lokalen) Koordinaten (¢'(t),...,pn(t)) auffassen (siehe Anhang), das
man in diesem Zusammenhang auch als Phasenraum bezeichnet. Den ¢, p,t-Raum bezeichnet
man mitunter als erweiterten Phasenraum.
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3.2.1.3 Erzeugende Funktionen kanonischer Transformationen

Sei (3.29) eine (lokale) kanonische Transformation. Es existieren also K und F' mit
(3.31). Zusitzlich sei nun angenommen, daf auch

(a).p®) — (a0, P(1)

eine hinreichend gutartige umkehrbare Transformation ist. Dann ist die Definition

Fy <q(t), P(t), t) © F(Q(t), P(t), t) - Zn: P,(t) Q"(1) (3.36)

erlaubt,* aus der mit (3.31)

WNCRYEORCORICR)

= — ;Qv(t) %Py(t) — K(Q(t), P(t),t) - %FQ <q(t), P(t), t)

und somit nach Auswertung von Fj

o)

pu(t) = aquQ(q’P(t)’t>_(t)’ (3.37)
o)

Q) = 8P,,F2<q(t)’P’t>lp_p<t>’ (3.38)

0
K(Q), P@.t) = H(a().p).t) + 5 Fola. Pl ypopy (3:39)
folgt.*® Nach Voraussetzung sind die Gleichungen (3.37) eindeutig nach den P, (t)
auflosbar. Also ist die Transformation (3.29) entsprechend (3.37), (3.38) durch F
bereits eindeutig festgelegt. Daher bezeichnet man F; als die Erzeugende der ka-
nonischen Transformation (3.29).

Beispiel: Die Punkttransformationen (3.34)/(3.35) sind offensichtlich
vom Typ (3.37)/(3.38) und ihre erzeugende Funktion (3.36) ist

Fa(at0) P(0.1) = 3@ (a0.1) R0

Version vom 26. Mirz 2009

Denn Q“(t) = Q" (a(t). p(a(t), P(£),1),t),
30Da die §(t), P(t) zu jedem festen Zeitpunkt unabhiingig von den Momentanwerten ¢(t), P(t)
beliebige Werte annehmen koénnen.
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Umgekehrt legen offenbar (3.37)/(3.38) bei beliebig vorgegebenem (hinr. gutart.) Fy,
fiir das die Gleichungen (3.37) nach den P, eindeutig auflosbar sind,*’ eine Trans-
formation fest, die fiir jede (hinreichend gutartige) HAMILTON-Funktion H(q,p, 1)
kanonisch ist.

Es ist klar, dafl die JACOBI-Determinante

0Q*(q,p,t) Q' (¢, p; 1)
8<Q1(t), o Pn(t)> - dq* o Ipn
= det : : (3.40)
O(a (1), pa() OP(a.p.t)  OPulg,p.)
oq* o Ipn la=a(t) p=p(t)

einer kanonischen Transformation an keiner Stelle, fiir die sie definiert ist, Null sein
kann.*? Fiir einen hinreichend kleinen ¢, p-Bereich lassen sich die ¢”, p, deshalb stets

riickeindeutig auf die ¢” und eine geeignete Auswahl von n-Stiick der Koordinaten
Q',..., P, abbilden.

Beweisskizze: Wir betrachten zunéchst eine feste Stelle des Phasenraumes. Da die
JacoBr-Determinante (3.40) nicht verschwindet, bilden die entsprechenden Vektoren

2Q! opr,
Oqt gt
: Sl I
Q" OPy,
Opn, Opn
Version vom 26. Mérz 2009

31Nach einem bekannten Satz iiber implizite Funktionen (siehe
z.B. (v. Mangoldt und Knopp, 1962, Nr. 134, Satz 2) oder (Abraham und Marsden, 1978,

Theorem 1.3.16)) gilt:

Auflosbarkeit von (3.37) nach den P, <= (3.43) <= Auflgsbarkeit von (3.38) nach den ¢”.

32GemiB verallgemeinerter Kettenregel gilt nidmlich

9 oQt . 9Q" 9Pk . 9P, )
9q! gt dq’ dq’ gt Q1
Q' . oQ" 8P . 0P, s

9q™ | _ | 9q» oq™  Oq" oq™ oQ™
g_ oQ' .. 9Q" ap . 0P, o
op1 op1 dp1  Op1 dp1 o
2 Q' . 8Q" op, .. 0P, a_
9pn Opn Opn Opn Opn opP,

und eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante von Null verschieden ist.



90 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE WEITERENTWICKLUNG

eine Basis des R2?". Nach dem Austauschsatz von STEINITZ?® existieren also ein

n' € {0,1,...,n} und Permutationen =, 7 von (1,...,n), fiir die auch die Vektoren
1 0 aQw(l) BQ‘N("/) opT) gpr(n—n’)
. . oq! aq! dqT gt
0 1
0 b bl 0 b b b b b b
: : aQ;r(l) BQ’;("/) op (M gpF(n—n’)
0 0 Opn Opn Ipn 9pn

eine Basis des R2" bilden. Somit ist

8Q™W) o 3Qw<n/> opT1) op7(n—n’)
dof Op1 Ip1 dp1 Op1
€
M = : : : :
aQﬂ'(l) o 8Q7r(n/) opT) o ap‘fr(n—n,)
Opn Opn Opn Opn

an der betrachteten Stelle des Phasenraumes — und damit aus Stetigkeitsgriinden
auch in einer Umgebung desselben — invertierbar. Mit

0 0
Ip1 Q™M
__0
- 2Q™(")
M _0
ap*(D
9 9
Opn opr(n—n’)

folgt daraus die Behauptung. |

Jede kanonische Transformation 1488t sich also lokal als Kombination einer Transfor-
mation vom Typ (3.33) mit einer anschliefenden kanonischen Transformation vom
Typ (3.37)/(3.38) darstellen. Daraus konnen wir schliefien:

Ob eine (lokale) Transformation (3.29) kanonisch ist, hdngt nicht von der (3.41)
HAMILTON-Funktion H ab! ‘

Fir kanonische Transformationen ist die JACOBI-Determinante nicht nur von Null
verschieden, sondern es gilt sogar

9 (Q'(t),.... Pu(t))
9(¢'(t), .- palt))

=1. (3.42)

Version vom 26. Mérz 2009

33Siehe z.B. (van der Waerden, 1966).
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Beweisskizze: Fiir Transformation vom Typ (3.33) ist (3.42) leicht einzusehen. Es
geniigt also der Nachweis fiir Transformationen vom Typ (3.37)/(3.38), fiir die gemifl

Fufinote 31
o 0 0 8F
a?ﬁ 2 a?w 2
1 n 1.0q n 04
0 7 QoGP b g : : (3.43)
8(q,...,qn,P1,...,Pn) . :
9 9 4 9 9,
oP agn? T P, 0qn °

gilt. Solche Transformationen lassen sich folgendermaflen in zwei Schritten ausfithren:

(¢,p) — (¢,P) — (Q,P).

Daraus folgt*
2(QY,...,P) _d(d"....,P)2(Q,..., Py
d(q*,...pn)  O(¢',...,pn) O(d",....Pn)
Mit3°
o 0 o 0
aiqlaiplFQ PR @TP]‘FQ
8(@1,...,Pn) . . M
_ = det : :
9(q,....Pu) (338 9 9y 90,
dq' OP, oq™ OP,
07L ]ln
o 0 o
oqt 0P, * oqn oP, *
= det : :
00 . 9 0
¢t oP, > " 9qnoP, °
o 0 o 0
aiplaiqué PR ﬁaiquz
= det : :
o 0 o 9
P, Ogn " * oP, 0g" " *
1, 0,
g 0 o 0
= det
M/ : :
9 9 4 9 9
oP,ogn"? T 0P, 9qn ?
a(qlv"'apn)

—1
7 d(q,.... P)
a(q",...,pn)
ergibt sich daraus die Behauptung. 1

Version vom 26. Marz 2009

34Man beachte Fufinote 33 und det(M;My) = det(M) det(Ms,) .
35Die genaue Angabe der n x n-Matrizen M und M’ ist hier unnétig.
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3.2.1.4 Invarianz der PoissoN-Klammern unter kanonischen
Transformationen

Nachdem klar ist, dafl die Kanonizitdt einer (lokalen) Transformation nicht von
der HAMILTON-Funktion abhéngt, 148t sich leicht zeigen, daf§ (lokal) fiir beliebige
(hinreichend gutartige) Funktionen f, g gilt:*¢

((at).p()) — (@), P(1)) kamonisch) = {£.g},, = (£ 9}qp - (3:44)

Beweisskizze: Fiir Transformation vom Typ (3.33) gilt (3.44) offensichtlich. Sei
andererseits (q(t), p(t)) — (Q(t),P(t)) eine kanonische Transformation mit der

erzeugenden Funktion F5 und sei £ ein beliebig vorgegebener Zeitpunkt. Dann ist

o) }H{ 0 dzefczgqu), (1),
, 1

0.0
p(t) P(t) = P(q(t),p(t) ;

nach 3.2.1.3 eine kanonische Transformation mit

(). P(D) = (@D, D)
und der erzeugenden Funktion £ (q(t)7 P(t), t) =F (q(t), P(t), f). Zum Beweis von

{f:9},p (@0 0) ={f 9} p (Q(q,p, £), P(q,p, f),f)

kann man also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf} die kanonische
Transformation (q(t), p(t)) — (Q(t),P(t)) nicht explizit von der Zeit abhéingt
(%Fg = 0). Offensichtlich ist auBerdem, dafl man f und g als nicht explizit zeitabhéingig

voraussetzen kann. Sei unter diesen Voraussetzungen ¢(t),p(t) eine (lokale) Losung
des Differentialgleichungssystems

DT I
q = apyga Pv = 8q”g

zu den Anfangsbedingungen
qt)=q, pt)=p.

Version vom 26. Méarz 2009

36Genaue Bedeutung von (3.44):

(fa),, = Z (3F(Q,P, 1) OG(Q.P,t)  IG(Q,Pt) OF(Q,P.t)

Q" oP, Q" or, ) l@=Q(a.p.t), P=P(a.p.,1)

v=1
mit

FQ.PH) ™ f(a(Q P.t)p(Q.P)t) . GQ.PH) ™ g(a(Q P).p(@Q, P.1).t).
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Da (¢,p) — (Q. P) kanonisch ist, gilt fiir Q(t) = Q(q(1).p(t)) , P(t) = P(a(t),p(1))

entsprechend
N opr, "’
. 0 def
P = 3G G@QP) S 5(aQ.P)pQ.P).

und somit entsprechend (3.21)

{£:9}0p (90:20)) = F(O) = {F. 9} .p (Q (q<t>,p<t>),P(q<t>,p<t>)>
fiir die betrachtete (lokale) Bewegung ¢(t), p(t) , insbesondere also

{19} 0 (@:5) = {f. 9g,r (Qa ), P(3,))

Da ¢ und p (im lokalen Koordinatenbereich) beliebig vorgebbar sind, ist damit die
Behauptung bewiesen. I

Anmerkung: Umgekehrt 148t sich zeigen, daf§ die Abbildung (¢(t), p(t))
— (Q(t), P(t)) kanonisch ist, falls {f, g}, p = {f,g},, fir alle (hin-
reichend gutartigen) f, g gilt.

3.2.2 HAMILTON-JACOBI-Gleichung
3.2.2.1 Bedeutung der Gleichung

Die kanonischen Gleichungen sind offenbar gelést, wenn es gelingt, eine kanonische
Transformation (3.29) zu finden, fiir die (3.31) mit K = 0 gilt; denn dann sind die
Q" (t) und P,(t) nach (3.32) konstant®” und die Lésungen von (3.17)/(3.18) somit
entsprechend (3.30) durch

a(t) = a(Qto). Pto).t) . p(t) = p(Qlto). Plto) )

gegeben, wobei Q(ty) und P(ty) geméaf (3.29) durch die Anfangswerte q(to), p(to)
gegeben sind.

Eine Transformation der Form (3.37)/(3.38) ist nach (3.39) offensichtlich von der
gewiinschten Art, wenn®® die Erzeugende F) die sogenannte

HAMILTON-JACOBI-Gleichung :
(3.45)

0
EFQ(%Paﬂ +H<Q7 quZ(qa Pat)at> =0

Version vom 26. Marz 2009
3TNaheliegende Verallgemeinerung: K = K(P) ~» P=0Q=0
38 Addition einer Funktion zu Fy, die nur von t abhéingt, wiirde die kanonische Transformation
nicht &ndern.
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erfiilllt und die Gleichungen (3.37) eindeutig nach den P, auflosbar sind; d.h es
gilt lokal (3.43). Eine P-abhéngige Schar von Funktionen Fy(q, P,t) der (q,t), die
den Bedingungen (3.45) und (3.43) geniigt, bezeichnet man als ein vollstindiges
Integral der partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung

0
a (qvt) + H<Q7 VQf(qvt)7t> =0

(die von f selbst frei® ist). In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
1. Ordnung wird gezeigt,’ daf fiir ‘verniinftige’ H stets (lokal) ein vollstindiges
Integral existiert; d.h.:

Es existiert (lokal) stets eine Erzeugende Fj, die (3.45)/(3.43) erfiillt. Fiir
jede kanonische Transformation (3.29) vom Typ (3.37)/(3.38), deren Erzeu-
gende I (3.45)/(3.43) erfiillt, gilt*!

813 } — Q) = P(t) = 0

Daraus folgt der sog.

Satz von LI1OUVILLE: Fir Lisungen (q(t),p(t)) der kanonischen Gleichungen
(5.17)/(3.18) gilt

8(q1(t2),~~-,Pn(t2)>

O(a'(t). . palt))

fiir beliebige Zeitpunkte ty,ty (im Definitionsbereich der q,p).

1=

Beweisskizze: Es geniigt, den Satz lokal fiir hinreichend kleine |t; — 5| zu beweisen.
Dann existiert jeweils eine kanonische Transformation, fiir die aus den kanonischen
Gleichungen (3.17)/(3.18)

Q(t1) = Q(t2) , P(t1) = P(t2)
folgt. Fiir diese gilt dann
B(ql(tg),...,pn(tg)) ) 8(q1(t2)7...,pn(t2)) | 6(Ql(t1)7...,Pn(t1))
5‘(q1(t1),...,pn(t1)) a(Ql(tQ),...,Pn(tg)) 8<q1(t1),...,pn(t1)>

(8(Ql(t2),...,Pn(t2)> )1 (@ 1), Palt)
o(a'(t2), ... pu(t2)) (a'(t)s- - spa(t))
Mit (3.42) folgt daraus die Behauptung. 0

Version vom 26. Marz 2009
39In die Differentialgleichung gehen nur partielle Ableitungen von f ein, nicht f selbst.
40Giehe z.B. (IKamke, 1965, Abschnitt 12.9).

41T, 0kal sind also alle mechanischen Systeme gleicher Anzahl der Freiheitsgrade dquivalent!




3.2. HAMILTON-JACOBI-THEORIE 95

Anmerkungen:

(i) Der Satz von LIOUVILLE besagt, dafl Phasenraumvolumina bei der
kanonischen Zeitentwicklung erhalten bleiben, wenn man den Pha-
senraum als euklidischen R?" auffassen kann.

(ii) Dann folgt, dafi fiir eine statistische Gesamtheit gleichartiger Syste-
me, die sich unabhéngig voneinander entspr. (3.17)/(3.18) bewegen,
die Systemzahldichte in der Umgebung jedes Einzelsystems im Pha-
senraum zeitlich konstant bleibt.

Im Zusammenhang mit Anmerkung (i) von Interesse ist der folgende Satz:

PoiNcAREsches Wiederkehrtheorem: — Sei I eine umkehrbare, stetige Abbil-
dung eines beschrdankten Gebietes G des R"™ in sich, die volumenerhaltend ist:

|F(G")| =1G'|  fiir alle einfachen Teilgebiete G' C G .

Dann ezistieren zu jedem einfachen Teilgebiet G' C G einx € G' und eine natirliche
Zahl N mit FYN(x) € G'.

Beweis: Sei ein einfaches Teilgebiet G' C G beliebig vorgegeben. Dann kénnen die
Mengen F7(G') C G, j =1,2,..., nicht alle paarweise disjunkt sein, da G endliches
Volumen hat. Es existieren also natiirliche Zahlen k, [ mit

Fl (kal(g/) ) gl) _ Fk‘(g/) N Fl(g/) ?é @ ; l S k7
und somit
kal(g/) N g/ 7& @ )
Es existiert also ein x € G’ mit FN(G') € G’ fir N =k — 1. 0

Fiir ein uneingeschrianktes System von n Massenpunkten mit der HAMILTON-
Funktion

n

H(r.p) = 5 Il + )

v=1
148t der FluB des zugehorigen HAMILTONschen Vektorfeldes fiir jeden Energiewert

FE das Gebiet
{(z,p) e RN xR" : H(z,p) < E}

des Phasenraumes invariant. Im Falle

Z x,,|> hinreichend grof — V(z) > E

v=1
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ist dieses Gebiet beschrinkt und der POINCAREsche Wiederkehrsatz 18t sich anwen-
den. Demnach lieBe es sich durch beliebig geringfiigige Anderung der Anfangsbedin-
gungen beim JOULEschen Expansionsexperiment einrichten, dafl ein Zeitpunkt exi-
stiert, zu dem die Gasmolekiile von selbst alle in die Ausgangskammer zuriickgekehrt
sind — in scheinbarem Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik.*?

3.2.2.2 Beispiel: Losung durch Separationsansatz in Kugelkoordinaten

Betrachtet sei ein Massenpunkt m ohne Nebenbedingungen, auf den nur die (nicht
explizit zeitabhingige) Potentialkraft —grad U wirkt, in Kugelkoordinaten r, 4, ¢ .
Die LAGRANGE-Funktion ist

L(r,ﬁ,gp,f,ﬁ,gb) = % <7*2 + 292 4 g2 sinzﬁgb2> —U(r,v,¢),

Die zugehorigen kanonisch konjugierten Impulse sind

e a
Dr d:f EL = mi“,

def 0 i

= =L = mnr?9,
Py 9

def QL B 2 G2 ¢
Dy = aol = mr? sin“ ¢,

die HAMILTON-Funktion ist also
2
H(r,9,¢,pr,09,05) = ﬁ ( 24 ];—'229 + éﬁ) +U(r,9,¢).
Fiir U der Form
U(r,9,¢) =a(r) + @
ergibt sich mit dem Separationsansatz
Fy(r,9, ¢, Py, Py, P, t)
= Si(r; Py, Py, Pp) + So(0; P, Py, Py) + S3(¢; Py, Py, Py) — E(Pr, Py, P,)t

fiir die HAMILTON-JACOBI-Gleichung:

1 /0 .\ 1 d .\ 1 d .\’
(2 (25 o) g () +2m0) » g () -5
Daraus folgt zunéchst, dafl

o
Pe 337007

Version vom 26. Marz 2009
42Bzgl. weiterer Konsequenzen des POINCAREschen Wiederkehrtheorems siehe (Arnol'd, 1988,
Abschnitt 3.5.5).
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nur von (P,, Py, P,) abhéngt; d.h. wir kénnen S5 in der Form
Sg((p;Pr,Pﬁ,P¢) :pcp(PmPﬁaPcp)(P

ansetzen.® Dann mufl aber auch eine Funktion §(P,, Py, P,) existieren mit

0 2 p2(PT7P197P)
(81952(19 Pr,Pﬂ7P)> +22mb<19>+8081n—219§0 = ﬂ(PT,Pﬁ,Pw),
1 0 ﬂ(PmP'L?uPSO)
— [ = PPy P _ E(P., Py, P,).
o (Grsiip PR ) atr) + A (PP )
Indem wir

P.=FE, Py=p, Pcp:pcp

wihlen,** fiihrt Integration schlieBlich lokal auf das vollstindige Integral

2

sin? ¢/

9
Fy(r, 9, ¢, Py, Py, P t) = —Prt+P¢<p+/ \/Pg—2mb(19’)—
Yo

97

d’

+ / ' \/2m<P,.—a(w)) . (fj 1;2 dr' + f(Py, Py, P,)

irrelevant

der HAMILTON-JACOBI-Gleichung.*®

GeméaB (3.38) sind damit die dynamisch erlaubte Bewegungen (lokal) implizit

durch

/

r(t)
—t+/ mdr _ o =
7o \/2m(PT —a(r')) — (5;2

/ do’ 1 /’““) dr’ 0
- = 19 =
o \/P —2mb(I) — o 2 ;(f;) (T’)Q\/Qm(Pr —a(r')) — A
P, dv’
o~ [ : _ - q -

o sin219’\/P19—2mb(19’)— —

sin? 9/

const. ,

const. ,

const.

gegeben. Die erste dieser Gleichungen entspricht Gleichung (3.95) d. Math. Meth. d.

Phys. (fir U(r) = a(r)).

Version vom 26. Marz 2009

43 Addition einer Funktion von P, Py, P, wiirde keine Vorteile bringen.
4 Welche unabhingigen Parameter wir mit den P’s identifizieren, spielt ja keine Rolle.
45Daf die Vollstindigkeitsbedingung

C) )
E)P 8TF 0Py WF2 (')P STF arQr %Qﬁ %Qcp
a9 a8 p 9
0 # det aP sz2 op; o0l  ap;oel2 BﬂQ 0@ 35@
3. 38) 90, 20Q, 2Q
Dp X" o XV P X

Op, 2 09 92 0p

8P e oP, d¢

fiir einen geeigneten (vom betrachteten 7,1, p-Bereich abhéngigen) P-Bereich erfiillt ist, erkennt

man sofort aus der nachfolgenden Angabe der Q-Funktionen.
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3.2.3 Ubergang zur Quantenmechanik
3.2.3.1 Analogie zur Optik
Im folgenden sei nur ein konservatives 1-Teilchen-System ohne Nebenbedingungen

in karthesischen Koordinaten x betrachtet. Die HAMILTONsche Funktion ist also

Hexp) = 2 v

und der (wegen 2 H = 0 mogliche) Ansatz

def

R(x,Pt)=SxP)—Et, EXp, (3.46)

fiir eine Losung von (3.45)/(3.43) fithrt (lokal!) auf die partielle Differentialgleichung
2
(VXS(X, P)) = 2m (E - V(x)) . (3.47)

Nach (3.37) folgt daraus
pl’ =2m(E - V(x)) (3.48)

und somit £ = H(x,p) (im Einklang mit (3.22)); d.h. fir dynamisch erlaubte
Bewegungen ist E als Energie zu interpretieren.

Von nun ab sei P fest gewé#hlt und im Variablensatz von S nicht mehr expli-
zit angegeben. Dann hat Gleichung (3.47) die gleiche Form wie die sog. Eikonal-
Gleichung:

<grad L(x)>2 = (n(x)>2 (3.49)

Der Zusammenhang von (3.49) mit der skalaren Wellengleichung der Optik inho-
mogener (isotroper, dispersionsfreier) Medien

Ay B(x,1) — (”(X>)2 (%)2 O(x,t) =0, (3.50)

C

in der ¢ die Vakuumlichtgeschwindigkeit und n(x) den Brechungsindex des optischen
Mediums bezeichnet, ist folgender:

Man macht fiir die Welle ®(x,t) den Ansatz
B(x, 1) = exp (A(x) ko (L(x) — ct)) (3.51)

mit reellen A, L. Dabei ist A(x) der In der Amplitude und L(x), die sog. optische
Weglinge (auch Eikonal genannt), beschreibt die Flichen rdumlich und zeitlich
konstanter Phase

ko (L(x) - ct) = ¢ = konst. ,
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auch Wellenfronten genannt. Wegen

AD (A(A+ikoL) + (V(A+ikL))?) @

= (AA+ (VA = (kVL)* +ike (AL +2(VA)- VL)) ®

ist (3.50) aquivalent zur Giiltigkeit von
AL+2(VA)-VL=0
und
AA+ (VAP + k5 (n* = (VL)) =0.

Daraus ergibt sich im geometrisch optischen Bereich
ko > |gradn(x)| , |grad A(x)| Vx € R®

(3.49) als konsistente Ndherungsgleichung fiir L.

Die Lichtstrahlen, nach der Korpuskulartheorie des Lichtes die Bahnkurven der
Lichtteilchen, sind die Orthogonaltrajektorien der Wellenfronten. Auch das steht in
Analogie zur Mechanik, wo die Teilchenbahnen geméf

P = Vx F2 (X> t)
)
= ViS(x)

die durch
S(x) — E't = konst.

charakterisierten Wellenfronten senkrecht schneiden.*®

Warnung: Die Teilchengeschwindigkeit stimmt i.a. nicht mit der Pha-
sengeschwindigkeit, d.h. der Ausbreitungsgeschwindigkeit!” E/ |p|
der entsprechenden Wellenfront iiberein!

Version vom 26. Miarz 2009
46 Allerdings schrinkt die Wahl von P die Menge der tats#ichlich moglichen Teilchenbahnen i.a.
stark ein! Z.B. muf E — V' (x) > 0 fir dynamisch erlaubte Bewegungen gelten.
4TFiir einen gedachten Punkt mit Ortsvektorfunktion x(¢), der sich mit Wellenfrontgeschwindig-
keit senkrecht zur entsprechenden Wellenfront bewegt, gilt namlich:

d
dt 7 (3.46) (3.37)
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3.2.3.2 Die SCHRODINGER-Gleichung

Aufgrund o.a. Analogie lag es — fiir SCHRODINGER*® — nach experimenteller Ent-
deckung der Wellennatur der Materie nahe, eine Wellentheorie aufzustellen, deren
geometrisch-optische Naherung die klassische Mechanik ist:
Dabei sollte
B! (S(x) - Et) ,

wobei der Faktor A aus Dimensionsgriinden notwendig ist, die Rolle der zeitabhingi-
gen Wellenphase

ko <L(X) — ct)
S(x)

E
von (3.51) tibernehmen. Entsprechend ist k¢ durch — sowie kg L(x) durch o

. 2 2m
und somit nach (3.47)/(3.49) <l€0 n(x)) durch e (E - V(X)) zu ersetzen. Dann

gehen die zu (3.51)/(3.50) dquivalenten Gleichungen

d(x,t) = e ™ P(x),
2
D ®(x) + (kon(x)) @(x) = 0

iiber in die Gleichungen®’
U(x,t) = e #PU(x), (3.52)
h2
(—%A,{ + V(x))‘lf(x) — FU(x) (3.53)

fiir die gesuchte Materiewelle W(x, t).

Gleichung (3.53) ist die sog. zeitunabhdngige SCHRODINGER-Gleichung, die
sich auch in der Form

H(x,p) ¥(x) = E¥(x)
schreiben 148t, wobei die durch

pU(x) ¥ ZVX\II(X) , xU(x) € xU(x)
7

fiir hinreichend gutartige W(x) definierten Operatoren p;, 2/ den (3.26) entspre-
chenden Vertauschungsrelationen

(Db — prp;) = (273% — 3%37) =0, ik (&P, — prd?) = 0}

geniigen.

Version vom 26. Marz 2009
48Giehe (Straumann, 2001).
49Dem geometrisch-optischen Bereich entspricht i < 1.
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Anstelle der (3.50) entspr. E-abhingigen Wellengleichung benutzt man nun besser
die fiir (3.52) zu (3.53) dquivalente

zeitabhdngige SCHRODINGER-Gleichung:

H(% D) W(x, 1) = ih (1),

die nun wieder die Superposition von Losungen unterschiedlicher Frequenzen er-
laubt.

(3.54)

Anmerkung: Wenn man die Wellenfunktionen in der Form
U(x,t) = A(x,t) en St

mit reellen A, S schreibt, dann ist die komplexe Gleichung (3.54) (fiir hinreichend
gutartige A, S) dquivalent zu den beiden reellen Gleichungen®”

d (VS)? G
Aas + A o + AV = %AA (3.55)
und
1o} A
mgA +(VA)-(VS)+ §AS =0. (3.56)
Mit

€ o P 1 (S
7% R (\Ilp\ll> = —A2VS, pXyP = a2
m m

wird (3.56), nach Multiplikation mit %A, zur Kontinuitatsgleichung

p4divy=0
und (3.55) geht fiir i — 0 {iber in die HAMILTON-JACOBI-Gleichung fiir S :
(VS)? 9 o _
o +V +6t S=0
—_——
=H(x,grad S)

(WKB-Ndherung). Die naive Interpretation der Lésungen von

(1) = 7 (x(1).0) [p(x(1).1) = - V5 (x(1).1)

als Teilchentrajektorien ist heute noch als Boumsche Mechanik populir.®!

Die gesamte physikalische Standard-Interpretation von (3.54) lafit sich aus der An-
nahme ableiten, daB |¥(x,)|> die Ortswahrscheinlichkeitsdichte zum Zeitpunkt ¢
ist; d.h. daB fiir einfache Gebiete G C R?

/ |V (x, t)\2 dVy = Wahrscheinlichkeit fiir Position innerhalb G zur Zeit t
g

gilt."?

Version vom 26. Mirz 2009
e oae . . i
S0Man multipliziere (3.54) mit e roGet)

®1Siehe z.B. (Diirr, 2001)
2Siehe z.B. (Miclnik, 1974) und (Liicke, 1995, Abschnitt 5).
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3.3 Periodische und bedingt Periodische Bewe-
gungen

Im folgenden verwenden wir wieder lokale Koordinaten ¢ = (¢*,...,¢"),
p = (p1,--.,Pn), ohne jeweils auf die nur lokale Giiltigkeit der ent-
sprechenden Beziehungen hinzuweisen.’® Der Einfachheit halber setzen
wir auch voraus, dafl die x,(q,t) nicht explizit von der Zeit abhéngen.
Dementsprechend fassen wir den Phasenraum® M einfach als 2n-

dimensionalen (¢, p)-Raum auf.

3.3.1 Invariante Untermannigfaltigkeiten des Phasenraumes

Seien Si(q,p),...,Si(q,p) (hinreichend gutartige) Funktionen auf dem Phasenraum
M und sei 7 eine Teilmenge von M . Dann nennt man die S; unabhdngig von-
einander auf 7 , wenn die

951 98y 95,
Oqt Oq! ol
05, 05, 05,
aqm oq™ oqm
op1 op1 Op1
951 953 25,
Opn Opn Opn

fiir alle (¢,p) € T einen linear unabhéngigen Satz von Spalten-Vektoren darstellen.
Das ist offensichtlich dquivalent dazu, daf} die

def N~ (05, 0 05; 0 ,
Xs, _Z(apyaq” e ) jed{l,....1}, (3.57)

v=1

an jeder Stelle (q,p) € 7 linear unabhéngig voneinander sind.

Lemma 3.3.1 Seien Si(q,p),...,S1(q,p) (hinreichend gutartige) Funktionen auf
M, sei

def

T, = {(@.p) e M: Si(q.p) =5 Vje{l,....l}} VseR.

l

o ol , .. .
UNd SEIEN Sgyeys - - - 5 Sspey, VOTgEgebene Werte. Wenn die S; unabhdngig voneinan-

der auf Type, e 7

ssper SINd, dann existieren zu jedem Punkt von Tg,e, eine in M

Version vom 26. Mdirz 2009
3Diesbeziiglich sei an die Vorbemerkung zu 1.2.1 erinnert.
54Giehe FuBnote 28.
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offene Umgebung mit (hinreichend gutartigen) Koordinaten &, ... &=t st ... 8,

i denen

<q<€1a'"7€2n_lvsla"'731)7p<51a---7€2n_17$1a"'>Sl)> € ,];pez
= sl—sl = . . =¢—-s =0

spez spez

qilt.>

Beweisskizze: Sei (¢,p) € Tiper und seien die S; unabhdngig voneinander auf

Tepes - Dann existiert eine offene Umgebung von (g, p) mit Koordinaten ¢!, ..., ¢2n—1
n',...,n', in denen
a(S4,...,S
( 17 ) ll) £0
on',...,n")

gilt. Geméfl Fuinote 31 ist also das Gleichungssystem

Sj(glr"a§2nil7’r]17"'7nl):Sj VJG{I,,Z}

(lokal) nach den n',...,n! auflésbar. Daraus folgt die Behauptung. |

Anmerkung: Wir verzichten darauf, neue Symbole fiir Funktionen zu verwenden,
wenn wir sie in anderen Variablen ausdriicken; vgl. Abschnitt 1.2.3 von (Liicke, tdst).

Man nennt Xy, tangential auf 7 , wenn zu jedem (G,p) € 7 jeweils eine (hin-
reichend gutartige) Kurve {(q(t),p(t)) cte [tl,tg]} C T mit

existiert, die der Bedingung

= o(a0.00)) = (X5,9) (a0 p0) Ve [0,

fir alle (hinreichend gutartigen) Funktionen g(g,p) auf M geniigt.

Man nennt S, S in Involution zueinander, falls
{Sj s Sj,}qm =0 V(q,p) eM

gilt.

Lemma 3.3.2  Seien Si(q,p),...,Si(q,p) sowie she,, ..., S, und Tope, wie in
Lemma 3.5.1 vorgegeben. Wenn die S; paarweise in Involution sind, dann folgt dar-

aus, daf$ sie tangential auf Tgye, sind.

Version vom 26. Méarz 2009

55Das bedeutet nichts anderes als daf Tipez als 2n — I-dimensionale (nicht notwendig zusam-
menhéngende) Untermannigfaltigkeit (siehe Definition A.1.2) von M aufgefait werden kann.
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Beweisskizze: Zu beliebig vorgegebenen j € {1,...,l} und (4,p) € Zspes l0sen wir
das Anfangswertproblem
(a(t).p(t1)) = (@.5) (3.58)
fiir das kanonische Differentialgleichungssystem
0 0
" ==—25; D, = — S;.
T, ! g
Damit gilt
LR A B )
g Iar) = 2 & g TP g, )Y
— (Xs 9) (g 3.59
a5 X, 9) (a,p) (3.59)

fiir jede (hinreichend gutartige) Funktion g auf M . Hieraus folgt insbesondere

d
TS = Xs Sy
az0, ey
= 0
Vorauss.

fiir alle 7/ € {1,...,1} und somit (q(t),p(t)) € Tspes - Mit (3.58) und (3.59) folgt
daraus, dafl das betrachtete X s; tangential auf Zgpe, ist. 1

Lemma 3.3.3 Sei I' eine Teilmenge des R™, die folgenden Bedingungen geniigt:
1. T ist eine Vektorgruppe, d.h. es gilt
tel' = —tel

und
t,t'el’ = t+t el.

2. Diese Vektorgruppe ist diskret, d.h. es existiert ein ¢ > 0 mit

t] > VteT\{0}.

Dann ist entweder I' = {0} oder ezistieren ein k € {1,...,n} und linear unabhdingige
Vektoren tq,...,t, € I' mit"

k
F:{ZjTtT:jl,...,jkeZ}.
r=1

Version vom 26. Mdrz 2009
*Der Fall k = n = 3 ist fiir die Kristallphysik wichtig; siehe dazu (Ijubarski, 1962, §11, Satz
1).
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Beweis: Siehe (Arnol'd, 19585, Abschnitt 10.1.4, Lemma 3).

Lemma 3.3.4 Seien Si(q,p),...,Su(q,p) sowie s! s?

spezr -+ + 3 Sepez UNA Tope, wie in

Lemma 3.3.1 (fiirl = n) vorgegeben und sei {Fg} Jeweils der, auf Tgpe, eingeschrinkte,
teR

Xs,; entsprechende Flufs. Die S; seien paarweise in Involution und unabhingig auf
Tper und Tgpe, sei zusammenhdingend. Dann geniigen die durch t € R™ parametri-
sierten Abbildungen

B, FL ER VteR”
folgenden drei Bedingungen:

1.
Ft Ft’ = Ft—i—t’ Vt,t/ S Rn.
2 )
,];peZ: {Ft (daﬁ) : tERn} v(éaﬁ) E,Z;pez'
3.

I {t ER": F, = FO} st eine diskrete Vektorgruppe.

Anmerkung: Der Xg; entsprechende, auf 7y, eingeschrénkte, Fluf ist die durch

7 def

F (4,p) = (q(h +1t),p(t +t)) gemiB (3.58)/(3.59)

charakterisierte Schar von Abbildungen £ ; vgl. Abschnitt 5.1.1 von (Liicke, ein).

Beweisskizze zu Lemma 3.3.4: Da gemiB Ubungsaufgabe 35 b)

X{Sjl,SjQ} = [ijl ’ ijz]f ’

a,p

gilt und die S; in Involution auf 7y, sind, vertauschen die Xg, miteinander auf Zg;c,
und somit?” auch die £/ . Mit der FluBeigenschaft

FF,=F_, YtV eR, je{l,....1}

folgt daraus, daff die erste Bedingung fiir die Fy erfiillt ist.

Sei nun (g,p) ein beliebiger Punkt in Zg,e, und seien (£',...,€") (hinreichend
gutartige) Koordinaten einer offenen Teilmenge von Zgpe,, die (¢,p) enthilt. Mit
(51 (t),... ,é"(t)) seien jeweils die entsprechenden Koordinaten von Fy (g, p) bezeich-

net. Da die Xg;, auf Zgpe, linear unabhéngig sind, gilt dann

Version vom 26. Méarz 2009

57Siehe (Arnol’d, 1988, Abschnitt 8.3.5).
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Das Gleichungssystem .

F)y=¢ vje{l,...,n}
ist also (lokal) nach den t!,...,t" auflssbar,”® d.h. alle Punkte einer (hinreichend
kleinen) offenen Umgebung von (§, p) in Zgpe, ergeben sich durch Anwendung von Fy
mit geeignetem t € R auf (¢,p). Da Tgpe, voraussetzungsgeméf zusammenhéngend
ist,”® folgt daraus mit der Giiltigkeit der ersten Bedingung auch die Giiltigkeit der
zweiten Bedingung.

Die obigen Betrachtungen zeigen auch, daf fiir hinreichend kleines € > 0
04|t <e = F#E

gilt. Mit der ersten Bedingung mufl deshalb auch dritte Bedingung erfiillt sein. |

Folgerung 3.3.5 Seien Si(q,p),...,5.(q,p) sowie s;pez, oy ey und Tope, wie
in Lemma 3.5.4 vorgegeben und sei Tgye, auflerdem kompakt. Dann ist Tgpe, ein
n-Torus, d.h. es existieren hinreichend gutartige Funktionen ¢” (o', ..., ¢") und
P’ (@, ... ") diber R™, fiir die folgendes gilt:

1.
Toper = {(q(cp),p(w) L pE R”} :

(q(%)m(%)) = (Q(wz),p(wz))

= (cp{zgo%mod?w Vie{l,...,n}).

3. Zu jedem g € R™ existiert eine offene Umgebung, tiber der die Abbildung

p — (qw),p(cﬁ))

eine (hinreichend gutartige) Inverse hat.

Falls S1(q,p) mit der HAMILTON-Funktion H(q,p) tbereinstimmt, dann lGfit die
Dynamik Tgye, invariant und es existiert ein konstanter Vektor Ws,e, » Mt dem die
kanonischen Gleichungen fiir Bewegungen auf Tg,e, dquivalent zu

d
— (1) = wy
dt ¢ ( ) w sSpez

sind.%0

Version vom 26. Marz 2009
8Hier ist die Anzahl der S; wichtig.

%9 Je zwei Punkte in 75y, lassen sich also durch einen stetigen Weg verbinden, der ganz in Tgpe,
verlduft. Ein solcher Weg 148t sich nach obigem Ergebnis stets durch offene Intervalle {iberdecken,
deren Punkte sich alle durch geeignete F ineinander transformieren lassen.

60S0lche Bewegungen bezeichnet man als periodisch, wenn die Wy . rationale Vielfache von-
einander sind, sonst als bedingt periodisch.
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Beweisskizze: Da 7y, kompakt ist, kommt der Fall I' = {0} fiir die in Lemma
3.3.4 definierte Vektorgruppe nicht in Frage. Nach Lemma 3.3.3 existieren deshalb
ein k € {1,...,k} und eine riickeindeutige lineare Abbildung

o — t(p)
von R"™ auf sich, fiir die
{Ft 1 te Rn} = {Ft(sa) LpE Rn}

und

Ft(gol) = Ft(¢2) = (gpjl =¢lmod2r Vje{l,..., k})
gilt. Da 7gpe, kompakt ist und aus den ersten beiden Bedingungen von Lemma 3.3.4
(Fe(4,0) = (§,p) <= teT) V(§,p) € Tipes
folgt, mufl k¥ = n sein. Nach Lemma 3.3.4 ist deshalb
R've — (q(w),p(sO)) © Py (4,0)
fir beliebig vorgegebenes (§,p) € Zspe, eine Abbildung der gesuchten Art. Dafi die

Dynamik 7g,e, im Falle Sy = H invariant 148t, ist aufgrund der zweiten Bedingung
von Lemma 3.3.4 klar und entsprechende Bewegungen auf Zgpe, sind durch

(a(.2(0) = Fy () @)
. t(cp(t)) - t(cp(O)) +(t,0,...,0)
gegeben. Aus letzterem folgt

t(gb(t)) - %t(go(t)) = (1,0,...,0)

und damit aufgrund der Riickeindeutigkeit der Abbildung ¢ +— t(¢) die t-Unabhiingig-
keit von ¢(t).

3.3.2 Winkel- und Wirkungsvariable

Wie die Darlegungen in 3.3.1 zeigen, existiert unter den Voraussetzungen von Fol-
gerung 3.3.5 also eine Umgebung von 7., , fiir die die in Folgerung 3.3.5 aufgewie-
senen ¢” zusammen mit den Werten s” der Funktionen .5, lokale Koordinaten sind,
in denen die kanonischen Gleichungen — S; = H vorausgesetzt — &dquivalent zu

sind, wenn man die Funktionen w”(s) richtig wéhlt. Das fithrt auf folgende
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Vermutung: Die s” lassen sich durch Koordinaten I, ersetzen, fiir die

(@.p) — (L)
=g =P

eine (lokale) kanonische Transformation vom Typ (3.37)-(3.39) ist:%!

P g S, (3:60)

, 0

o = 8L/S(q,]), (3.61)
K(I) = H(q,qu(q,f)). (3.62)

Falls diese Vermutung richtig ist, dann gilt (lokal)
q
S(a.1) = Stao. ) = [ plaT)da (363
q0

und die kanonischen Gleichungen sind (lokal) dquivalent zu

0

¢=85KU% 1,=0. (3.64)

Anmerkung: Da die S; in Involution sind, 18t sich — mithilfe einer entsprechenden
Verallgemeinerung des Satzes von STOKES — zeigen, dafl die rechte Seite von (3.63)
nicht von der genauen Wahl des Integrationswegs zu festem I abhéngt. Von diesem
Sachverhalt werden wir im folgenden wiederholt stillschweigend Gebrauch machen.

Der Einfachheit halber sei zusétzlich angenommen, dafl die ¢, und I, Koordinaten
fiir eine Umgebung von ganz Zg,e, sind. Dann erkennt man besonders leicht,’? dafl
fiir jede der geschlossenen Kurven

e (D) S (. 1) : ¢ €10,27) " = ol for p# v} (3.65)

(mit s(/) nahe genug bei Sgpe,)

8/ /
8[” ceo(1) (3.61) Jego(n) .

Version vom 26. Miarz 2009
61Daf die rechte Seite von (3.62) nur von I abhingt, folgt daraus, dafl H = S; auf Ts(r) konstant
ist.
52Durch Verwendung eben dieser Koordinaten bei der Wegintegration.
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und somit

1
I, — const. = — ds
S—— 27T C,fo (I)

1 ER)
= — S(q,I)dq”
277' /ch(I) VZ:; aq” ( )

irrelevant

2
3
=  — (g, I)dq” (3.66
(3.60) 27 Jegory ; D )
gilt. Somit fiihrt o.a. Vermutung auf folgendes

Losungsverfahren:% Man wihle zu jedem v € {1,...,n} eine stetig
von s abhéngige Schar geschlossener Wege C, (s) auf 7 so, dafl die Wege
Ci(s),...,Cn(s) fiir jeweils gleiches s auf 7 nicht zueinander homotop®*
sind. Damit definiert man entsprechend (3.66)

2
def 1
I,(s) = — v(q, 1) dq”,
(s) 5 / " glp (q,1)dq

Wenn fiir die so definierten [, (s) die Bedingung

oly,...,1,)
—— < #0
(s, ..., s") 7
erfiillt ist, dann ist die (3.63) entsprechende Definition
def [*
S(g,1) = | pla,1)dg,
q0

von der genauen Wahl des lokalen® Weges auf Zg(;) unabhéngig und wir
konnen entsprechend (3.61) (lokal)

y def O

definieren. Mit den so definierten Winkelvariablen ¢” und Wirkungs-
variablen [, gilt dann

(Q(§0171>7p(90171)) = (Q(902,I)7P(9027—’)>

= oY =¢¥mod2r Vved{l,... ,n}

Version vom 26. Marz 2009

53Der Einfachheit halber nehmen wir wieder an, daf die g, und I,, Koordinaten fiir eine Umge-
bung von ganz Zgpe, sind.

64Zwei Wege auf einer Mannigfaltigkeit heiBlen zueinander homotop, wenn sie sich auf dieser
Mannigfaltigkeit stetig ineinander deformieren lassen.

65Wenn man die Weglinge nicht beschrinkt, wird S mehrwertig, was sich aber auf die Transfor-
mationsformeln nicht auswirkt.
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und
(¢.p) — (v, 1)

ist tatséchlich eine kanonische Transformation vom Typ (3.37)—(3.39)
mit der (lokalen) Erzeugenden S(q, ) (statt Fy(q, P)), wobei

def

K(gq,I) = H((l,VqS(qJ))

nur von / abhéngt, sodafl die kanonischen Gleichungen wirklich dquiva-
lent zu (3.64) und somit trivial 16sbar sind.

In der Bohr-Sommerfeld-Quantisierung der frithen Quantenmechanik wurden die

erlaubten Zusténde durch die Bedingung
I,

2r h

€z,

ausgewdhlt. Heute noch sind die Winkel- und Wirkungsvariablen fiir die stérungs-
theoretische Behandlung mechanischer Systeme von Bedeutung.®®

Version vom 26. Marz 2009

66Siehe (Arnol’d, 1988, Kapite 10).




Anhang A

Symplektische Mechanik

A.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bereits zu Beginn von Abschnitt 1.2.1 wurde darauf hingewiesen, dafl generalisier-
te Koordinaten i.a. nur lokal existieren. Dieser Problematik trigt die Theorie der
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten Rechnung. Grob gesagt, ist eine Mannzigfal-
tigkeit M eine geeignet kartierte Menge M. Unter einer n-dimensionalen Karte
einer Menge M versteht man ein lokales System von generalisierten Koordinaten
q',...,q", d.h. ein Tupel (O, ¢) bestehend aus einer offenen' Teilmenge O des R™
und einer eineindeutigen Abbildung ¢ der Punkte (¢!, ..., ¢") von O in M . Unter ei-
nem n-dimensionalen C'*°- Atlas von M versteht man eine Menge A n-dimensionaler
Karten (von M), die

1. ganz M erfassen, d.h. zu jedem m € M existiert eine Karte (O, ¢) € A mit
def n n
m € p(0) = {p(d",...,q¢"): (¢',...,¢") € O}, und
2. miteinander vertrdglich sind in folgendem Sinne:

Falls einunddasselbe m € M von zwei Karten (O1, p2), (O1,¢2) € A
erfalt wird, dann gilt fiir hinreichend kleines ¢ > 0

o1(Ue (67 (m)) € 2(02)
und @, ' 0y ist eine beliebig oft differenzierbare (R™-wertige) Funk-
tion? auf U, (¢; ' (m)) C R™.

Version vom 26. Marz 2009
'Eine Teilmenge O des R™ nennt man offen, falls:

(¢',....¢") e 0= (Ue(ql, ...,q") C O fiir hinreichend kleines € > O) )

2Mit f o g bezeichnen wir, wie allgemein iiblich, die Nacheinanderausfiihrung zweier Ab-
bildungen f,g. Fiir Teilmengen T des Definitionsbereichs von ¢ schreibt man {iblicherweise

9(T) < {g(q): g€ T}.

111
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Unter einer (beliebig oft) differenzierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M
versteht man eine Menge M mit einem n-dimensionalen C'*°-Atlas A .

Die einfachste differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist R™ mit dem
Atlas, der nur die Karte (R",id) enthélt. Dank der Vertriglichkeit der Karten ei-
nes C'>°-Atlasses kann man aber das Bild unter ¢ des in O enthaltenen Teils einer
‘glatten Untermannigfaltigkeit” von R™ stets konsistent als Teil einer ‘glatten Unter-
mannigfaltigkeit” von M auffassen, denn:

Was beziiglich einer Karte (O, 1) glatt erscheint und auch von der
Karte (Oy, p2) erfalit wird, erscheint auch beziiglich (O, ps) glatt.

Dementsprechend versteht man z.B. unter einer (beliebig oft) differenzierbaren
Kurve in einer Mannigfaltigkeit M = (M, A) eine Teilmenge C von M , fiir die
e 1 (CNp(0)) fiir jede Karte (O, ¢) € A ein (beliebig oft) differenzierbares Kur-
venstiick im gewthnlichen Sinne (oder die leere Menge) ist.

Definition A.1.1 FEine Abbildung f einer ny-dimensionalen Mannigfaltigkeit M,
in eine no-dimensionale Mannigfaltigkeit My heifst (unendlich oft) differenzier-
bar, falls ;' o @y fiir jede Karte (O1, 1) von My und jede Karte (Oy, @3) von My
mit 1(O01) Ny (O3) # O eine (beliebig oft) differenzierbare R™-wertige Funktion
auf o1 (1(O1) Ny ' (O2)) ist.

Zwei C*-Atlanten A; , A; von M heiflen dquivalent, mitgeteilt durch die Schreib-
weise A; ~ A, , wenn ihre Vereinigung ebenfalls ein C'*°-Atlas ist. Fiir die Definition
A.1.1 spielt es offensichtlich keine Rolle, ob man einen Atlas durch einen dquivalenten
ersetzt. Man iiberzeugt sich auch leicht davon, daff ~ tatsichlich eine A quivalenz-
relation ist, d.h. folgende drei Eigenschaften besitzt:

Reflexivitiit: A ~ A,

e ey Ay~ Ay
Transitivitdt: A; N Ai } = A~ A;.
Symmetrie: Ai~ Ay — Ay~ A,

Deshalb ist jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M = (M, A) eindeutig ein maxi-
maler C'*°-Atlas A\, ndmlich die Vereinigung aller zu A dquivalenten C'*°-Atlanten,
zugeordnet.

Definition A.1.2 Als (regulire) differenzierbare Untermannigfaltigkeit ei-
ner n-dimensionalen differenzierbaren ]\{[anmgfaltz;gkez’t M = (M, A) bezeichnet man
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M = (M, A) (n < n) mit

McM und A~Uy,
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wobei Uy, folgenden C=-Atlas von M bezeichnet: (@, gb) gehort genau dann zu Uy ,
wenn eine Karte (O, ) € Ay existiert mit

O:{(ql,...,qﬁ)eRﬁ: (ql,...,qﬁ,O...,O)E(’)},

und
gb(ql,...,q"):gp(ql,...,q”,O...,O)EM V(ql,...,q") c0O.

Warnung: Wenn zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten M = (M, A)
und M = (M, A) gegeben sind mit M C M so folgt daraus i.a. nicht,
daB M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M ist. Es ist
noch nicht einmal gesagt, daf itberhaupt ein Atlas existiert mit dem A
zu einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit von M wird: Z.B. lafit
sich fiir einen Polygonzug P im R3 leicht ein Atlas finden, der P zu einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit macht.?

Zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten My = (M, A1), My = (M,, As) nennt
man diffeomorph zueinander, wenn ein Diffeomorphismus von M; auf M,
existiert, d.h. eine (beliebig oft) differenzierbare, riickeindeutige Abbildung f von
M auf My, deren Umkehrabbildung f~! ebenfalls (beliebig oft) differenzierbar ist.*
Zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten M , M sind aus differentialgeometrischer
Sicht genau dann als gleich zu betrachten, wenn sie diffeomorph (zueinander) sind.

Wir interessieren uns nur fiir solche Mannigfaltigkeiten M = (M, A), die einen
(dquivalenten) abzdhlbaren Atlas besitzen und HAUSDORFFsch sind, d.h. folgender
Bedingung geniigen:

Za je zwei unterschiedlichen Punkten my , my € M existieren stets zwei
Karten (O1,¢1), (Os,2) € A und ein € > 0 mit

o1 (Ue (@fl(ml))> N o (UE (gogl(m2))> =1.

Solche Mannigfaltigkeiten kann man sich stets als Untermannigfaltigkeiten des R?"
(n =Dimension von M) vorstellen (Whitney, 1936; Whitney, 1944),(Brickel und Clark, 1970,
Sec. 5.6).

Version vom 26. Marz 2009
3Man wiihle irgendeine Parametrisierung P = {x(t): t € R} und den Atlas, der (R,x) als
einzige Karte enthélt.
“Dann ist {(f(O), foy): (O,¢) € A1} ein C*°-Atlas von My, der zu A, dquivalent ist.
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A.2 Tensorfelder iiber differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten

Ein Tangentenvektor
v x(At) —x(0)
x(0) = A}:I—IEFO At
(einer Bahnkurve x(¢)) im R™ 1a8t sich dquivalent durch die Wirkung seiner LiE-
Ableitung Ly () auf der Menge der Skalarfelder ® an der Stelle x(0) charakterisieren:

(L0 ®) (x00)) = Go(x(0) . (A2)

Wenn x(t) nur innerhalb einer Untermannigfaltigkeit M verliuft, istv)’((t) tangential
an diese und (A.2) héngt nur von den Werten der Funktion ® auf M ab. Wihrend
(A.1) i.a. nicht auf M einschrénkbar ist, ist das fiir (A.2) stets der Fall:

(A1)

Definition A.2.1 Unter einem Tangentenvektor der (unendlich oft) differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit M an der Stelle® m € M wversteht man eine Abbildung
X, der (hinreichend gutartigen, reell-wertigen) Skalarfelder iber M in die reellen
Zahlen, die folgender Bedingung geniigt:

Es existiert eine (beliebig oft) differenzierbare Bahnkurve m(t) auf M
mit m(0) = m und
d

Xon(®) = @

(m(t))l By fiir alle differenzierbaren Skalarfelder @ .

Lemma A.2.2 Fine Abbildung X,, von
AO(M) o {f: f (beliebig oft) differenzierbare Abbildung von M in R}  (A.3)
in R ist genau dann ein Tangentenvektor der (unendlich oft) differenzierbaren Man-

nigfaltigkeit M an der Stelle m € M , wenn sie linear ist und der LEIBNI1Z- Bedin-

gung
X (T) = B(m) X, (1) + U(m) X, (D)

geniigt.’

Nach Definition A.2.1 bilden die Tangentenvektoren an der Stelle m jeweils einen
Vektorraum 7, M , wobei fiir jede lokale Karte (O, ¢) € A mit ¢(q) = m die

(6),n () = 25 f(d' . q") Y [feA (M)

Version vom 26. Marz 2009
SEs ist iiblich, M mit M = (M, A) zu identifizieren, solange dadurch keine Verwechslungen zu
befiirchten sind.
SDie LEIBNIZ-Bedingung garantiert u.a. X,,(®) = 0, falls ® in einer Umgebung von m Null ist.
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mit v=1,...,n < dim(M) eine Basis bilden (vgl. Lemma 4.1.3 von (Liicke, ein)).
. 0
Ublicherweise schreibt man lokal auch direkt o fiir (ty),(, -

Definition A.2.3 Unter einem Vektorfeld iber einer (differenzierbaren) n-dimen-
stonalen Mannigfaltigkeit M versteht man eine Abbildung X : m — X, von M in
U T, M mit

meM
XneTl, M YmeM.

Mit TM bezeichnet man die Gesamtheit aller Tupel
(m,A), meM AT, M,

mit dem C™- Atlas Ty , der aus folgenden Karten besteht: (@, $) gehort genau dann
2u Ty, wenn eine Karte (O, ) € Ay existiert mit

O=|J{mA): Ae T, M}

meQO

und
~ - v 9 — n
¢(q,v) = (s@(Q),Zv 8_q"> Vgep(0), veR".
v=1
FEin Vektorfeld X idiber M heifit (beliebig oft) differenzierbar, wenn die Abbil-

dung m — (m, X,,) von M in TM stetig ist.” Gewdhnlich identifiziert man ein
Vektorfeld X iiber M mit seinem Graphen® {(m,X,,): m € M}.

Lemma A.2.4 Scien M eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit und X ein C*°-
Vektorfeld auf M . Dann ezistieren zu jedem m € M ein mazimales offenes (‘Zeit’-)
Intervall IX # () und eine Abbildungen t — ;X (m) von IX in M mit

d
E f(Oti(m>) - Xag((m)(f) Vit e ]'r)rf : (A4)

Die Gesamtheit dieser — durch (A.}) eindeutig festgelegten — Abbildungen bezeich-
net man als den Fluf$ des Vektorfeldes X . Dafiir gilt

(af o)) (m) =) ., (m) YmeM, tyel) ty€ Ii%(m).

(A.5)

Definition A.2.5

Version vom 26. Mdrz 2009

n
0
"In lokalen Koordinaten ¢ mit X, ) = Z v”(q)a bedeutet das, dafi die v¥(q) (beliebig oft)
v=1

v

stetig differenzierbare Funktionen von ¢ = (¢!, ..., ¢") sind.
8Man bezeichnet einen solchen ‘Graphen’ als Schnitt (englisch: section) im Tangentialbiindel

TM.
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Es ist offensichtlich, wie (beliebig oft differenzierbare) Vektorfelder beliebiger
Stufe (siehe Def. A.2.2 von (Liicke, ein)) iiber M zu definieren sind. Wir wollen uns
aber auf die Definition der sog. N-Formen beschranken.

Sei N € N und sei M eine (beliebig oft differenzierbaren) n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Jedem m € M ist dann der lineare Raum AY der total antisymmetri-
schen kovarianten Tensoren N -ter Stufe tiber T,, M zugeordnet. Unter einer (beliebig
oft differenzierbaren) N-Form iber M wversteht man eine Abbildung w : m +— wy,
von M in U AN mit

meM
wm €AY Yme M,
die (beliebig oft) differenzierbar in folgendem Sinne ist:

Fiir jede Karte (O, ) € Ay sind die durch’

1 1% 17
Wela) = 77y Wy (@) (07 A AN (A.6)
und
W 1y ey (@) = 8180 (T) Wy iy (@) VT € Sy (A7)
eindeutig festgelegten w,, .\ (q) (beliebig oft) stetig differenzierbare Funk-
tionen der lokalen Koordinaten q = (¢*,...,q"). Dabei ist"

(91/1 /\"'/\QVN)QD(Q) (Ala"'7AN)
N
o AR
def Z sign () H9 TW(A;) VAL Ay € TpygM A
j=1

v(q)
TESN

0
und die Gg(q) bilden die zu —} gehérige reziproke Basis'!

B B
1m Dualraum T;(q)/\/l von Ty M :

v a v

990([1) (8_(]}1) :5N VI/,ILL € {1,,77/} . (AQ)
Die Menge aller N-Formen iiber M bezeichnet man mit A™ (M) , die Elemente von
A°(M) (siehe (A.3)) als 0-Formen iiber M . Unter einer Differentialform iiber

M wersteht man ein Element von U AN (M) .
N=0

Version vom 26. Mirz 2009
9Wir verwenden die EINSTEINsche Summationskonvention.
ORir N=1:

Vi

(0" A .. AOYY) She

ola) =0

"Die Definition (A.8) wendet man natiirlich auch auf andere Kovektoren 0% q) an.
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A.3 Differentiation

Sei M wieder eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit. Dann ist jedem f € A°(M)

geméf

(AP m(Xm) L Xu(f) VmeM, X, € TuM (A.10)

eine 1-Form df , das sog. Differential von f zugeordnet. Man bezeichnet df auch
als die dufere Ableitung von f. In lokalen Koordinaten ¢ schreibt man dement-
sprechend auch dg¢” fiir die 67, in (A.9).

Definition A.3.1 Sei N € N und sei w € AN(M). Dann ist die dufSere Ablei-
tung dw von w die in lokalen Koordinaten q mit (A.6)/(A.7) durch

ef 1 8 v y
(dw)cp(q) E NI (8_qﬂw”1'“”N(q)) dg" ANdg™t A ...dg"™

gegebene (N + 1)-Form.

Aus Definition A.3.1 und (A.8) ist offensichtlich, da8
d(dw) =0 fiir jede Differentialform w (A.11)

und

dw=0 VweA" (M)
gilt.

Ohne Verwendung der Einbettung von M in den R" ist der Vergleich der Werte
eines Vektorfeldes X iiber M an verschiedenen Stellen mi, ms von M nicht ohne
weiteres moglich. Dazu wihlt man eine geeignete Abbildung ¢ von M in sich mit
o(my) = msy und bildet X,,, mithilfe des sog. push forward o, von o, der durch'?

af*X(a(m)> L (roaX)(m) YVmeM, telX

charakterisiert ist, auf den Tangentenvektor (0.X),,, an der Stelle my ab. (0.X ),
und X, lassen sich nun voneinander subtrahieren. Auf diese Weise 1a8t sich die
Version vom 26. Marz 2009

2Dje Feldlinien von o.X gehen also aus denen von X durch die Abbildung o hervor. Eine
dquivalente Charakterisierung ist:

(U*Xm)g(m,)(f) = Xm(f o 0) .

Wenn o nicht surjevtiv ist, liefert der push forward natiirlich kein Vektorfeld.
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Wirkung der einem Vektorfeld X zugeordneten L1E-Ableitung Lx auf ein anderes
Vektorfeld Y definieren:'?

(LxY), % fim (%) Yoy — Yo (A.12)

t—+0 t “

Nach Lemma A.2.2 ist mit ¥ und X auch L£xY ein (Tangenten-) Vektorfeld. Au-
Berdem gilt

Lx(PY)=(LxDP)Y +PLxY . (A.13)
und
LyY = [X,Y] (A.14)

Beweis von (A.14): Fiir m € M und hinreichend gutartige Funktionen ® iiber M
gilt

d

(£xY), (@) = =((X),Y) @),
0 0
= agé(a‘i{t oa, o aft(m)) e

und somit die Behauptung.

Fiir die Definition der L1E-Ableitung Lx von Kovektorfeldern 6 benotigt man
den sog. pull back o* der entspr. Abbildung o, der durch

(0*0) oy (Xo) E O (02 X)) ¥ X € TuM (A.15)
definiert ist.'* Damit definiert man analog:
dif . 1 X\ *
(Lx),, < lim = (((at V0 oy — em) . (A.16)
Mit der Definition
(0" ®) (m) = (@ 00) (m). (A.17)

fiir die Wirkung des pull backs auf O0-Formen ¢ gilt
o*(®0) = (*®)(c*0) VO A" (M).

Version vom 26. Marz 2009
I3F{ir ein konstantes Vektorfeld X iiber dem R™ ergibt sich (a)ft)*Yaft(m) durch natiirli-

che (schreibtechnisch iiblicherweise unterdriickte) Parallelverschiebung des Vektors Yaift(m) (auf

kiirzestem Wege) von der Stelle a2, (m) an die Stelle m .
"Der pull back fithrt Kovektorfelder stets wieder in solche iiber.
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Fiir beliebige Differentialformen definiert man die Lie-Ableitung entsprechend so,
daf
EX(wl + CUQ) = ,Cxwl + Esz le,WQ € AN(M)

(fiir N € {0,...,n}) und die LEIBNIZ-Regel

ﬁx(wl /\U)Q)ZEX(wl)/\wg—l-wl/\[,)((WQ) le,wg c U AN(M)

N=0

erfiillt sind. Damit gilt allgemein'®

Lx =dix +ixd (A.18)
mit

def

(in)m(AQ, Ce >AN) = wm(Xm, AQ, e ,AN) VAQ, e ,AN S TmM
(fiir w € AN (M)).

Eine N-Form nennt man ¢nvariant unter dem Fluf3 eines Vektorfeldes X , wenn
der pull back aller o¥ darauf trivial wirkt. Wenn X hochstens isolierte Nullstellen
hat, ist dquivalent dazu, dafl die L1E-Ableitung der n-Form nach X Null ist.!°

A.4 Symplektischer Formalismus

Es ist klar, dafl auch das Kotangentialbiindel

T"ME | ToM

meM

einer C*°-Mannigfaltigkeit M einen natiirlichen C*°-Atlas 7 besitzt:

9]

((9, gb) gehort genau dann zu 7, wenn eine Karte (O, ) € Ay exi-

stiert mit y
O=J {(m.0n): 0, € T M}

meO

und

¢(q,p) = (@(Q), > dq”> Vgep(0),peR".
v=1

Version vom 26. Marz 2009
15Siehe (Choquet-Bruhat et al., 1978, S.148).
16Giehe (Choquet-Bruhat et al., 1978, S. 198).
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Wenn M der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems ist, dann nennt man
T*M den Phasenraum dieses Systems.

Sei nun ein mechanisches System mit dem Konfigurationsraum M und der
HaMmILTON-Funktion H € A°(T; M) betrachtet. Dann definiert man dazu das
sog. HAMILTONsche Vektorfeld Xy tiber 70 M in lokalen Koordinaten (g, p) durch

" /O0H 0 O0H 0
<XH)(W) - Z (3pV dq” - D apy> (A.19)

v=1

Damit 1&8t sich die Zeitentwicklung (3.21) fiir nicht explizit zeitabhéngiges f in der
Form

f(m) = (Xn),, (f) ¥YmeT'M (A.20)

schreiben.

Der pull back!” 7* € A (T* M) der Projektion
mw(m, A) “m YmeM, AeT,M

des Tangentialbiindels M auf seine (Biindel-) Basis M ist in lokalen Koordinaten
(q,p) durch

Taw) = Prdd”
gegeben und wird als kanonische 1-Form iiber T* M bezeichnet. Mit der zu-
gehorigen kanonischen 2-Form

wo & —dr* (A.21)
ist das Differential von H durch
(AH)a(Xp) = (w0), (Xi) Xp) Vi € TiM, X' € T (T3 M)
gegeben, wofiir man iiblicherweise abkiirzend
dH(.) = wo(Xy, .) (A.22)

schreibt. Offensichtlich ist wy nicht entartet, d.h. das sog. HAMILTONsche Vektor-
feld Xy ist das einzige Vektorfeld iiber 7% M , fiir das (A.22) gilt.

Man sieht leicht, dafl die LiE-Ableitung von wy nach Xy verschwindet:

A.22, A.21,A.11)
= 0
(A._l 1

Version vom 26. Miarz 2009

"Wir hatten den pull back nur fiir Abbildungen einer Mannigfaltigkeit in sich definiert. Wie sich
diese Definition fiir Abbildungen von einer Mannigfaltigkeit in eine andere verallgemeinern 1483t
ist aber offensichtlich.
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Die HAMILTONschen Vektorfelder sind die einzigen (iiber 7*M), die wy invariant
lassen und fiir sie gilt

wo (Xwy, Xn,) = {Hl,HQ}q,p . (A.23)

Damit ist klar, dal die HAMILTONschen Vektorfelder mit wy als (nicht assoziativem)
Produkt eine Lie-Algebra bilden, die (evtl. bis auf additive Konstanten) isomorph
ist zur LiE-Algebra der Observablen (Funktionen auf dem Phasenraum) mit der
PoissoN-Klammer als LiE-Produkt.

Dieser Formalismus 1483t sich ohne weiteres auf allgemeinere Phasenrdume P
(statt T* M) anwenden. Die HAMILTONsche Dynamik (A.20) (mit P statt T*M)
ergibt sich dann durch Wahl einer symplektischen Form , d.h. einer nichtentarte-
ten 2-Form wy, und einer HAMILTON-Funktion H . Das HAMILTONsche Vektorfeld
Xp ist dann durch (A.22) festgelegt ((A.19) gilt i.a. nicht mehr).
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Anhang B

Relativistische Mechanik
uneingeschrinkter Massenpunkte

B.1 Relativistische Kinematik

Sei L ein vorgegebenes Inertialsystem (Labor). Dann ist klar, wie sich die Lange
einer im L ruhenden geraden Strecke bestimmen 1483t:

Man sieht z.B. nach, wieviele Meterstébe sich auf dem Streckenstiick an-
einanderreihen lassen. Diese Anzahl multipliziert mit der Langeneinheit
»Meter“ ist dann die L-Ldnge dieses Streckenstiicks.[B

Die L-Lénge eines bewegten ‘starren’ Stabes 148t sich folgendermafien ausmessen:

Zu einem festgelegten Zeitpunkt markiert man die Positionen A resp. B
des Stabes am Labor, an denen sich der vordere resp. hintere Ende des
Stabes gerade befindet. Die L-Ldnge des Stabes identifiziert man dann
mit der L-Linge der im Labor ruhenden Strecke AB von A nach B.

Dieses Verfahren setzt aber voraus, daf festgelegt ist, wann Ereignisse, die an ver-
schieden Orten stattfinden , gleichzeitig” stattfinden. Da merkwiirdigerweise experi-
mentell keine (evtl. vom Bewegungszustand des Labors oder der Lichtquelle abhéngi-
ge) Anisotropie der Lichtausbreitung im Vakuum festgestellt werden konnte, legt
man das nach EINSTEIN folgendermaBen fest (bzgl. der Konsistenz dieses Synchro-
nisierungsverfahrens siche Abschnitt 2.2.1 von (Liicke, rel)):

Wenn man vom Mittelpunkt der Strecke AB einen Lichtblitz aussendet,
dann trifft er bei A und B L-gleichzeitig ein.

Damit ist auch klar, wie der Zeitabstand zweier Ereignisse F 4, Eg, die an verschie-
denen Orten A, B stattfinden, zu definieren ist:

Man stellt eine bei A in L ruhende Standarduhr L-gleichzeitig mit einer
bei B in L ruhenden Standarduhr auf 12 Uhr und liest an der Uhr bei

123
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A resp. B die Zeit t, resp. tg ab, zu der das Ereignis F4 resp. Ep
stattfindet. |t4 — tp| ist dann der L-Zeitabstand beider Ereignisse.

Entsprechend legt man die Geschwindigkeit z.B. eines gleichférmig bewegten Mas-
senpunktes m fest:

Bezeichne F 4 resp. E4 die Ankunft von m bei dem in L ruhenden Punkt
A resp. B. Wenn beide Ereignisse tatséchlich stattfinden, dann definiert

man:l

. L-Linge von AB
L-Geschwindigkeit © ‘
éschwindrgket vou m L-Zeitabstand von E4 und Ep

Die Gesetzméssigkeiten der Speziellen Relativitédtstheorie resultieren aus folgen-
den beiden Effekten:?

1. LOrRENTZ-Kontraktion:?

Die L-Lénge eines mit der gleichférmigen L-Geschwindigkeit v in sei-
ner Langsrichtung bewegten ‘Meterstabs’ betragt nur das /1 — (v/c)?-
fache der L-Lénge eines in L ruhenden ‘Meterstabs’.

2. Zeitdilatation:*

Der Zeitabstand, den eine mit der gleichférmigen L-Geschwindigkeit
v bewegte ‘Standarduhr’ fiir zwei an ihrem jeweiligen Aufenthaltsort
stattfindende Ereignisse anzeigt, betréigt stets nur das /1 — (v/c)?-
fache des L-Zeitabstands dieser Ereignisse.

Mit Abbildung B.1 erkennt man daraus sofort, dafl
L'-Lichtgeschwindigkeit im Vakuum = L-Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

gilt® und dafl mit der Definition

~y, *1—;(1)/0)2 Vo € (—c,+c) (B.1)

Version vom 26. Marz 2009

!Eigentlich betrachten wir hier nur den Betrag der Geschwindigkeit.

2Scheinbare Paradoxien treten i.w. nur dann auf, wenn man die L-Abhingigkeit der Begriffs-
bildung aufler Acht 148t.

3Mit ¢ bezeichnen wir stets die (eigenartigerweise von L unabhingige) L-Geschwindigkeit des
Lichtes.

4Man beachte in diesem Zusammenhang Aufgabe 7 der Math. Meth. d. Phys.

5Denn: )
@)c—u:x-%.
VW) v e
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Cct/Meter L ________ °
////l
e /0
-7 S
- , I
e / |
e / |
e / I
e / |
e / |
/// // !
- |
v - /
v - I
cx e // |
/// / |
- / |
_/ct' [Meter / |
- // |
// / !
1 -7 / I
3 - / I
- / I
/// // |
2 / |
1 /
, I
/ I
21 |
’/ 7 x' [Meter |
Zeitdil. A ) |
// / -7 / / :
ct' /Yy V 1 7 / / |
/Y' g ! 2 // |
/ I
/ I
/ I
/
y I
/ I
/ I
/ I
/ |
} £ } '
2 3 x /Meter
et
C

Abb. B.1: Vergleich zweier Laborsysteme L und L'.
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die Formeln

.,LJ - < B E )
= Y (T——ct),
C

SR G
= v |ct T
c

(B.2)

folgen fiir die spezielle LORENTZ-Transformation der Raum-Zeit-Koordinaten
(ct,z,y, z) eines Ereignisses bzgl. L in die Raum-Zeit-Koordinaten (c¢t', 2’y 2') =
(ct', ')y, z) desselben Ereignisses bzgl. eines Laborsystems L', das sich dadurch er-
gibt, dal man L drehungsfrei in gleichféormige Bewegung mit der L-Geschwindigkeit
v e, versetzt (boostet). Die Umkehrung von (B.2) ist durch die gleichstrukturierten
Formeln

_ (/ v />
T = Y |+ —-ct]),
c
" (B.3)
ct = 7, (ct'+—m'>
c

gegeben, wie man leicht nachrechnet. Aus (B.2)/(B.3) folgt z.B.:
e [/-Geschwindigkeit von L = — L-Geschwindigkeit von L’.

e Wenn S resp. S’ einen in L ldngs der z-Achse resp. in L' lings der x’-Achse
ruhenden ‘Meterstab’ bezeichnet und v # 0 ist, dann gilt:®

L-Lange von S = [L/-Lange von S’
L-Lange von S > [L-Lénge von 5,
L’-Lénge von S < L'-Lénge von §'.

e Wenn Z resp. Z’ eine in L resp. in L’ ruhenden ‘Standarduhr’ bezeichnet und
v # 0 ist, dann gilt:

L-Ganggeschwindigkeit von Z = [L’-Ganggeschwindigkeit von 2’
L-Ganggeschwindigkeit von Z > [L-Ganggeschwindigkeit von 2’
L’-Ganggeschwindigkeit von Z < L'-Ganggeschwindigkeit von Z’.

Anmerkung: Aus den Ungleichungen ergibt sich das sog. Zwillings-‘Paradozon’,
siehe z.B. Abschnitt 2.2.3 von (Liicke, rel).

Diese Aussagen sind nur spezielle Aspekte des speziellen Relativitdtsprinzips (siehe
Abschnitt 2.2.1 von (Liicke, rel)):

Naturgesetze lassen sich in allen Inertialsystemen auf einunddieselbe Wei-
se raumzeitlich homogen und rédumlich isotrop formulieren.

Version vom 26. Marz 2009
6Nur wenn man die L- und L'-Spezifizierung wegliBt stehen die beiden Ungleichung im Wider-
spruch zueinander.
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Die Formeln (B.2)/(B.3) wurden zunéchst nur fiir die Koordinaten von Ereig-
nissen abgeleitet, die auf der z-Achse von L bzw., was dasselbe ist, auf der x’-Achse
von L' stattfinden. Da die LORENTZ-Kontraktion nur die Absténde in z-Richtung
betrifft und da Ereignisse, die an Orten mit gleicher x Koordinate stattfinden, genau
dann L-gleichzeitig stattfinden, wenn sie L'-gleichzeitig stattfinden, sind (B.2)/(B.3)
fiir den allgemeinen Fall durch

zu ergdnzen, wobei wir von nun ab
(xl,xz,xg) statt  (z,y, 2)

und
(xl ,x3> statt (2, v/, %)

schreiben. Es gilt also

ct! ct
2 2
22 = AP 72
el x3
mit
v
Yo —Y%— 0 0
v
Agper € =m0 0 (B.4)
0 0 1 0
0 0 0 1

wenn v e; die (vektorielle) L-Geschwindigkeit von L' ist. Wenn L’ durch boosten in
eine andere Richtung aus L hervorgeht und’

v
v= _R 0 bzgl. (e, ez, e3)
Drehm. 0

die L-Geschwindigkeit von L’ ist, dann gilt natiirlich

ct/’ ct
i; _ pspen ii (B.5)
¥ z?
mit
AP def ((1) —%) AP ((1) }%01) : (B.6)

Version vom 26. Marz 2009

"Im folgenden ist mit v stets |v| gemeint.
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Dann sind allerdings — aufgrund der LORENTZ-Kontraktion — die Linien, die
sich ergeben, wenn man alle Punkte der rdumlichen Koordinatenachsen von L' L-
gleichzeitig in L markiert, in L nicht mehr zueinander orthogonal.

Anmerkung: Die Notwendigkeit einer so umsténdlichen Formulierung wird an-
hand der in Abschnitt 2.4.2 von (Liicke, rel) beschriebenen ,,Superschnappschiisse®
klar.

Man kann zeigen (siehe z.B. Abschnitt 2.4.4 von (Liicke, rel)), dafl die Gesamtheit
aller Matrizen A der Form

1 0 A
spez. .
A= <0 R) AP veR, R Drehmatrix,

eine Gruppe bildet. Inshesondere gilt

10
Spez. A spez. __ R spez.
Aspez. pspez. (0 Rw) AP (B.7)

(siehe Abschnitt 2.4.3 von (Liicke, rel)) mit einer geeigneten Drehmatrix Ry, (THOMAS-
Drehung), wobei

V_T_udefv_’—u—'— ’711_]- ( )

o (L5 %) (B.8)

das relativistische Uberlagerungsgesetz fiir Geschwindigkeiten® ist (sieche Abschnitt
2.4.1 von (Liicke, rel)). Letzteres ist dquivalent dazu, daf sich die Komponenten der
sog. Vierer-Geschwindigkeit

i) Y xo)] <c, %x(t)) (B.9)

(sieche Abschnitt 3.1.2 von (Liicke, rel)) genau so transformieren wie die Raum-Zeit-
Koordinaten (ct,z,y, 2) :

Cc C

spez. V‘T‘u)l ut
AP Wvial | (yu)y | = 0| 2 | (B.10)

(viu)? !

Besonders leicht einzusehen sind folgende beiden Spezialfille von (B.8):

1. Fall:’

. vi+u+ (v —1)(v+u)  v+u
veu — vitu= ™

1,1 °
(B.8) Yo (1+%2) 1+ 2y
Version vom 26. Marz 2009
8Man sollte nicht von relativistischer ‘Geschwindigkeitsaddition’ reden.
9Man beachte (B.7) und: v ~u = ( v gl) Yo Yu = Vjyul
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2. Fall:"? u
v.-u=0 = viu=v+—.

Die Zuordnung v, u — v-4u ist i.a. also offensichtlich nicht kommutativ!

Gegeben seien ein Inertialsystem L und folgende drei Inertialsysteme, die durch
Boosts aus L hervorgehen:

Inertialsystem | L-Geschwindigkeit | Koordinaten
I v (ct', 2", 2% %)
[ u (ct, xi,xg,xg)
L w = vtu (ct', 2V, 2, xf)")

Dann besagt (B.7), da sich die L'-Koordinaten aus den L'-Koordinaten — von ei-
ner zusdtzlichen Drehung abgesehen — nach den gleichen Regeln ergeben, wie die
L-Koordinaten aus den L-Koordinaten. Deswegen erscheint die Geschwindigkeits-
abhéngigkeit der Lange gleichférmig bewegter Mafistéibe sowie der Laufgeschwindig-
keit gleichformig bewegter Uhren tatsdchlich in jedem Inertialsystem gleich.

Eine einfache Rechnung (siche Abschnitt 2.4.1 von (Liicke, rel)) zeigt, da8
2

vl = & <1 - (CQ(_ ) “2)) <o (B.11)

2 +v-u)?

fiir beliebige Unterlichtgeschwindigkeiten v,u € R gilt. Sonst stiinde das spezielle
Relativitéatsprinzip im Widerspruch zum

Kausalititsprinzip:
Es existiert ein Inertialsystem, in dem jede Ursache ihrer Wirkung zeitlich
vorausgeht.

Denn, wie man aus Abbildung B.2 leicht erkennt:

Fiir beliebige Ereignisse E), Fs sind die folgenden beiden Bedingungen
dquivalent:

1. Es existiert ein Inertialsystem, in dem man sich mit Uberlichtge-
schwindigkeit bewegen miifite, um an beiden Ereignissen teilzu-
nehmen.!!

2. Es existieren ein Inertialsystem L, fiir das By L'-friiher als Es
und ein Inertialsystem L/, fiir das F; L'-spéter als E, stattfindet.
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ct/Meter Axt' /Meter

7% /Meter

o
\\ /// E2

x/Meter

Abb. B.2: Raumartig getrennte Ereignisse E;, Fs.

Da wir natiirlich auch das Kausalitédtsprinzip als giiltig ansehen wollen, miissen wir
folgern:

Signale mit Uberlichtgeschwindigkeit lassen sich prinzipiell nicht
herstellen!

B.2 Relativistische Dynamik

Auch in der speziellen Relativitatstheorie definiert man den Impuls p eines Massen-
punktes als Vielfaches seiner Geschwindigkeit v, wobei nun aber die Proportiona-
litatskonstante, die trdge Masse, von v abhéngt:

p= m(v) v. (B.12)
trage Masse

Man kann nédmlich zeigen (siche Abschnitt 3.2.1 von (Liicke, rel)), daf nur im Falle

m(v) o, mo (B.13)

Ruhemasse

die Moglichkeit besteht, daf sich die Vektorsumme der geméfl (B.12) definierten
Impulse zweier gleichartiger Teilchen — asymptotisch betrachtet — durch Streu-
ung aneinander grundsétzlich nicht dndert. Wenn man die sog. Ruhemasse my

Version vom 26. Marz 2009

0Tn diesem Fall folgt (B.8) direkt aus der Zeitdilatation.
"n diesem Falle nennt man die Ereignisse raumartig getrennt.
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so wie in der nichtrelativistischen Mechanik iiber die Beschleunigung aus der Ru-
helage definiert (siehe Abschn. 3.3.4 von (Liicke, ein)), dann zeigt die Erfahrung
aus unzahligen Beschleunigerexperimenten, dafl die Vektorsumme der Impulse re-
lativistischer Teilchen vor gegenseitiger Wechselwirkung mit der Vektorsumme der
Impulse der Streuprodukte!? stets iibereinstimmt (Impulserhaltung).

Indem man weiterhin die Kraft F auf bewegte Massenpunkte so definiert, dafl

€ (i mov(t)) = F (1) (B.14)

dt
=p(t)
gilt, garantiert man die Additivitdt der Kraft in folgendem Sinne:

Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses (Vektorsumme der Einzel-
impulse) eines Systems relativistischer Massenpunkte stimmt mit der
Vektorsumme aller Krifte auf die einzelnen Massenpunkte iiberein.

Dafiir nimmt man in Kauf, dafl die Beschleunigung i.a. nicht mehr in die gleiche
Richtung zeigt wie die Kraft:

d
F = — (v, moV
B.14) dtw oV)
_ 43y 4
= %mgdtv Yoo |V dtv moV
i.a. d
7(‘ EV.

Fiir (nicht singuldre) Losungen von (B.14) gilt konsistenterweise stets
[v(0)| < ¢ = v(t)] <ec VteR
— wie auch immer die zeitabhéngige Kraft F(¢) gewahlt wird.

Beweis: Aus (B.14) folgt

t
Yo(t)Mo V() = Yu0)mo v(0) + / F(t')dt".
0

Da die rechte Seite dieser Gleichung fiir alle ¢ endlich ist, mufl dasselbe fiir die linke
Seite gelten. Deshalb kann |v(¢)| nirgends den Wert ¢ annehmen. Daraus folgt die
Behauptung aus Stetigkeitsgriinden. g

Version vom 26. Miarz 2009

2Dabei muB man allerdings gegebenenfalls auch Teilchen verschwindender Ruhemasse (Photo-
nen, Neutronen) beriicksichtigen.
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Die geschwindigkeitsabhéngige Grofie

By, & Yo Mo €2 — My 2 (B.15)

ist als kinetische Energie des Massenpunktes zu interpretieren; denn es gilt

% (vvmoc®) =v-F, (B.16)

also
/ V(t') - F(t') dt Bn(t) — Exin(fo) .

to
und Ey;, verschwindet fiir v =10.

Beweis von (B.16): Die Behauptung folgt mit (B.14) gemif

d( ) (2d n d )
V. — mov) = mglv— V.-—V
dt Yv o 0 dt71) Yo dt
=c2v;% & v,
2 9 oy d
= o (0 oY) S,
~——
—c2
d
= g (emec®) g

Anmerkung: Man beachte
Bn ~ %UQ fir v < ¢

und

By, — o0.
v—C

Naheliegenderweise bezeichnet man deshalb

def
Eges = v Mo 02
als L- Gesamtenergie eines freien Massenpunktes der Ruhemasse mg , der sich mit
der L-Geschwindigkeit v bewegt. Fiir v.— 0 geht sie offensichtlich in die sog. Ru-

heenergie

def
Eo = My C2

uber.

Gemif (B.9)/(B.10) transformieren sich auch die Komponenten des sog. Vierer-
Impulses
p & med = (m(v) c p>
- 0L — )
- (B.9)
B.12),B.13)
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wie die Raum-Zeit-Komponenten von Ereignissen. Deshalb (siche Abschnitt 3.2.2
von (Liicke, rel)) folgt aus der asymptotischen Erhaltung des Gesamtimpulses (in je-
dem Inertialsystem!) die asymptotischen Erhaltung der Summe aller Vierer-Impulse
bei Streuprozessen. Es bleibt also auch die asymptotische Gesamtmasse'® bzw. —
was dasselbe ist — die asymptotische Gesamtenergie bei Streuprozessen erhalten.

Die Annahme, dafl die Energieerhaltung — unter Beriicksichtigung entsprechen-
der Feldenergien — auch fiir wechselwirkende Systeme gilt, fiihrte EINSTEIN auf das
Prinzip der Kernspaltung:

Normalerweise sollte bei der Fusion von Protonen und Neutronen zu ei-
nem Atomkern Bindungsenergie frei werden. Wenn also die Ruhemasse
eines Atomkerns groler ist als die Summe der Ruhemassen der Protonen
und Neutronen, aus denen er zusammengesetzt ist, dann sollte dieser
Kern relativ leicht zu einem Zerfall anregbar sein, bei dem dann entspre-
chende Energie frei wird.

Es 148t sich zeigen (siehe Abschnitt 3.1.2 von (Liicke, rel)), daB sich auch die
Komponenten der sog. Vierer-Beschleunigung

(1) = (ﬂixam§§)2(dvxﬁ>)

wie die Raum-Zeit-Koordinaten von Ereignissen transformieren. Wegen

.. d d
moX = Yo a(%mo C)?E(Pyv mOV)

1
e ,Y”U (— V- F y F>
(B.16),(B.14) c

transformieren sich somit auch die Komponenten der sog. Vierer-Kraft

e 1
FY %(—v-F,F)
C

wie die Raum-Zeit-Koordinaten von Ereignissen. Insbesondere gilt also (fiir v # 0)
1
o / /
F=Fj+ - (F-F)

mit et (VLAY
FE(F)5
wenn F/ die entsprechende Kraft ist, die auf das Teilchen der L-Geschwindigkeit v in
dessen Ruhesystem wirkt. Das erklart z.B., warum in einem relativ zu L bewegten
Inertialsystem L' ein Magnetfeld ‘erscheint’, wenn in L nur ein elektrisches Feld
vorliegt.
Version vom 26. Marz 2009
3Wihrend des StoSprozesses éndert sich die Gesamtmasse i.a. natiirlich, wenn man die Felder
unberiicksichtigt 148t, die die Wechselwirkung vermitteln.
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Anhang C

Ubungsaufgaben"

Ubungsaufgabe 1  Gegeben seien ein offenes Zeitintervall J mit 0 € J und eine
stetig differenzierbare Ortsvektorfunktion x(¢), die den Bedingungen

x(t)#£0 VtelJ

und
x(t) xx(t)=0 VteJ

geniige. Man zeige:

vVte J.

Ubungsaufgabe 2 Gegeben seien zwei Massenpunkte my resp. m, mit den Orts-
vektorfunktionen x;(t) resp. Xo(t), die zur Zeit ¢t = 0 ruhen:

Die einzigen Kréfte, die auf die Massenpunkte wirken, seien durch das stetig diffe-
renzierbare Zweikorperpotential U gegeben:

m;%;(t) = — Vi, U(!xl(t) - xg(t)\) VieR; j=1,2.
Weiterhin sei ein offenes Zeitintervall J gegeben mit 0 € J und
Xl(t) 7é X2<t> Vte J.

Man zeige, dafl eine Funktion \;(t) existiert, fiir die’
1 () = A\ () x1(0) + (1 - Al(t)> %,(0) VteJ

gilt und interpretiere dieses Ergebnis geometrisch.

Version vom 26. Marz 2009
9Die Ubungsaufgaben wurden zum Teil gemeinsam mit W. Scherer erstellt.
'Hinweis: Man untersuche die Bewegung in Relativ- und Schwerpunktskoordinaten (vgl. Auf-
gabe 30 zu Math. Meth. d. Phys. ) und beachte den Fldchensatz.

135
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Ubungsaufgabe 3 Gegeben sei ein System von Massenpunkten my , mo , msg , fiir
das sowohl der Gesamtimpuls als auch der Gesamtdrehimpuls fiir alle Zeiten 0 ist.

Man zeige, dafl sich die Massenpunkte in einer festen Ebene bewegen,? solange
sie sich nicht auf einer Geraden befinden.

Ubungsaufgabe 4 Die zeitabhingige Dichte einer Massenverteilung sei u(x,t),
die zugehorige Massenstromdichte sei 7 (x,t) . Sowohl die Momentangeschwindigkei-
ten als auch die Momentanbeschleunigungen aller Massenanteile am selben Ort seien
jeweils alle gleich.® Man zeige, dafl

_mEa 3G p(3-V)a—3 0 V)n
T 2 p?

die zugehorige Beschleunigungsverteilung ist.

Ubungsaufgabe 5 Sei K ein (nicht notwendig starrer) ausgedehnter Kérper mit
(hinreichend gutartiger) Massendichte pu(x,t), Geschwindigkeitsverteilung v(x,t)
und Beschleunigungsverteilung a(x,t) . Die Gesamtkraft auf IC zur Zeit ¢ sei gemés

F(t) = /R () dV,

durch eine (hinreichend gutartige) Volumenkraft-Dichte f(x,t) gegeben.
Man zeige, dafl mit den Definitionen

P(t) = /u(x,t)v(x,t)de, (Gesamtimpuls) ,
R3

Md:ef/
RS

pu(x,t)dVy, (Gesamtmasse, unabhingig von t) ,
of 1
X(t) o / p(x,t)xdVy,  (Schwerpunkts-Ortsvektor) ,
R3

=

die Gleichung .
P(t) = M X(t)

Version vom 26. Miarz 2009
2Hinweis: Man zeige, da der Eigendrehimpuls des Massenpunktsystems verschwindet und
werte das fiir das innere Produkt des Eigendrehimpulses mit x; — x3 aus. Damit 148t sich z.B.

%o (t) - ((xl(t) — x3(t)) % (xa(t) — xs(t))) =0 VreR

zeigen und schlief3lich

(x1(t) — x3(t)) - %((xl(t) — x3(t)) % (xa(t) — x;;(t))) =0 VteR.

3Fiir Gase ist das nicht i.a. nicht der Fall.
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gilt* und aus
£ 1) = (. t) a1

die NEWTONsche Bewegungsgleichung
MX(t) =F(t)

fiir den Schwerpunkt von C folgt.

Ubungsaufgabe 6 Seien C, u(x,t), v(x,t), a(x,t) und f(x,t) wie in Aufgabe 5
vorgegeben. Das Gesamtdrehmoment auf IC (bzgl. des Ortsvektor-Bezugspunktes)
zur Zeit t sei

M) :/ x x £(x,1) V.
R3
Man zeige die Giiltigkeit der Gleichung

M(1) = S L)

wobel

L(t) % /Rgx X (,u(x,t)v(x, t)) v

den Gesamtdrehimpuls von K (bzgl. des Ortsvektor-Bezugspunktes) zur Zeit ¢t be-
zeichnet.

Ubungsaufgabe 7 Ein homogener Zylinder der Gesamtmasse m rolle (ohne
zu rutschen, auf schnellstem Wege) unter dem Einflul der konstant angenommenen
Schwerkraft mg eine schiefe Ebene mit der Fldchennormalen n herab. Man bestimme
mithilfe des Energiesatzes und der Bewegungsgleichung fiir den Eigendrehimpuls die
zu n senkrechte Komponente der (Zwangs-) Kraft, die die Ebene auf den Zylinder
ausiibt.

Ubungsaufgabe 8 Man zeige, daB die kinematische Nebenbedingung

2 (t) Cos(ﬂ) — it sin(ﬂ) =0 Vi€ [ty, 1]

FEinh. v. 23 Einh. v. 23

Version vom 26. Marz 2009

4Man zeige zunichst, da$ fiir hinreichend gutartige ®(x), 7(x)

/' ®(x)V-3(x) de:f/ 7(x)- Vo (x) dVy
R3 R3

gilt, und beachte die Kontinuitétsgleichung.
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nicht holonom sind,” daf sich aber insgesamt holonome Nebenbedingungen ergeben,
wenn man die Nebendingungen

Vit € [ty,ta] VEER

noch hinzufiigt.

Ubungsaufgabe 9 Ein Snakeboard ist ein modifiziertes Skateboard, bei dem
beide Radachsen® parallel zum Brett frei drehbar sind. Zur Charakterisierung des
Snakeboard-Zustandes” bendtigen wir die Parameter:

1-Koordinate des Brettschwerpunkts/R r!/R

2-Koordinate des Brettschwerpunkts/R 7?/R
Polarwinkel des Bretts =£ = 9
Polarwinkel der vorderen Achse o
Polarwinkel der hinteren Achse w_

Die kinematischen Nebenbedingungen bestehen darin, daf§ sich die Achsenschwer-
punkte bei rollendem Snakeboard nur senkrecht zur Ausrichtung der jeweiligen Ach-
se bewegen konnen. Man gebe diese Nebenbedingungen in der Form

CRGIIE iai@) g =0

k=1

an und zeige, daff sie zwar skleronom aber nicht holonom sind.

Ubungsaufgabe 10  Ein Massenpunkt m gleite unter dem Einflul der konstant
angenommenen Schwerkraft —m g ez auf einer glatten Ebene, die sich mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v e; bewege und die Flachennormale n = cosae; +sinaes
habe. Die Geschwindigkeit des Massenpunkts zur Zeit 0 sei ebenfalls v. Man zeige:

a) Die Arbeit, die die Schwerkraft an m wahrend des Zeitintervalls [0, ] verrichtet,
ist

W,(t) = % (tgcosa)® .

Version vom 26. Marz 2009

5Man nennt iiblicherweise bereits die kinematischen Nebenbedingungen fiir sich nicht holonom,
wenn sie sich durch keine Auswahl der erlaubten Anfangspositionen zu einem System holonomer
Nebenbedingungen ergénzen lassen.

SDer Schwerpunkt des Snakebords liege genau zwischen beiden Achsenschwerpunkten, die den
Abstand 2R haben.

"Wir interessieren uns nicht fiir den Umdrehungsstand der Réder.
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b) Die Arbeit, die die Ebene an m wihrend des Zeitintervalls [0, t] verrichtet, ist

Wy(t) = (mgsinacosa)vt.

Ubungsaufgabe 11 Man zeige mithilfe des D’ ALEMBERTschen Prinzips und der
NEwWTONschen Bewegungsgleichung, dafl die Zwangskraft beim sphéhrischen Pendel
(mit beliebig bewegtem Aufhéngepunkt) tatsichlich parallel (bzw. antiparallel) zur
Pendelstange sein mu#.

Ubungsaufgabe 12 Man zeige mithilfe des D’ ALEMBERTschen Prinzips und der
NEwTONschen Bewegungsgleichung, daf§ die Zwangskrifte des in Abschnitt 1.1.1.1
der Vorlesung als Beispiel (ii) betrachteten Doppelpendels tatsichlich fiir alle Zeiten
t den Bedingungen

F3(t) ~xi(t) = xa(t) ,  FL(t) + F3(t) ~x1(t) —xo(t)

geniigen und gebe dafiir eine anschauliche Erklarung.

Ubungsaufgabe 13  Man leite das in Abschnitt 2.2.1 der Math. Meth. d. Phys.
formulierte Hebelgesetz aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit — Gleichung (1.14)
der Vorlesung — ab.®

Ubungsaufgabe 14 Das Ende einer Schraube in einem reibungsfreien Gewinde
driicke mit der Kraft F auf ein Gegenstiick. Das Gewinde entspreche einem Schrau-
benvorschub um die Strecke As pro Schraubendrehung.

Man bestimme mithilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit das dafiir auf die
Schraube auszuiibende Drehmoment M .
Version vom 26. Marz 2009
8Hinweis: Man betrachte ein System von zwei Massenpunkten, die am Ende starrer, masseloser,

im Punkte Py frei drehbar befestigter Stangen angebracht sind und mit einer weiteren starren,
masselosen Stange auf konstantem Abstand voneinander gehalten werden.
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Ubungsaufgabe 15

Ein Gewicht G sei folgendermas- A{

sen an einem einfachen Galgen e
aufgehéngt:

D [ J

N

Unter Vernachléssigung der Gewichte der Balken berechne man mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Arbeit die Kraft, mit der Bolzen D auf den Balken
zwischen B und D wirkt,” aus |AC|, |AB|, den Winkeln v, 9 und der Schwerkraft
F, die auf G wirkt.

Ubungsaufgabe 16 Ein Massenpunkt gleite unter dem EinfluB der Schwerkraft
—mges reibungsfrei auf einer Ebene, die die Gerade in Richtung ey durch Py enthélt.
Die Flachennormale n(t) hinge explizit von der Zeit ¢ ab. Man wéhle zwei geeignete
generalisierte Koordinaten und bestimme dazu die LAGRANGE-Gleichungen I1. Art.

Ubungsaufgabe 17 Ein Massenpunkt gleite unter dem EinfluB der Schwerkraft
—m g ez reibungsfrei auf einer Kugel mit Radius R.

a) Man wihle alle drei Kugelkoordinaten r, 0, ¢ als generalisierte Kugelkoordina-
ten, stelle dazu die entsprechenden LAGRANGE-Gleichungen I. Art auf und be-
stimme die Zwangskraft, die die Kugeloberfldche auf den Massenpunkt ausiibt.

b) Man wéhle die Kugelkoordinaten 6, ¢ als generalisierte Kugelkoordinaten, stel-
le dazu die LAGRANGE-Gleichungen II. Art auf, die die Bewegung des Massen-
punkts bestimmen (solange er nicht von der Kugel abspringt), und diskutiere
die zugehorigen Erhaltungssétze.

Ubungsaufgabe 18  Fiir die in 1.1.3.2 untersuchte Hantel bestimme man die
kinetische Energie T' als Funktion der dort benutzten Winkel ¥, ¢ sowie der Zeit
und zeige damit, daf§ die Gleichungen (1.52) der Vorlesung (bis auf einen Faktor)
mit den in 1.1.3.2 abgeleiteten Bewegungsgleichungen (1.23) iibereinstimmen.
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Ubungsaufgabe 19 Ein undehnbarer, masseloser Faden der Lénge R; sei mit ei-
nem Ende im Koordinatenursprung P, befestigt. Am anderen Ende des gespannten
Fadens sei ein Massenpunkt m; befestigt. Der Massenpunkt m; wiederum sei durch
einen gespannten, undehnbaren, masselosen Faden der Lange R, mit einem Massen-
punkt ms verbunden. Die Erdbeschleunigung sei ndherungsweise als konstant +g es
angenomimen.

Man wahle fiir dieses Doppelpendel vier geeignete generalisierte Koordinaten,
bestimme die zugehorige LAGRANGE-Funktion, gebe zwei Erhaltungsgrofien an und
stelle die Bewegungsgleichungen fiir den Spezialfall auf, dafl sich beide Massenpunkte
in der e;-ez-Ebene bewegen.

Ubungsaufgabe 20 Betrachtet sei ein System von Massenpunkten my, ..., my
(nicht verschwindender Masse), deren Ortsvektoren x., sich (lokal) durch generali-
sierte Koordinaten ¢',. .., ¢", die keinen Einschrinkungen unterliegen, so beschrei-

ben lassen, dafl

R'SEA0 — {zn:EyaivX”: 76{1,...,]\[}}7&{0}

gilt. Fiir eingeprigte Krifte, die sich durch ein verallgemeinertes Potential beschrei-
ben lassen, zeige man allgemein, dafl die entsprechenden LAGRANGE-Gleichungen

II. Art zu vorgegebenen erlaubten Anfangsbedingungen (lokal) stets eindeutig losbar
sind.!?

Ubungsaufgabe 21  Man zeige, daf8 die uneingeschrinkte Bewegung eines Mas-
senpunktes m im Kraftfeld eines Potentials der Form

Vix)=—(x-e)'a, a>0,

nur im Falle spezieller Anfangsbedingungen fiir alle Zeiten wohldefiniert sein kann.'!

Version vom 26. Marz 2009
Hinweis: Man zeige zunichst, da die Matrix der

def o T 0 0
a””‘:z;(aqvx”)'(aquxv) firv,u=1,...,n

y=1

nur positive Eigenwerte besitzt und deshalb invertierbar ist.
UHinweis: Dieses Problem 1t sich auf das von Aufgabe 54 der Math. Meth. d. Phys.
zuriickfithren.
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Ubungsaufgabe 22 Betrachtet sei ein einzelner Massenpunkt mit der Ortsvek-
torfunktion x(t), die den kinetischen Nebenbedingungen'?

x(t)- (er xx(t)) = 0,
x(t) - (eg xx(t))] = 0, V>t
x(t)-x(t) =

unterliege.

Man zeige, daf} sich ein holonomes System mit einem einzigen Freiheitsgrad er-
gibt, wenn man die zum Anfangszeitpunkt ¢; erlaubten Positionen geeignet ein-
schrankt.

Ubungsaufgabe 23

a) Fiir beliebig vorgegebene (hinreichend gutartige) LAGRANGE-Funktionen
Li(x,%,t), Ly(x,%,t) zeige man, daB

d d
- Vx L1 - Vx L1 (X,).(7 }"(, t) = - Vx LQ - Vx LQ (X, 5(, )"(, t)
dt dt

fiir alle (x,x,%,t) € R” genau dann gilt, wenn ein (hinreichend gutartiges,
zeitabhéngiges) Skalarfeld f(x,t) existiert mit

Li(x,%,t) — Lo(x, %, 1) = f(x,%,1) V(x,%,t) € R33!

(b) Man diskutiere die Bedeutung des entsprechenden Sachverhalts fiir die in Ab-
schnitt 1.2.2.3 betrachteten verallgemeinerten Potentiale elektromagnetischer
Kréfte.

Ubungsaufgabe 24  Ein homogener Vollzylinder mit dem Radius R und der
Gesamtmasse m rolle (ohne zu rutschen) auf einer Ebene mit der Fldchennormalen
n.

a) Man wihle den Abrollwinkel ¢ als (einzige) generalisierte Koordinate und zei-
ge fiir beliebige eingepriagte Volumenkrifte, dal die generalisierte eingeprigte
Kraft mit dem Gesamtdrehmoment aller eingepriagten Kréfte bzgl. der mo-
mentanen Drehachse!? iibereinstimmt.

Version vom 26. Marz 2009
2Hinweis: Man zeige zuniichst mithilfe des Entwicklungssatzes

X-(ejxx)=0 = (e;xx%)x(exx)=0

und beachte Ubungsaufgabe 1.
13Gemeint ist die Komponente (entsprechender Orientierung) parallel zur momentanen Dreh-
achse bzgl. eines (beliebigen) Punktes auf der momentanen Drehachse.



143

b) Man bestimme das verallgemeinerte Potential U(¢p) fiir den Fall, da8 bei den
eingepragten Kriften nur der Einflufl des Schwerefeldes g zu beriicksichtigen
ist und die momentane Drehachse stets in Richtung von n x g zeigt. Dazu
bestimme man die verallgemeinerte eingeprégte Kraft ()f, = —%U (p) und
tiberpiife die Konsistenz mit a).

Ubungsaufgabe 25 Gegeben sei ein (holonomes) System von Massenpunkten
my,...,my , dessen Bewegungsgleichungen (lokal) in geeigneten generalisierten Ko-
ordinaten ¢, ..., ¢" durch die Gleichungen (1.59) der Vorlesung gegeben seien. Dazu
sei angenommen, dafl konstante Vektoren e, x, existieren mit

0
a—qlx,,(ql,...,q",t) =ex (xy(ql,...,q”,t)—xo) Vve{l,...,N}

Man zeige, daB ¢' genau dann (lokal) zyklisch ist, wenn das verallgemeinerte Poten-
tial U (lokal) von ¢! unabhiingig ist.'

Ubungsaufgabe 26 Ein Massenpunkt m gleite unter dem Einflufl der konstanten
Schwerkraft m g es reibungsfrei auf einem Kreisring mit Radius R und zu ez senk-
rechter Symmetrieachse, der entsprechend der konstanten vektoriellen Kreisfrequenz
w e3 um seinen festen Mittelpunkt rotiere.

a) Man wihle eine geeignete generalisierte Koordinate und bestimme die zu-
gehorige LAGRANGE-Gleichung II. Art.

b) Man bestimme diejenigen Positionen, um die herum beliebig kleine Schwin-
gungen auf dem Kreisring moglich sind, und gebe die entsprechenden — linear
gendherten — Schwingungsgleichungen an.

¢) Man zeige, dafl die Gesamtenergie des Massenpunktes nicht erhalten ist und
gebe dafiir eine phyikalische Erklarung.

Ubungsaufgabe 27

a) Man beweise fiir beliebig vorgegebene 3 x 3-Matrizen A, B die sog. CAMPBELL-
HAUSDORFF-Formel'®

eABe A = exp(ad ;) B,
wobei

ad ;C o [A,C]_  fiir 3 x 3-Matrizen C'.

Version vom 26. Marz 2009
M Hinweis: Man beachte die zweite der Gleichungen (1.45) der Vorlesung.
>Hinweis: Man betrachte die Formel fiir AA anstelle von A und untersuche die Ableitungen
beider Seiten der Gleichung nach A analog zur Begriindung von Gleichung (2.8) der Vorlesung.
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b) Man beweise die Gleichungen

Rw es J—ﬁ el R*T/} es — J—ﬂ (cosper—sineq)
R’/) €3 Rﬁel J*‘ﬁeg R—ﬁ e1 R—Tﬁ es ‘]— b (sinﬂ(sind)e1+coswe2)+cosﬂe3)
mithilfe der CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel und der Vertauschungsrelationen
(2.12).

Ubungsaufgabe 28

Eine homogene Kugel der Masse M mit dem Radius R rolle (mit beliebigem
Drall) ohne Rollwiderstand unter dem Einfluf der Schwerkraft —M g (sin e + cos ae3)
auf der e;-es-Ebene.

a) Man wihle EULERsche Winkel fiir die Kugelorientierung und zwei karthesische
Koordinaten fiir den Kugelschwerpunkt als generalisierte Koordinaten, bestim-
me dafiir die Nebenbedingungen'® und ermittle die zugehorigen LAGRANGE-
Gleichungen (vom gemischten Typ).

b) Man bestimme den allgemeinsten Bewegungsablauf der Kugel fir « = 0.

Ubungsaufgabe 29 Man zeige mithilfe von Gleichung (2.16) der Vorlesung, da8
die EULERschen Gleichungen (2.44) des kriftefreien Kreisels genau dann erfiillt sind,
wenn der Drehimpuls zeitlich konstant ist.

Ubungsaufgabe 30 Man zeige, daB der in Gleichung (2.59) der Vorlesung an-
gegebene, zu ¢ kanonisch konjugierte Impuls (fiir den Fall 6, = 65) mit der es-
Komponente des Drehimpulses iibereinstimmt.

Ubungsaufgabe 31 Ein Massenpunkt m gleite reibungsfrei auf einer Kugel mit
Radius R unter dem Einflufl der konstanten Kraft —mges sowie der zusétzlichen
CorioLis-Kraft

Ct)=—2mw xx(t), w' =wccoshes—wcsinbe;.
Als Koordinatenursprung Fy sei der Kugelmittelpunkt gewéhlt.

a) Man bestimme die zugehorigen LAGRANGE-Gleichungen I. Art in karthesi-
schen Koordinaten und zeige, dafl die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofle ist.

Version vom 26. Marz 2009

6Man beachte FuBnote 28 von Kapitel 2.
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b) Man zeige, dafl sich fiir kleine Schwindungen (FoucauLTsches Pendel),

d.h. fiir
?(t)+ R

z*(t)

die Ndherungsgleichung

‘ <1, |#0)|<g. |F0)| <1,

() +2iQ2(t) + wl 2(t) =0

fiir 2(t) < 21(t) 4 i 22(t) ergibt, wobei

def def g
Q= wccosl, wy,= {/5.
V R

¢) Man l6se diese Naherungsgleichungen fiir z(¢) und diskutiere das Ergebnis fiir
0< Q<K wy.

Ubungsaufgabe 32  Sei 0 der Triigheitstensor eines starren Kérpers K der Ge-
samtmasse M beziiglich seines Schwerpunktes X(¢) .
Man zeige, daBl der Trégheitstensor 6; von K bzgl. xq(t) durch

00 (w1,02) = 05 (wi,9) + M (w1 x (X(1) = x0())) - (w5 % (X(t) = %(1)))

gegeben ist und im allgemein andere Haupttriigheitsachsen hat als 67 .

Ubungsaufgabe 33 Es sei x(t) eine (hinreichend gutartige) 1-Teilchen-Bewegung

die der Bedingung
d (" ?
=|— dt
0 ds /lt1
‘s:O

fiir alle t1,t5 € R und alle Variationen

<x(t),t1,t2> — <x(t,s),t1,t2)

0
EX@? S)

mlt {x(t) : t € [t1,ta]} = {x(t,s) : t € [t1,t2]} VseR,
x(t,0) =x(t) Vit € [t1,ts]
und
x(t;,s) =x(t;) Vje{l,2},seR
genigt.

Man zeige, dafl |%(t)| iiber [t;,t5] zeitlich konstant ist.
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Ubungsaufgabe 34 Gegeben sei ein System von N Massenpunkten der in Auf-
gabe 20 betrachteten Art.

Man beweise fiir jeweils festes (¢, %), dal L(q,¢,t) eine streng konvexe Funktion
von ¢ ist und

om0 : "
{p:(pl,...,p"):ﬂqeR P zaqu(q,q,t) Vue{l,...,n}}:R

gilt.

Ubungsaufgabe 35 Die generalisierten Koordinaten ¢ seien iiber einem hin-
reichend gutartigen (einfach zusammenhéngenden) Teilgebiet G des R™ wohldefi-
niert. fi(q,p,t), f2(q,p,t), f3(q,p,t) seien hinreichend gutartige Funktionen {iber
g x R" x R, die fiir hinreichend grofies p verschwinden. Man zeige:

a) Mit der Definition'”

of o [(Of; O af; o
x, % ( J Y )
g ; Op, 0q”  9q” Opy
gilt

Xflzsz < f1:f2.

b)
def

X{fk,fj} = [ij ) ka]_ = ij Xp — Xp, ij Vi ke {1,2,3}.

q,p

c) Es gilt die JAcOBI-Identitéit'®

{fl, {f2,f3}q’p} , + {fz, {f3,f1}q7p} : + {f:z, {fl)fQ}q,p}

q, 9, q,p

0.

Ubungsaufgabe 36 Man bestimme die HAMILTONschen kanonischen Gleichun-
gen fiir das sphérische Pendel im homogenen Kraftfeld mit den Polarwinkeln als
verallgemeinerten Koordinaten.

Ubungsaufgabe 37 Man zeige, dafl das Variationsprinzip (3.28) auch dann noch
dquivalent zu den kanonischen Gleichungen (3.17)/(3.18) ist, wenn man die Bedin-
gung

p(tj, s) = p(t;) fiir j = 1,2 und beliebiges s
an die erlaubten Variationen fallen 148t.

Version vom 26. Marz 2009
17Vgl. (A.19).
18Siehe Gleichung (3.24) der Vorlesung.
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Ubungsaufgabe 38 Gegeben sei ein Massenpunkt m , der sich in der e;-e,-Ebene
unter dem Einflufl der eingepriagten Kraft
Fé(x)=—-Dx

bewege.

a) Man withle 2!, 22 als generalisierte Koordinaten und gebe dafiir die LAGRANGE-
Funktion, die HAMILTON-Funktion und die Losung

(xl(t)a 962@)) = (xiéwé (1), 2% 2 (t))

der Bewegungsgleichungen zu den Anfangsbedingungen

29(0) = 7,
. : Vje{l,2
7 (0) = v} jeil2)
an.
b) Man zeige explizit, dal — in dieser Bezeichnungsweise — fiir jede Losung

z(t),22(t) die FluBbedingung
2l (bt + 1) = xij(tl),ij(tl)(h) Vie{l,2} itz €R
erfiillt ist.

Ubungsaufgabe 39 Man behandle
L(x1, 2,21, d9) = 2189 — W’z 2

formal als LAGRANGE-Funktion eines Teilchen im R? :
a) Man bestimme dazu die EULER-LAGRANGE-Gleichungen, die HAMILTON-
Funktion und die kanonischen Gleichungen (3.17)/(3.18).

b) Man zeige, daB &y @9 + w?z; 2o eine Erhaltungsgrofe ist.

Ubungsaufgabe 40 Man zeige, daf8 jede eindimensionale Differentialgleichung
der Form

Z+ f(z)=0
dquivalent zu den kanonischen Gleichungen einer HAMILTON-Funktion der Form

P
Hr.p) =2 4 U)

ist. Fiir den Fall U(z) = a2? + bx® mit negativen Konstanten a,b (entsprechender

physikalischer Dimension) skizziere man das Phasenportrait (die Bahnen in der z, p-

Ebene) zusammen mit dem Graphen der Potentialfunktion U(x).
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Anhang D

Losungsvorschlige

Zu Aufgabe 1: Aus der Voraussetzung
x(t) xx(t)=0 VteJ

folgt die Existenz einer Funktion g(t) mit

x(t) = gt)x(t) VteJ (D.1)
und somit
d x(t) T 1O\ x(¢)
3t Ix(0)] (g( ] ) xol €T
Wesens ®  x( ® d x()
d x(t x(t x(t d x(t
O—ﬂm'm) ol ax@ S
folgt daraus n
d x(t
T m =0 VtelJ
und somit (t) (0)
=] o] €

Zu Aufgabe 2: Gemafl Aufgabe 30 von Math. Meth. d. Phys. geniigen die Orts-
vektorfunktionen

(o) & O 2 ) ) - xalt)

fiir Schwerpunkts- und Relativbewegung den Gleichungen

%4(t) =0 (D.2)

Version vom 26. Marz 2009
a [x ()]

=g
x()| D.1

(t).

1Oder, alternativ, wegen

149
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und
) : % (1)
i) = e U (o)) (= -0 (0l) 20 ) 03
wobei e
p e (reduzierte Masse) .
my + Mo

Aus (D.2) folgt

_m x1(0) 4+ mg %x2(0)

x5(t) = %x4(0) 0 ViteR
my + Me Vorauss.
und somit
x(t) = x,(0) = MO Fmexo(0) g (D.4)
mi + me
Aus (D.3) folgt geméB Flichensatz
d
T (x:(t) x %,(t)) =0 VteR
und somit gemafl Aufgabe 1:
%, (0
X, (t) = |x.(¢)] x (O;] VtelJ
Mit
msy
t) = xs(t (t) VteR
xi(t) = x,(6) + —2— (1)

und (D.4) folgt daraus
x1(t) = A1 (1) x1(0) + (1 - Al(t)) x,(0) Vte T,

wobel

et 1 13 (0) /. (0)]

A (t
1() my -+ Mo

Geometrische Interpretation:

Massenpunkt 1 bewegt sich wihrend des Zeitintervalls J auf der Geraden
durch die Punkte mit den Ortsvektoren x;(0) und x2(0).

Man beachte, dal die Numerierung der Massenpunkte beliebig ist. Massenpunkt 2
bewegt sich also auf der gleichen Geraden.

Zu Aufgabe 3: Da der Bahndrehimpuls wegen

(my +my +ms) X(t) = Z m;%;(t) = 0 (D.5)

rauss.
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verschwindet, verschwindet gemé&fl Abschnitt 3.4.2 von Math. Meth. d. Phys. auch
der Eigendrehimpuls. Mit

(my + mag + m3) (xl(t) - X(t)) — my

)
(1 + ma + M) (Xg(t) —X(1)

<x1 (t) — x2(t)> + (xl(t) - X3<t))
) — mg <x2(t) —x3()) + (XQ(t) - Xl(t)>
) = m( ( )

(1 + ma + ms) <x2(t) ~X(t )
x3(t) — x1 (t)> + g (x5(t) — xa(1)

und (D.5) folgt daraus
0 = <m2 (xl (t) — XQ(t)) +mg (xl (t) — Xg(t)>

)
+ (m3 (XQ(t) - x3(t)> +my (Xg(t) _x (t))) X g Xo(t)
(Xg(t) _ xl(t)> +my (x3<t) — x2(t)>>

X mq 5(1 (t)
+ (ml X ms 5(3 (t) .
Unter Beachtung von

X — X = (X1 — X3) + (X3 — X2)

ergibt sich daraus durch Bildung des inneren Produktes mit (x; — x3)

0 = (Xl — X3) . <(X2 — X3) X <—m1m2 5(1 + mo (m1 + mg) 5(2 — MoMms X3)>

X::O ma (my + me + m3) (x1 — X3) - ((xg — X3) X )'c2> )

Aufgrund der Zyklizitat des Spat-Produktes gilt somit
XQ . ((Xl — Xg) X (X2 — X3)) = 07

d.h. der Geschwindigkeitsvektor von Massenpunkt 2 ist parallel zu der Ebene, in der
alle drei Massenpunkte momentan liegen. Da die Numerierung willkiirlich ist, gilt
entsprechendes natiirlich fiir die Massenpunkte 1 und 3. Damit gilt

0 = (X3 —%3)- ((x1 —X3) X (X3 — X3))
= (- x) - (= %) % (k2 — x3))

= —(x; —x3)- <<5€1 —X3) X (X2 — X3) + (x1 — X3) X (X2 — X?’))

= —(x1—x3)- %((Xl —X3) X (X2 — Xs)) :

Aufgrund der Willkiirlichkeit der Numerierung mufl auch

SRR -
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gelten und somit aufgrund des Entwicklungssatzes (anschaulich klar):

((Xl — X3) X (Xg — X3)> X %((Xl — x3) X (X9 — Xg)) =0.

Mit Aufgabe (1) folgt daraus:

Die Fldachennormale der von den Massenpunkten aufgespannten Ebene
ist fiir t € J zeitlich konstant.

Da diese Ebene stets den Schwerpunkt enthélt und letzterer voraussetzungsgeméaf
ruht, ist sie also fest, solange die Positionen der Massenpunkte nicht auf einer Ge-
raden liegen.

Zu Aufgabe 4: Sei x(t) die Ortsvektorfunktion eines ausgewéhlten punktformigen
Massenanteils. Dann gilt dafiir voraussetzungsgemaf

7 (x(t), t) - /L(X(t), t) x(t)
und somit

a(x(t), t) )

Quotientenr. (M (X (t), t) ) 2

Mit
L600) m (Bole) + 090 (50)
x=x(t)
9 7 (x, t> - Vi
= =J1|xt)+—F—7(x%x
i ) =y o ) B
und

) (2 o)+ 2T

EM Eﬂ u(x,t)

folgt daraus die Behauptung, da x(t) zu vorgegebenem ¢, beliebig wihlbar ist.

|x:x(t)
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Zu Aufgabe 5: Fiir jedes einfache Gebiet G und hinreichend gutartige ® (x) , 7 (x)

gilt
/BQCD(X)]( S, = /v 7)) v
- /(cb( )V (x )+J(X)-V<I>(X>>de~
g

Falls @ (x) 7 (x) im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet, folgt daraus im
Limes G — R3

/IRs(D(X)V~J(X)de:—/RSJ(X)~Vq><X)dVX. (D.6)
Mit 7 (x,t) = p(x,t) v (x,t) folgt damit
MX(t) = % RGO

— / apJ(X £)xdVi

_ / de
Kont.-Gl.

= +/ Xde
(D.6)

und daraus
uxe = L jxoan
dt Jgs
0
_ /R 9 (1) Vs
0
R et o
Aufg. 4 R3 M AN p ot
_ _(J. (7 _J
= /R3 (,ua (M V)J+M(M V>M v J) dVi
A CRIERICSILE
R3 1% M
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Zu Aufgabe 6: Wegen

M(t) = /x X pu(x,t)a(x,t)dVy

0
= X — 1) dVi
Aufg. 4 / T (%)

—/Ex <J% —(J-V)J+%(J'V)u>dvx

I

und 9 5
/xxgg(x,t)dvx = /XXEJ(Xat)de
d
= 3 x X p(x,t) v(x,t)dVi
d
= —L(t
3 L)
ist nur

/fx <32 —(a-vmﬁo'vm)dvx—o

] ot
zu zeigen, was aufgrund der Kontinuitdtsgleichung dquivalent ist zu

X
/; X <(V'J)J+(J‘V)J—% (g-V)u) AV, =0.
Das folgt aber gemif3
= - [ J
/; x (V- 7)7dVy e, /(J V) (x X M> dV,

= /Jxldvx—/EX(J'V)Jde
t ft

PI‘O(;lktI‘.
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AuBerdem bezeichne w(t) die positive Winkelgeschwindigkeit des herabrollenden Zy-
linders. Damit gilt

s(t):s(O)—/O Ruw(t')dt’ (D.7)

sowie
h(t) = s(t) cos . (D.8)
Der Energiesatz lautet
m 2 0
E(t) =% (ht)) "+ 5 (1) +m gl A(t) = const. (D.9)
\Hf—/ —E t(t)
=BG =Ege) "
:E;i,n(t)

wobei

R
0 = / 7‘2£27rrd7’
0

7w R?
=d
= Ip (D.10)
2
das Trégheitsmoment des Zylinders (bzgl. seiner Symmetrieachse) ist. Da sich der

Zylinderschwerpunkt nur parallel zur Unterlage bewegen kann, gilt
(Fz+mg) - n=0. (D.11)

Die Bewegungsgleichung fiir den Eigendrehimpuls ist

do(t) = _RnxFy . (D.12)
~—— N’
L (¢ =Drehm. bzgl. d. Zylinderschwerp.
elgen( )

Aus (D.9) folgt

0= E(t) =mh(t) h(t) + 0w(t) &(t) +m|g| h(t)

und daraus mit

weiter
0 = m(—Rw(t) cos oz)(—RdJ(t) Ccos a) +O0w(t)w(t)+m|g (—Rw(t) Ccos a)
= w(t) <w(t) (m (R cos o)’ + 0) —m|g| R cos a> .

Also gilt
m|g| Rcosa

m (Rcosa)® + 0

O(t) =
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und somit

B m |g| cos a ~ m|g|cosa
(D.12) 1+m(cosa)® /8 (D.10) 1+2cos?a’

|IIXFz‘

Da F7 eine Linearkombination von g und n sein muf, folgt daraus mit (D.11):

m |g| cos
1+ 2cos? «

n, —m(g-n)n,

wobei
def g—(g-n)n
n == ——— 72—
lg — (g-n)n|

Zu Aufgabe 8: Zunichst wollen wir zeigen, dafl zu beliebig vorgegebenen a, b € R

und zu jedem t' € (1, t5] stets eine mit der kinematischen Nebenbedingung vertrigli-
che Bewegung existiert, fiir die

x(tj)=a, x(')=b

gilt. Dazu wahlen wir eine Bewegung

B= ((ml(t),xz(t))jl,t’)

in der (2!, 2?)-Ebene, die den Bedingungen

(200) = (2) . (29)=(3) wewra,

< ;Eg) £0 Vte (t,t')2),

s (50 /() - (2=

geniigt. Die kinematische Nebenbedingung

ST

und

3 3
. (1) AR O
#(1) (m) i n(m =0 vielht]
legt dann — zusammen mit der Anfangsbedingung x3(t;) = a® — 23(t) fiir t €

[t1,1'/2] eindeutig fest. Fiir ¢t € [t'/2,¢] ist die kinematische Nebenbedingung dagegen
trivial. Wir erhalten also fiir beliebigen Verlauf von z3(¢) iiber [t'/2,#] eine mit
der kinematischen Nebenbedingung vertrégliche Bewegung. Deshalb kénnen wir den
Verlauf so withlen, daf§ 23(#') = b und damit x(#') = b gilt.
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Von jeder Anfangsposition x(¢;) aus ldfit sich also fiir beliebig vorgegebenes
t" € (t1,1s] jede Position x(t') durch eine mit der kinematischen Nebenbedingung
vertrégliche Bewegung erreichen. Mit anderen Worten: Fiir ¢ € (¢,t5] sind alle
Positionen x(#') € R? erlaubt. Daraus folgt fiir alle Nebenbedingungen der Form

Sj(x(t),t>:0 Vte[t,ts), je{l,....1}

notwendig
Si(,t)=0 Vtelt'ht],je{l,...,1l}.

Das System koénnte also nur dann holonom sein, wenn es — im Widerspruch zur
geforderten kinematischen Nebenbedingung — fiir ¢ € [t/, t5] vollig uneingeschrankt
ware.

Wenn man jedoch zusétzlich die Nebenbedingungen

zl(t) = 2%(t),
23 (t) T Vitet,t] VteR (D.13)
Einh.v. 4

fordert, dann erhdlt man ein holonomes System, weil mit (D.13) auch automatisch
die kinematische Nebenbedingung erfiillt (also redundant) ist.

Zu Aufgabe 9: Der Bewegungszustand des Snakeboards 148t sich wie folgt skizzie-
ren:

.
— CE >Q=—="-- >
€y : R .
'-. X4
A

Dementsprechend sind die kinematischen Nebenbedingungen durch
xXi-e,, =0 (D.14)
gegeben, wobei
Xy =X+t Rey. (D.15)
Mit
€y = (C0819> bzgl. {e1, e}

sin ¢
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folgt aus (D.15)

: ! . [ —sind
X4 = <$g)iRﬁ(+COS19) ngl {el,eg}

und daraus entsprechend mit (D.14):

0 = ilcospy +d2sinpy + RV (sinpy cost) — cos py sind))

1
COS P4 4y

sin o4 @2
= | £R(sinpy cos — cos @4 sin ) D
0 v
0 G
Mit
cos &
sin ¢
a (&) oy +R (sin&* cos €3 — cosEtsin€3) |
0
0
cos £°
sin £°
a_(§) o +R (sin & cos €3 — cos €7 sin £3)
0
0

lassen sich diese Nebenbedingungen also tatséchlich in der Form

Y ek e =0

k=1

schreiben.

Um zu zeigen, dafl die kinematischen Nebenbedingungen nicht holonom sind,
miissen wir entsprechend der Argumentation zu Aufgabe 8 nur zeigen, dafl zu jedem
t' € (t1,t2) und zu je zwei Positionen &, ¢ € R® eine mit den diesen Nebenbe-
dingungen vertrigliche Bewegung existiert, die wihrend des Zeitintervalls [11, ¢] die
Position &; in die Position ¢ iiberfiihrt. Eine Moglichkeit dafiir ist die folgende:

1. Zunichst fiihrt man nur die ¢ in £ iiber.

2. Dann fiithrt man nur die ¢+ und ¢ gemeinsam in den Polarwinkel von x4(t') —
xs(t1) tiber.

3. Danach fithrt man nur ¢4 in ¥ + 7/2 iiber.

4. Danach fithrt man nur (z!,2?) auf geradem Wege in (¢!, (?) iiber.
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5. Danach fithrt man nur ¢4 in ¢ tiber (bei festem 7).
6. Dann fithrt man nur ¢+ und 9 auf gemeinsam in ¢? iiber.

7. Abschlieflend fithrt man nur ¢, und _ in ¢* resp. ¢° iiber.

Zu Aufgabe 10: Die Zwangskraft, die die schiefe Ebene auf m ausiibt, ist
Fz; =mgsinan, (D.16)

wie man folgender Skizze leicht entnimmt:
n=cosae; +sinaes
€3
ng
m e

Fy Ebene
mg

Anmerkung: In diesem Zusammenhang sei auch an Abschnitt 1.3.1 von (Liicke, ein)
erinnert.

Die auf m wirkende Gesamtkraft ist dementsprechend

F=mg+F; = mgcosan,,
(D.16)

wobei
n, =sinae; — cosaes. (D.17)

Die Geschwindigkeit von m ist somit

w)ZX@+AﬂwM

1 t
:v+—/Fma'
m Jo

= V+4tgcosan, . (D.18)
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Die Arbeit, die die Schwerkraft wihrend des Zeitintervalls [0, ¢] an m verrichtet ist
damit

W) = / (—mges) - x() dt

t2
= —mg?cosa(e;-n,)—
D.18) g (e2-m.) 3
m )

= +— (tgcosa)” . D.19
D.17) _2 (tg ) ( )

Gemif Gleichung 3.69 von (Liicke. ein) folgt daraus

Wit (Bin(1) = Faan(0)) = W, (1

tmgcosan, -v

(D.18),D.19)

—

(mgsinacosa)vt.

Zu Aufgabe 11: Die Nebenbedingungen fiir das Pendel mit vorgegebener Ortsvek-
torfunktion x¢(t) der Aufhdngung sind dquivalent zu

S, (xl(t),t> —0 VteR,

wobel
Vx; eR?, teR
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(vgl. Beispiel (i) von Abschnitt 1.1.1.1 der Vorlesung). Die geméf Gleichungen (1.3)
und (1.4) der Vorlesung zugeordneten kinematischen Nebenbedingungen sind

2%q(t) - ( 1(t) — %ot )) +% (1) - (j2<xl<t> - Xo(t)»

-~

=51 o(xl(t) t) :51,1(x1(t),t)
= —2(%a() = %o(1)) - (1) = x0(t)) = 0
und stellen offensichtlich eine vollstdndige Momentancharakterisierung der erlaubten

%;(t) dar. Die infinitesimalen virtuellen Verriickungen 0x;(¢) erlaubter x;(¢) sind
deshalb durch Gleichung (1.10) der Vorlesung vollstindig charakterisiert:

5%, (t) - <:2<x1 (t) — xo(t)>/> ~0. (D.20)

~~

28171 (Xl(t),t)

Aus dem D’ALEMBERTschen Prinzip und den NEwWTONschen Gleichungen folgt
Gleichung (1.13) der Vorlesung, im vorliegenden Falle also

(D20) == oxi(t)-F4(t)=0.

Die Zwangskraft steht somit senkrecht zu allen Vektoren, die senkrecht zur momen-
tanen Ausrichtung der Pendelstange stehen. Daraus folgt:

FZ(t) ~ x; () — xo(t) .

Zu Aufgabe 12: Die Nebenbedingungen sind hier dquivalent zu
Sj<xl(t),X2(t),t) —0 Vje{l,2),teR,
wobei

Sy <X1,X2,t> « (R1)? — |x1 — x0(t) %,
) Vxi,x, € R®, teR

S <X1,X27t = (Ry)*—|x2 — X1|2
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(vgl. Beispiel (ii) von Abschnitt 1.1.1.1 der Vorlesung). Die geméafl Gleichungen (1.3)
und (1.4) der Vorlesung zugeordneten kinematischen Nebenbedingungen sind

2%0(t) - (x1(t) = xot)) +51(1) - (=2(x1(8) = x0(0)) ) +32t) - O
h e g h e g =S 2(x1(t),x2(t),
=51,0(x1(£) xa(t).1) =811 (31 (8) xa(0).t) 12l (0 0)1)

——2(a() = %o(1)) - (x1(t) = x0(t)) =0

und
O k) (22(xat) - x0)) 00 - (<2(x) -x0))
=520 (X1 (t)7xQ(t),t) S ~~ o ~ P 4

=S2,1(X1(t),X2(t),t> =52,2(X1(t)7><2(t):t)
— —2<>‘<1 (1) — Xg(t)> : (X1 (t) — Xg(?f)) —0
und stellen offensichtlich eine vollstindige Momentancharakterisierung der erlaub-

ten X, (t) , X2(t) dar. Die infinitesimalen virtuellen Verriickungen sind deshalb durch
Gleichung (1.10) der Vorlesung vollstindig charakterisiert:

5x1(t)~(—2<x1(t)—xo(t)>> ~ 0,

.

v~

:Sl,l (x1 (t),t)

dx1(t) - (—2(x1(t) - x2(t)>> — 5% (t) - (—2<x1(t) - xg(t)>> — 0. (D21)

J

L J [

=S2,1(x1(t),xz (t),t) 252’2(,(1(,5),)(2(,5)7,5)

Aus dem D’ALEMBERTschen Prinzip und den NEWTONschen Gleichungen folgt
Gleichung (1.13) der Vorlesung, im vorliegenden Falle also

(D21) = ox1(t) - F4(t) + oxo(t) - F4(t) = 0.
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Das ist aber dquivalent zu

(5x1 (1) — 5x2(t)> (x1(t) = xa(t
0% (%) -
+

FI(t) ~x1(t) —x2(t) ,  FY(t) + F5(t) ~ x1(t) — xo(2)

folgt. Das entspricht folgender Anschauung:

Da die Pendelstange 2 um m; frei drehbar ist, kann sie keine Zwangskraft auf ms
senkrecht zu ihrer Ausrichtung ausiiben. Das erklirt FZ(¢) ~ x;(t) — xo(t) . Die ge-
samte Zwangskraft FZ(t) auf m, ist aber die Vektorsumme der beiden Zwangskrifte
F7,(t) und F?,(t), die die Pendelstangen 1 und 2 auf m; ausiiben. Dafiir gilt

F7,(t) = =F5(t), F{,(t) ~xi(t) —xo(t)
und somit

Fi(t) + F3(t) = (FT,(t) + Fi5(t)) + F5(t) = F{ (1) ~ xa(t) — xo(t) .

Zu Aufgabe 13: Betrachtet sei folgendes System:

m1.é’/,_£i—§/'?.

Ry

ma

Ry

ODrehpunkt, fest

Wenn wir den Drehpunkt als Bezugspunkt fiir die Ortsvektoren wéhlen, dann sind
die Nebenbedingungen hier dquivalent zu

Sj(xl(t),XQ(t),t) —0 Vje{1,2),teR,

wobei
Si(x1, %2, 1) o (R1)? = [x1]”
Sa(x1, %2, 1) o (Ra2)? — [xa|”
S3(x1,Xa, 1) aof (R3)% — |x1 — Xs|?
Fiir

Ry + Ry # Ry # |Ry — Ry (D.22)
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charakterisieren die entsprechenden kinematischen Nebenbedingungen
%lt) - xa(t) = 0, (D.24)
(Xl(t) - xz(a) : (xl(t) - XQ(t)) ~ 0 (D.25)

fiir jeden Einzelzeitpunkt ¢ die zu erlaubten x;(t), x2(¢) moglichen x;(t), Xa(¢)
vollsténdig.

Begriindung: Gemif (D.23)/(D.24) existieren vektorielle Kreisfrequenzen wy , ws
mit
5(1 =w] X X1, ).(2 = W9y X Xog. (D26)

Mit (D.25) folgt daraus

0

((w1 X Xl) — ((.LJQ X Xg)) . (Xl — XQ)
7((.01 XXl)'X2+(QJ2 XX2)'X1
— (w1 — (.JQ) . (Xl X XQ) .

Unter der Voraussetzung (D.22) gilt fiir erlaubte Momentanpositionen also
Wi —wy = A1 X1+ X
mit geeigneten A\, Ay . Fiir
wdéfwl — A X] =ws + Ay Xo
folgt dann mit (D.23)/(D.24)

Xlzwxxl, ).CQZ(AJXXQ.

Die Nebenbedingung (D.23)—(D.24) entsprechen dann also einer Drehbewegung der
starren Hebelanordnung um den vorgegebenen Drehpunkt.

Die infinitesimalen virtuellen Verriickungen sind dementsprechend durch
0 = 6xy - X1 = 0X3 - X3 = (0x; — 0X3) - (X1 — X2) (D.27)
charakterisiert und das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet
(D27) = 0x -F/+0x,-FZ=0. (D.28)

Fiir
0X] =axXX;, 0Xp=aX Xy

ist (D.27) offensichtlich erfiillt. Damit folgt aus (D.28)

0 = (axxp) -FZ+ (axxy)-F%
= a (xy xFf{+x,xF%) VacecR?
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und somit das Hebelgesetz in der Form
x; X F4 +x, xFs =0,
falls (D.22) gilt.?

Zu Aufgabe 14: Wir betrachten zwei gemé#fl folgender Skizze an der Schraube
befestigte Massenpunkte m; , my vernachlassigbarer Masse:

Das gesuchte Drehmoment M stellen wir uns 0.B.d.A. durch eine eingeprigte Kraft
F{ L e (D.29)

erzeugt, die auf m; wirkt. Gemé&f Prinzip der virtuellen Verriickungen gilt dann
0xy - F{ +0xy-F5 =0, (D.30)

wobel
FS=—-F ~e3 (D.31)

die eingeprigte Kraft ist, die das Gegenstiick auf ms ausiibt. Die infinitesimalen
virtuellen Verriickungen sind dabei (fiir Rechtsgewinde) durch

A
(5X2:—S(5<,0e3, (5}(1:(5><2—R(590el
2T v

charakterisiert, wobei
| def

ef .
ew = singye; —cosy ey .

Deshalb ist (D.30) dquivalent zu

As . As .
((geg—Rei) -Fl—i—%eg-FQ)égo:O Yoy,

Version vom 26. Marz 2009
2Fiir R3 = R + Ry und Ry = |R; — Ro| folgt das Hebelgesetz dann natiirlich durch Grenzbe-
trachtung.
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also zu A A
S e S e
geg'FQZ—(geg—Rei;) 'Fl‘

Mit (D.29), (D.31) und
M= —R(e; F)e;

©

folgt daraus
A
— S F

_ on

M

Vereinfachte Betrachtungsweise: Wiahrend einer langsamen Umdrehung leistet das
konstante Drehmoment die Arbeit 27 |M|. Da die Zwangskrifte keine Arbeit leisten,
muf} das mit der Arbeit |F| As iibereinstimmen, die m; am Gegenstiick verrichtet.

Zu Aufgabe 15: Wir denken uns den Balken bei D entfernt, aber D fest mit
dem Stiitzbalken verbunden. Weiterhin denken wir uns C' resp. D entsprechend
folgender Skizze als Massenpunkte m; , my (vernachlidssigbarer Masse), auf die die
eingepréigten Krifte

F/=F=-Fey, F5le, (D.32)
so wirken dafl Gleichgewicht herrscht.
|E mi
4B -
Py es
| DB
-€1
ma

Bei entsprechender Positionierung von C und D ist dann FZ mit der gesuchten Kraft
zu identifizieren. Die infinitesimalen virtuellen Verriickungen sind hier durch

5X1 c€9 = O,
5X2 s €y = O,
5%, %, = 0. (D.33)
(5X2 — )\(le) . <X2 — )\Xl) =0
charakterisiert, wobei
A A3 /’/Td . (D.34)

Geméf dem Prinzip der virtuellen Arbeit ist Gleichgewicht also nur moglich, wenn

(D.33) = 0% -F/+6xy-F2=0 (D.35)
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gilt. (D.33) ist dquivalent zu

(5X1 1L E,eg,
(5X2—)\6X1 J_ .@,82,

fiir die zu untersuchende Positionierung also zu

def .
0X; ~ n; = cosye; —sinvyes,

(D.36)

L
v
L
0Xy — A0x; ~ ny.

(D.36) ist z.B. fur
(5X1 =0 s 5X2 = 11119_
erfiillt. Dafiir liefert (D.35) mit (D.32)

def def

FZ ~ny = ey = sinte; +coses (Richtung von D nach B) ,

also
F% = F%ny

fiir geeignetes FZ. Damit ergibt sich aus (D.35)

= 5X1 . (F% +>\F%) + (5X1 — )\5X2) F%
:(5X1 F%+5X2F%

=0
und somit
n - (F{+\Fley) =0,
d.h. Lo
FZ = —l oy ! ey
2 A nl-ey )

Mit (D.32) und (D.34) folgt daraus
‘E‘ sin 7y
4B sin(y =)

F% = Fny

— im Einklang mit dem Ergebnis von Aufgabe 11 der Math. Meth. d. Phys. .

Zu Aufgabe 16: Wir wihlen als generalisierte Koordinaten

2 def 92 1 def
¢ =2 und ¢ =e,-x
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entsprechend folgender Skizze:

Damit gilt
q" cos (1)
x(¢",¢*,t) = s
q" sinp(t)
und somit
Ulg",¢*,t) =mga®(¢",¢*,t) = mgq'sing(t)
sowie

m . 2
T ¢ 1) = 5 [x(d', ¢ 1)]

- %((Ql cos p(t) — @(t) ¢* sin SO(t))Z + (QQ)Q + (¢" singp(t) + ¢(t) ¢* cos gp(t))2>

=@+ @+ 0.
Die LAGRANGE-Funktion J =T — U ist hier also
L't d' ) = 5 ((d)" + ()7 + (60 d')") —mgg'sing(t) . (D.37)
GeméaB Gleichung (1.59) sind die LAGRANGE-Gleichungen II. Art dazu:
m ' (t) —m@(t)* q'(t) + mg sing(t) = 0,
mg(t) = 0.

Fiir ¢* = 0 ist m $(t)? ¢' (¢) natiirlich nichts anderes als die Zentripetalkraft.

Zu Aufgabe 17a: In den generalisierten Koordinaten (¢',¢% ¢%) = (r,9,¢) (Ku-
gelkoordinaten, sieche Abschnitt 4.3.2 der Math. Meth. d. Phys. ) gilt

sin ) cos ¢
x(r, 9, p,t) =r | sind sinep
cos v

und .
x(r,0,¢,t) =r7e, +ridey+rsindpe,

(vgl. 1.2.1.2). Daraus folgt

L(r, 9, p,t) = % (7"2 +T2192+r2sin2?9gb2> —mrg cosv .
R \—,—/

g Urd,p,t
—T(rd.rt) (r,0,,t)
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Die Nebenbedingungen sind
r(t) = R, r(t)=0 VteR, (D.38)

entsprechen also dem Fall
lq =1 X aw = 51# . (D39)

Damit ergibt sich fiir die Gleichungen (1.56) der Vorlesung:

mf—mr<192+sin219gb2> +mgcosty = A,

d .
m&<r20)—mr2 sin? cos? p? —mrgsing = 0,
m% (7"2 sin219gb) = 0.

Wegen (D.38) sind diese Gleichungen dquivalent zu

—mR(192~|—sin219gb2>—|—mgcosﬁ = A, (D.40)

mR*9 —mR? sind cos? > —mRgsing = 0, (D.41)
d

mR2&(sin219gb) = 0. (D.42)

Die eigentlichen Bewegungsgleichungen sind (D.41) und (D.42). Aus (D.40) 1a8t sich
die Zwangskraft
z F%. 3x —F%.e,

@ (1?14) or

entnehmen; denn
Z _

Q A
! (1.53),(D.39)

Zu Aufgabe 17b: Wenn wir nur die generalisierten Koordinaten (¢', ¢*) = (9, ¢)
verwenden, sind keinerlei Nebenbedingungen mehr zu beachten. Aus

sin ) cos ¢
x(¥,p,t) = R | sind singp
cos v
und '
x(V,p,t) = Rdey+ Rsinvpe,
folgt dann

L0, p,t) = % <R2192 + R? sin219¢>2> —mRg cos?.

Die Gleichungen (1.59) dafiir sind (D.41) und (D.42).
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Da ¢ eine zyklische Koordinate ist (% L =0), gilt gem&B (1.61) der Erhaltungs-
satz

p2=0
fiir die 3-Komponente

= — L=mR*sin®¥¢
P 160, 0% ’

des Drehimpulses (vgl. Satz 1.2.2) — im Einklang mit (D.42).
Da L nicht explizit von der Zeit abhéngt (% L = 0), gilt entsprechend (1.62) der
Energiesatz

H=0

fiir 5 5
H®,0,0,¢) = 0—L+—L—L
(0, ¢, 9, ¢) o0t tapt

=2T

= T+U.

Die Komponenten des Impulses sowie die 2- und 3-Komponente des Drehimpulses
sind hier i.a. nicht erhalten.

Zu Aufgabe 18: Mit den in 1.1.3.2 verwendeten Bezeichnungen gilt

X1 = X1(197 @, t) - XO(t> + Rl e'r(ﬁa 30) )
X2 = X2(797 ®, t) = XO(t> - R2 eT(ﬁv 30) )

wobei
sin?)’ cos ¢’
e (v, o) C gin g sin o V', o eR. (D.43)
cos

Die kinetische Energie ist dementsprechend

my+my . mi R +my RS .
T.pt) = MM g p o T G )
+ (m1 R1 — My Rg) Xo(t) . ér(ﬁ, QO) .
Mit |
e.(0, @) =0 ey(V,¢) + ¢ sind e, (¥, ¢), (D.44)
wobei
cosv cos ¢’ —sing’
eg(V, ) € | cost sing' | | e (v, ¢") of cos ¢’ (D.45)

—sin’ 0
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(vgl. 1.1.3.2) folgt daraus®

mi R% + Mo R%

my+ mg . 2 42 | 22 o2
T(Y, p,t —— |xo()]" + ¥ + ©* sin” )
(6.¢.1) 5 [a(0) o (Pt e
+ (m1 R1 — My RQ) Xo(t) . ('19 ey + SO Sin196¢>
und — dank Ex] e, = 0 — somit
d 0 0 g .
E%T_ (9_19T = (my R? +my R3) (19"—@2 sin 9 c?sﬁ) |
+ (m1 R1 — My RQ) (Xo(t) -ey + Xo(t) . 819)
. 0
—(mlRl—ngg)Xo(t)- ﬁa—ﬁeﬂ‘i‘@COSﬁe@
(D.47)
Mit
€ —ﬁge +pop—ey = 1926 + ¢ cosve
V=V 5560 @agp ﬁ(D:H)) g 0 ' 2
folgt aus letzterem
d 0 0 g .
i %T — 8_19T = (my R? + my R%) <19— @* sind) cosﬁ)
+ (m1 Rl — My RQ) Xo(t) ey .
Das zusammen mit
Q5 = FS 3X + F§ 2X = (R1F{ ey — Ry F5 - ey)
19(124)13191 2 gy X2 = Uty -ey 215 - ey
zeigt, daB hier die Gleichung
d o 0
- — T — T — <
dt 99 o @y
mit der ersten der Gleichungen (1.24) iibereinstimmt. Entsprechend folgt aus (D.46)
d o0 0
——T-—T
dt 9¢ Oy

= (my R? + my R3) (cﬁ sin? ) + 20 sind cosz?)
+ (my Ry — ma Ry) <sin19)"<0(t) “e, +sind %o (t) - &, + U cosV X(t) - e@)

- 0 L )
— (my Ry — ma Ry) (ﬁxo(t) . %qu + ¢ sind X¢(t) - %Qp)

und

€, = @%% : %eg =cosve, (D.48)

Version vom 26. Marz 2009
3Es sei daran erinnert, daf {e,, ey, e,} eine (von ¥ und ¢ abhiingige) Orthonormalbasis ist.
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die Gleichung

d

40, 0,

dt d¢ Oy

= (my R} + my R2%) ((p sin? 0 4 21 sind COS’Q9> + (mq Ry —mgy Ry) sind Xo(t) - e,

und daraus mit

d d : e e
Q‘;(lsz‘;-%leng-%xQ =sind (R, F{ -e, — Ry F5 -e,)

die Ubereinstimmung der Gleichung

d 0 0
——T-—T=0Q¢
dt 0¢ Oy 2

mit der zweiten der Gleichungen (1.24), multipliziert mit sin .

Zu Aufgabe 19: Hier sind offensichtlich die Voraussetzungen von Satz 1.2.3 und
von Satz 1.2.2 fiir e = ey erfiillt. Deshalb sind hier 7"+ U und Ly - €3 fiir alle
Losungen der LAGRANGE-Gleichungen Erhaltungsgrofien.

Wir beschreiben nun das System mithilfe der generalisierten Koordinaten

(q17 s 7q4) = (ﬁla 90177927 902)

geméf

X1 :X1(791>901) = Ry er(ﬁb%),

X2 = X1 (U1, 91,V2,02) = x1(V1, 1) + Rae,(Va, pa).
Mit (D.44) ergibt sich dann fiir die LAGRANGE-Funktion

L(ﬁlﬂ ¥1, 1927 ©2, 191: lea 1927 902)
= ) g (gt )) + T B (95 4 g sin )

+mg Ry Ry (791 Dz ep(V1, 1) - €9(V2, 2)

+ 11 @a sin v ey(V1, 1) - €, (D2, ¢2)

+ 5 ¢y sindy ey(Vs, @) - e, (Y1, ¢1)

+ 1 o sinty sindg e, (P, 1) - €y (V2, gpg)>
+mig Ry cosvy +msg g (Ry costy + Ry cos )

~
=—potentielle Energie
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_ (m1 -+ 7712)
(D.45) 2
+mo Ry Ry <191 s <cos V1 cosy cos(p — ) + sinddy sin 192>

R (03 + @3 sin vy ) + TERS (8 + 23 sin0s) .

+ 191 @2 sin 192 COS 191 SiIl(gOl — QOQ)
+ 1y 1 sinvy cos Uy sin(ps — 1)

+ gbl gbg sin ’191 sin 192 COS(QOl — QOQ))
+my g Ry costy + ma g (Ry costy + Ry costly) .

Fiir den Spezialfall

reduzieren sich die zugehorigen LAGRANGE-Gleichungen auf

(m1 + mg) R% 1.9'1 -+ Mo R1R2 192 COS(192 — 191) + (m1 -+ 7722) gR1 sin 191
—mMy R1R2 <192> sin(192 — ’191) =0

und . .
meo R% ?92 -+ Mo R]_R2 191 COS(192 — 191) + Mo q RQ sin 192

.\ 2
+m2R1R2 (’191> sin(192—191) = 0.

Bzgl. der zugehorigen Niherungslosungen fiir kleine Ausschlige? siehe z.B. (Budo, 1965,
§41 Nr. 2).

Zu Aufgabe 20: Die Matrix der

« dﬁfﬁ:% aX : iX Vv,u=1 n (D.49)
vp 2 aqy Y aqu Y T =L .

=1

ist offensichtlich symmetrisch:
=0y, Yr,ue{l,... n}.

Deshalb existiert eine Orthonormalbasis {E;, ..., Ex} des R™, die nur aus Eigen-
vektoren von (a,,,) besteht:’

Zoz,wEﬁfze,\ElA’ Vaxvell,...,n}.
pn=1

Version vom 26. Marz 2009
4Eine Animation fiir beliebige Ausschlige findet man auf der Web-Seite:

http://www.maths.tcd.ie/~plynch /SwingingSpring/doublependulum.html .
5Siehe z.B. Folgerung 7.3.21 der Math. Meth. d. Phys. .
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Die Eigenwerte

n N
_ m
ex=IE\7 ) Blay,, EL =) 77

v,p=1 =1

" 0
ZEKa_q,,Xv

v=1

sind entsprechend unserer Voraussetzungen an die ¢” alle positiv. Die durch
E, — e E, V)€ {1,,7’L}

charakterisierte lineare Abbildung des R™ in sich ist somit invertierbar und dement-
sprechend auch die Matrix (o) . Es existieren also Funktionen (a™!), .(¢%, ..., ¢",t),
fiir die (lokal)

n

Z(Q_I)A,V Ay = 5)\,u (D50)

v=1

gilt. Da das verallgemeinerte Potential von der Form
U(qla"'aqnvqlv"'7qnat):f(q17"'7qn7t)+qugu(q17"'aqnat)
v=1

sein muf3,® und

N
Zm .
T = 2’y |)('Y|2
=1
n N 2 N n
m~ | 0 9 o
(1.27),(D.49) szl ! ; 2 |ot™ ; 7; agr ) ot

gilt, sind die LAGRANGE-Gleichungen II. Art von der Form

n
Z(\al/,#(q17""qn7t)—"_a/l,l/(ql""7qn7t)>q.lu/(ql7‘"7qn7q.17"'7q.n7t)
p=t :2a,jﬂu(?1r1,...7q",t)
=F,(¢', ..., q", ¢, ....q"t) Yve{l,...,n},

was dank (D.50) offensichtlich dquivalent ist zu

qA(ql’"'7qn7ql7"'7qn7t)
1 - - n n - n
:52(04 Y (@ ) Fd gt dm ) YA el n} .
v=1

Geméf Abschnitt 5.2.3 der Math. Meth. d. Phys. ist das Anfangswertproblem fiir
dieses Differentialgleichungssystem lokal eindeutig 1osbar.”

Version vom 26. Marz 2009

6Siehe Fufinote 46 von Kapitel 1.
"Da die o, voraussetzungsgeméf hinreichend gutartige Funktionen sind, gilt dasselbe geméf
CrAMERscher Regel (siehe Abschnitt 2.3.3 der Math. Meth. d. Phys. ) auch fiir die (a™1)y,, .
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Zu Aufgabe 21: Die LAGRANGE-Gleichungen II. Art fiir die ,,generalisierten” Ko-

ordinaten ', 2% 23 sind hier (in Ubereinstimmung mit der NEWTONschen Bewe-

gungsgleichung):

miﬁ’l—4(m1)3a = 0, (D.51)
mi® = 0,
mi® =

Aus (D.51) folgt (dem Energiesatz entsprechend)

7 (3 @)= @'a) =0

und daraus z.B. fiir Anfangsbedingungen der Form

2'(0) =29 >0, 2'(0)= {/%(xof (D.52)

die Gleichung
% (@'(1)° = (') e VteR. (D.53)
Da #' gemiB (D.51) nicht negativ sein kann, folgt aus (D.52)
it >0<a2l(t) V>0

und daraus mit (D.53)

Fiir die eindeutige lokale Losung des Anfangswertproblems gilt in diesem Falle also

xl(t>: ZEl(O) Vitc O,<+ 2_05x1<0)>_
(0)¢

1 — +/2—O‘.’E1 m
m
—1

Da aber die rechte Seite fiir ¢t — ( (/2 xl(O)) divergiert, ist die Annahme einer

fiir alle t € R glatten Losung in diesem Falle nicht haltbar.®
Zu Aufgabe 22: Aus

x(t) - (ej x x(t)> —0 Vt>t,je{1,3) (D.54)

Version vom 26. Marz 2009
8Wenn sich 2! (¢) der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit niihert, verliert die nichtrelativistische Theo-
rie allerdings ohnehin ihre (ndherungsweise) Giiltigkeit!




176 ANHANG D. LOSUNGSVORSCHLAGE

folgt

(ej x X(t)) X (ej x x(t)) . ((ej x x(t)) ~x(t)> e — ((ej X X) - ej) x(1)

— ((ej x x@)) -x(t)) e

= — (x(t) : (ej X X(t))) e;

— 9 Vi1, 5 € {13},
nach Aufgabe 1 somit’

e; x x(t) ~e; x x(0) fiir alle t mit x(¢) £ e; Vt>t
sowohl fiir j = 1 als auch fiir j = 3. Daraus folgt insbesondere
e-x(0)=0 = e-x(t)=0 Vt>t.
Da
x(t)-x(t)=0 Vt>t (D.55)

garantiert, dal x(¢) konstanten Betrag hat, folgt fiir einen beliebig vorgegebenen
Radius R > 0 aus

x(t1) € Tr o {xeR’: x| =R, e -x=0} (D.56)
zusammen mit den kinematischen Randbedingungen (D.54), (D.55) also
x(t)eTp Vt>t. (D.57)

Da aus (D.57) umgekehrt (D.54) und (D.55) folgt, sind die kinematischen Nebenbe-
dingungen zusammen mit der Einschrankung (D.56) der erlaubten Anfangspositio-
nen aquivalent zu (D.57) und damit zu den holonomen Nebenbedingungen

x()]F = R* = 0,

>
er-x(t) = 0 } vizt

Diese Nebenbedingung lassen sich (lokal) mithilfe der generalisierten Koordinate ¢
gemaf

x =X(¢) = R(cospe; +sinypes)
erfassen, entsprechen also einem holonomen System mit einem einzigen Freiheits-
grad.

Zu Aufgabe 23 a): Dafl

d d
<E Vx L1 - Vx Ll) (X, X, }"(, t) = <& Vx L2 - Vx Lg) (X, ).(, }"{, t) (D58)

Version vom 26. Marz 2009
9Natiirlich folgt aus (D.54) auch x X X ~ ey, aber nicht x | ey.
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aus
Li(x,%,t) — Ly(x,%,t) = f(x,%,1) V(x,%,1) € R33! (D.59)

folgt, ist leicht zu sehen; denn:

d . : O
(a Vif—Vy f) (x,%,X,1)

d
= EV* <% f(x,t) —i—}'{-fo(X,t)) — Vi« (% f(x,t) —i—}'{-fo(X,t))

d 0
— avxf(xvt>_ (E

= 0.

Vx f(X> t) + (X : VX) Vx f<X7 t))

Wir miissen also nur noch zeigen, da8 umgekehrt auch (D.59) aus (D.58) folgt:

Fiir Lo % Ly — Ly folgt aus (D.58)

d
0 = (& Vx LO - Vx Lo) (X, X,X,t)
0
= a VX Lo(X, 5(, t) + (X : Vx) VX L()(X, X, t) + (X : Vx) VX Lo(X, X, t)

— Vi Lo(x,%,1) V(x,x%,%,t) € R,
Daraus folgt zunéchst

0

%(VXLO(X7X715)) =0 V(X7X7t) €R77j€ {1773} )

und damit die Existenz von f(x,t) und g(x, t) mit

Lo(x,%,t) = f(x,t) +%-g(x,t) Y(x,%x,t) € R. (D.60)
Dafiir gilt
0 = Sve(Feontxosten) - Va (fxn) + % 80x0)

A

= Saen) - Vi (feun) + % glxn)

= Salxt) = Vi () + (k- Vo) glx 1) - Vi (k- g(x1))

A~

EntviSatz & g(X, t) - Vx f(X, t) + X X (VX X g(X, t))

und somit

Vellat) = 2gt), rougxt) =0,
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Dementsprechend existiert also ein V(x,¢) mit
g(x,t) = grad V(x,1)
und
Vi (f(x,t) - %V(x, t)) =0.
Aus letzterem folgt die Existenz einer Funktion ¢(¢) mit

f(x,t) = % V(x,t) +c(t).

und deshalb fir .
Fx, ) L vi(xt) + / c(t) dt’
0

schlie3lich

0
f(Xa t) = E f(xu t) ) g(X, t) = gradf(x, t) :
Mit (D.60) folgt daraus (D.59).

Anmerkung: Die bewiesene Aquivalenzaussage gilt lokal fiir beliebige generalisierte
Koordinaten.

Zu Aufgabe 23 b): Auch fiir verallgemeinerte Potentiale U(x,x,t) folgt geméaf
a), daB sie jeweils bis auf die additive totale Zeitableitung

f(x,%x,t) = %f(x,t) +x - grad f(x,1)

eines t-abhéngigen Skalarfeldes f(x,t) eindeutig durch die (als Funktionen von x, %
und ¢ gegebenen) eingepriagten Krifte festgelegt sind. Speziell fiir das verallgemei-
nerte Potential

Ux,x,t) =ed(x,t) — % A(x,1)

eines Massenpunktes mit elektrischer Ladung e im elektromagnetischen Feld

E(x,t) = —grad®(x,t) — %A(X, t),
B(x,t) = rotA(x,t)

(siehe Beispiel (iii) von 1.2.2.3) folgt, dafi das elektromagnetische Potential
® , A bis auf eine Fichtransformation

O(x,t) — P(x,t)+ %f(x,t),
A(x,t) — A(x,t) — grad f(x,1)
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eindeutig ist.

Zu Aufgabe 24 a): Wir bezeichnen die zu n senkrechte Ausrichtung des Zylinders
mit ez und parametrisieren die korperfesten Punkte in der durch den Abrollwinkel
¢ gegebenen Position des Zylinders durch die Zylinderkoordinaten

(p,1, h) € [0, R] x [0,27) x [0, L]

gemaf
Xppn(p) =y +Rep ezxn +Rn+hez+pe(p+1), (D.61)
Abrollrichtung
wobei

e(p) o cos(p)n X e —sin(p) n
und y der Ortsvektor eines festen Punktes auf der Ebene ist. Mit £, ,, 5 (¢, t) bezeich-

nen wir die Volumendichte der eingeprégten Kréfte an der Stelle x,, 1(p) zur Zeit
t. Die generalisierte eingepragte Kraft ist dann

L 27 R o
Q(‘P» t) = / / / fp,¢,h(90, t) : a— Xp@,h(go) dpdiy dh
h=0 J =0 J p=0 ¥

L 2 R d
- / / / f,0n(p,t)- | Rez xn+p (d—e(a))
h=0 J =0 J p=0 a [

L 2 R
= / / / founle,t) - (Rez Xn+pez xe(p+ ¢))dpdw dh
h=0 J =0 J p=0

= /hiofpi/:oez- ((Rn+pe(90+¢)> Xfp,w,h(%t))dpdwdh,

Da die zu ¢ gehorige momentane Drehachse durch den Punkt mit dem Ortsvektor
xg + Rpn x e geht, folgt daraus mit (D.61) die Behauptung.

) dpdip dh

Zu Aufgabe 24 b): Im Falle

fp,w,h(§07 t) =png,

def L 27 R
u i m / / / / dpdip dh
h=0 Jy=0J p=0

die Massendichte des Zylinders bezeichnet, ist das Potential

wobel

U(p) =—mg-(xo+ Rypez x n+ Rn) + const.

Daraus folgt

Qp) =~ 5o Uly) = mg- (Rez x w) = ez (Rnx mg)
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im Einklang mit a).

Zu Aufgabe 25: Die Behauptung folgt wegen L = T' — U unmittelbar aus

8 a al my 2
— T — N 7 | »
oq! oqt ; 2 %]
al )
- Z My Xy I
v=1 8
N
. d 0
= myX, - — = X,
(1.45) Z; dt dq*
al d
Vor:uss. Zl T X - & <€ % <XV B XO))
N
Vor?uss. Z MMy XV ‘ (e % XV)
v=1
= 0.

Zu Aufgabe 26 a): Mithilfe eines Winkels ¢ als generalisierte Koordinate 148t sich
die Momentanposition x des Massenpunktes (lokal, bei entsprechender Wahl von
e;) wie folgt beschreiben:

x =x(p) = Rsinpe,, — Rcospes;, e 4 cos(wt e, +sin(wt)e,.
90 Sowt

wt
R93
v Re:}t
x(p,t)
Damit gilt
d
X(p,¢) = R (cos el +sinpes) + R sing e,
und somit
) m . . m . )
T=T(p.) = 5 ko) = T B¢+ wsing)’) . (D.62)

Mit dem Potential

U=U(p)=—mg-x(p) =—mgR cosyp (D.63)
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ergibt sich daraus fiir die LAGRANGE-Funktion
L=L(p,¢) = % R? (gbz + (w sin cp)2> +mgR cosp. (D.64)
Die zugehorige LAGRANGE-Gleichung I1. Art lautet explizit'’
R(mR@—mRw®sinpcosp +myg sing) =0

und ist dquivalent zu

O+ (}% — w? cos cp) sing = 0. (D.65)

Zu Aufgabe 26 b): Eine beliebig kleine Schwingung um ¢ = ¢q herum ist natiirlich
nur bei entsprechender Riickstellkraft moglich. Insbesondere muf also geméf (D.65)

g 2 > .
= — =0,
( w? €os g ) sin g

d.h. entweder sin ¢y = 0 oder!!

}% —w? cos py =0 (D.66)

gelten.

Der Fall sin g = 0 ist nur fiir ¢y = 0 mod 27 resp. ¢y = 7 mod 27 moglich,
wobei dann in linearer Ndherung von (D.65)

R+ (g—Rw’) =0 firp~0

resp.
Rc,b—(g—FRuﬂ) (p—m)=0 firp~rmnw

gilt. Deshalb ist in diesem Falle nur eine (harmonische) Schwingung um ¢y = 0 mod
271 herum moglich und zwar genau dann, wenn g > Rw? gilt, die Kreisfrequenz also
nicht zu grof3 ist.

Der Fall (D.66), sin ¢y # 0, kann natiirlich nur fiir
g<RwW?, cospy>0
eintreten. Dann ergibt sich mithilfe der entsprechenden Additionstheoreme

4 (w singo)” (v — o) = 0 fiir  ~
Version vom 26. Marz 2009
1ONatiirlich stimmt [m R w? sin ¢ cos ¢| mit dem Betrag der zu x(¢, ) senkrechten Komponente
der Zentrifugalkraft iiberein und |m g cos ¢| mit dem Betrag der entsprechenden Komponente der
Schwerkraft.
1Die Bedingung (D.66) ist natiirlich genau dann erfiillt, wenn sich die zu x(¢g) orthogonalen
Komponenten von Schwer- und Zentrifugalkraft kompensieren (Prinzip des Fliehkraftreglers).
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als lineare Ndherung von (D.65). In diesem Falle sind also stets Schwingungen mit
beliebig kleiner Amplitude um ¢ = ¢y herum moglich.

0
Zu Aufgabe 26c): Wegen —L = 0 ist
ot (D.64)
Hew) = ¢ Le.d) = Lip.)
¥, P 1.63) ¥ R ¥, ¥ ¥, ¥
= m]#(gf—(w singp)2>—ngcosg0
D.64) 2
= T(p,0)+U(p, ) —m Ru)simcp2
(D.62),(D.63) ( ) ( ) ( )

gemif (1.62) eine Erhaltungsgrofie. Da sin® (t) fiir Schwingungen ¢(¢) nicht kon-
stant sein kann, folgt daraus entsprechendes fiir die Gesamtenergie T'+ U . Der
physikalische Grund ist folgender:

Fiir das gesamte Drehmoment M(t), das auf m wirkt, gilt

d
s M(t) allge:mein a s L(t)

= %m(R sin (1))’ w .

Die zur Kreisebene senkrechte Komponente der Zwangskraft verrichtet dementspre-
chend an m die Leistung

d 2
wesg - M(t) = T m(Rw sin go(t)) :
Zu Aufgabe 27 a): Die Matrix-wertigen Funktionen

~

M) rBe?4 waeR

und

~

Mo\ EehaB YAeR
geniigen beide der Differentialgleichung 1. Ordnung

d - .
M) = ad; M ()

und der Anfangsbedingung

Daraus folgt



183

insbesondere also die Behauptung M; (1) = M (1) :

A ~

eABe A = ¢4 BB, (D.67)

Zu Aufgabe 27b): Die erste Formel ergibt sich geméif

Rﬂ) e3 J—19e R—w e3 — e Ve ‘]—' e_w)Jeg
! 2.8)

_ —wadJe3 J

D.67) v
ﬁz a‘dJQS Jel
v=0

_ _19 -1 2v Je o -1 v 1 2v+1 Je

= (z< P = 3

= —d(cost) Jy, —sint) Jo,)
(2j1) J—ﬁ(cos¢e1—5inwe2)'

Die zweite Formel ergibt sich mit (2.11) aus den analog abzuleitenden Beziehungen

Rye, J_jo, Rove, = —0 Z Y (ady,, )" Je,
= J—¢(cosz9e3+sm19e2) )
Rw e3 J—d) sin eg R*¢' e — _¢ sin Z adJe3 V Je2

J—qbsml?(coswez—‘rsmwel)
und
Rd’eS ‘]—¢ cos ¥ es R_ ez — J—d) costves *

Zu Aufgabe 28 a): Die Bewegung der Kugel sei geméfl Abschnitt 2.1 der Vorlesung
beschrieben, wobei fiir x¢(t) die Ortsvektorfunktion X(t) des Kugelschwerpunkts
gewiihlt sei. Da X? den festen Wert R haben mu8, kénnen wir

(qla"'qu)) = <X17X2;¢779;¢)

als generalisierte Koordinaten verwenden. Zur Zeit ¢, beriihren sich Kugel und Ebene
im Punkt mit dem Ortsvektor

€1
hit) ¥ X(t)-R((0 0 1) e
€3
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Die Ortsvektorfunktion desjenigen korperfesten Punktes auf der Kugeloberfliche,
der die Ebene zum Zeitpunkt ty beriihrt, ist dementsprechend durch

ey (t)
X, () LX) =R (0 0 1) R 't) | eb(t) | vteR
es(t)

gegeben. Die Nebenbedingung des Rollens ist geméafl Fuinote 28 von Kapitel 2

0
(8t Xto (t)) |t:t0 = O Vto € R,

wegen
q el (t) W) xeh(t)\\’
R7'(t) " eh(t) W' (t) x eh(t)
e(t) w'(t) x e5(t)
3
= R (t x e (t
5 Z () (1) x (1)
3
= WO xR
k=1
= w'(t) x e
(2.1),2.3) ®) !
also — auch anschaulich klar — &quivalent zu
X(t) = Rw'(t) x e, (D.68)

mit w’(t) geméf (2.16). Nach (2.1) ist (D.68) dquivalent zu

X(t) =R wi(t) (Rf(t) e1 — R,N(1) ez) , (D.69)

J=1

mit w’(t) gemiB (2.39) und R(t) gemiB (2.14). Mit'?

1 00 o0 0 -1 0
Mes ]1+Z PAL0 1T 0]+ (=)Ao o
v=1 0 0 0 v=0 0 0 0
cosA —sinA 0
= sin A COS/\ 0 (D.70)
0

Version vom 26. Marz 2009

12Vgl. (2.8) und (2.2).
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und
00 0 0 O 00 0 0 0
M = T+ (=1)"A[0 1 0| 4+> (-0 10
v=1 1 0 0 v=0 0 0 1
1 0 0
= | 0 cosA —sinA (D.71)
0 sinA cos A
ergibt sich
R(t)
= RywesRoes Ro(t)es
2.14) P(t)es LWI(t)er Fo(t)
cost(t) siny(t) 0 1 0 0 cosg(t) sing(t) 0
= —sin(t) cosy(t) 0 0  cosd(t) sind(¢) —sing(t) cosp(t) 0O
(2.2) 0 0 1/ \0 —sind(t) cosd(t) 0 0 1
cost(t) sin(t) 0 cos ¢(t) sin ¢(t) 0
= —sine(t) cosy(t) 0 —cos¥(t) sin p(t) cos¥(t) cosp(t) sind(t)
0 0 1 sind(t) sing(t) —sind(t) cosp(t) cosI(t)
und damit

R,'(1) cos(t) cos p(t) — sinh(t) cos¥(t) sin p(t)

R, (1) = | —sine(t) coso(t) — cos(t) cosdI(t) sing(t) | , (D.72)
Ry (t) sin(t) sin ¢(t)

R2(t) cos(t) sin g(t) + sinp(t) cosV(t) cos ¢(t)

R2(t) | = | —sine(t) sing(t) + cos () cosd(t) cosp(t) | , (D.73)
R2(1) —sin(t) cos g(t

R3(1) sin(t) sind(t)

RA(t) | = | cost(t) sin 19(15)) : (D.74)
R3(1) cos(t)

Gemif (D.72) und (D.73) sind die kinematischen Nebenbedingungen (D.69) #dqui-

valent zu
5

> a, ¢’ =0 Vje{L2}. (D.75)
v=1
wobei:
ai,1 & 1/R ) a21 & 0,
a172 déf 0 s CL272 déf 1/R s
a3 “ o, a3 © oo,
a1 4 ©gin o, as.4 def +cos @,

a5 = sind cosg, ass = sindsing,
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Die kinetische Energie der Kugel ist nach (2.40)
M

T = 7(()'(1)2+ <X2>2> n % (g’f F 022+ 240 cosz?) , (D.76)

wobei hier 5
01 - 5 R2M

das Tréagheitsmoment der Kugel bzgl. einer beliebigen Achse ist, die durch den Ku-
gelschwerpunkt geht.'® Die potentielle Energie der Kugel ist (bis auf eine additive
Konstante)

U=MgsinaX".

Mit (D.76) und (D.75) ergibt sich damit fiir die LAGRANGE-Gleichungen (1.56):
MX' = \N/R—Mgsina,
MX? = X\/R,
01 <¢ + ) cost — Y I sin 19) = 0, (D.77)
0, (19+¢>w sinﬁ) = —A;sing+ Ay coso,
0, <zﬁ+g.b.cosﬁ—qz.519 sinﬂ) = A1 sind cos¢ + Ao sin® sin¢.

Zu Aufgabe 28b): Fiir a = 0 sicht man unmittelbar, daf

o) = ¢o,

Ja(t) = o,

P(t) = Qt+4o, | VteR (D.78)
Xi(t) = R(Qey(0) xey) t+ X7 ¥je{1,2)

fiir beliebig vorgegebene Konstanten ¢q, Uy, 2, 1, X}, XZ (entsprechender phy-
sikalischer Dimension) eine Losung des Gleichungssystems (D.77) zur Wahl

M(t) =X(t) =0 VteR
der LAGRANGE-Parameter ist, die wegen

w'(t = Qei(t) =0el(0) VteR D.79

( )(2.16)7(])_78) 5(1) 5(0) (D.79)

der Rollbedingung (D.68) geniigt. Da €4(0) nur von der Wahl der EULER-Winkel ¢,

und ¥y abhéngt, 148t sich also durch entsprechende Wahl o.a. Konstanten jede An-

fangsbedingung erfiillen. Deshalb ist im Falle a = 0 jede Losung von (D.77)/(D.68)
von der Form (D.78). Gemé$ (D.79) bedeutet das:

Version vom 26. Marz 2009

13Siehe Abschnitt 4.4.1 der Math. Meth. d. Phys.




187

Im Falle @ = 0 (waagerechte Ebene) rotiert die Kugel entsprechend
der konstanten vektoriellen Kreisfrequenz w’(0) wahrend sich der Kugel-
schwerpunkt mit der konstanten Geschwindigkeit R w’(0) x e3 bewegt.

Zu Aufgabe 29: Aus

L(w’(t), t)> - Z<e; (t) - L(w’(t), t))) 0

- > wi(t) 0 €)(t) (D.80)

und entsprechend

e3(t)-%L(w'(t),t)> = 0303(t) + (02 — ) W' (1) WA(D)
Wegen
%L(w’(t),t)>:0 — e;.(t)-%L@'(t),t)):o Vje{1,23)

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 30: Aus (2.1) und (2.3) folgt

3
es =Y R’(t)ej(t) VteR
k=1
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und daraus mit (D.80) die Behauptung geméf:
ey L(w’(t), t))
= Y RO (1) ;e (t) - e(t)

01 sin(t) sin v (¢) (¢(t) sind(t) sina(t) + J(t) cos w(t)>
0y cos(t) sind(t) (qs(t) sind(t) cosP(t) — I(t) sinw(t))

+03 cos V() (1#(75) + ¢(t) cos 19(15))

P o(t) (61 sin? 9(t) + 03 cos? D (t)) + 1(t) 5 cosI(t).

(D.74),2.39)

Zu Aufgabe 31 a): Entsprechend Aufgabe 49 der Math. Meth. d. Phys. ist
! 1
—xx/ Aw'dd = -w' xx
0 2

ein Vektorpotential des konstanten Skalarfeldes w’, d.h.:'

1
t(=w — W'
o (200 XX) w

Entsprechend Beispiel (ii) von 1.2.2.3 ist also
Ux,%x) < +mges - x —m(w x x) %

ein verallgemeinertes Potential der vorgegebenen eingepriagten Krifte. Die kinema-
tischen Nebenbedingungen sind
x-x=0,

die LAGRANGE-Gleichungen I. Art somit

m(x+2w xx+ge3) =\ x. (D.81)
Explizit lautet (D.81):
m (&' — 23 we cosf) = A\ a', (D.82)
m (i* + 24" we cosf — 2% we sinf) = Ay 27, (D.83)
m (&% — 24 we sinf + g) = A\ 2”. (D.84)

Version vom 26. Marz 2009

MHier sei auch an Aufgabe 38a) der Math. Meth. d. Phys. erinnert.
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Bildet man auf beiden Seiten von (D.81) das innere Produkt mit %, so ergibt sich

d

T <% |X\2+mge3-x> =mx-(X+2w' xx+ge3) =\ x-X.

Da die rechte Seite aufgrund der kinematischen Nebenbedingungen Null ist, ist also
die Gesamtenergie

E:%]X\Q—i—mgeg-x

fiir physikalisch erlaubte Bewegungen zeitlich konstant.'®

Zu Aufgabe 31Db): Fiir kleine Schwingungen um x = — R e3 herum ergibt sich aus

(D.84)
myg
A ——=
R

und daraus mit (D.82)/(D.83) ndherungsweise

Bt +wiat(t) = +2Q4°(1),
Pt +wia’(t) = —2Qi'(t),
wobei
Qdﬁfwc cosf, wgdﬁf "y }%

Die beiden Gleichungen fiir die reellwertigen Funktionen x!(¢), z2(t) sind dquivalent

E(t) + 20 Q) +woz(t) = 0. (D.85)

Zu Aufgabe 31 c): Die allgemeine Losung von (D.85) ist:'6

2(t) = ¢y Y e a1

In einem mit der Kreisfrequenz —¢2 um die e3-Achse rotierenden Bezugssystem be-
trachtet, fiihrt also'” der Massenpunkt (in der angegebenen Niherung) eine (un-
gedédmpfte, i.a. elliptische) harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz /€% + w2

aus. Dabei gilt
,/QQ—i—wg ~ ow, fir Q< wyg.
Version vom 26. Mirz 2009

15PDas kann man natiirlich auch aus (1.62) schliefen, wenn man zeigt, daf§ (1.63) mit der Gesam-
tenergie iibereinstimmt. Der Energiesatz 1.2.3 ist dagegen nicht anwendbar, da U auch von der
Geschwindigkeit abhéngt.

16Siehe z.B. (Arnol’d, 1988, Beispiel 2 in Abschn. 6.2.2).

17Siche Ubungsaufgabe 15 der Math. Meth. d. Phys.
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Zu Aufgabe 32: GemiB (2.35) — und Gleichung (2.24) der Math. Meth. d. Phys.
— gilt!®

O (w1, ws) = /<w1 X (x - xo(t)>> : (wg X (X - xdt)))u(x, t)dVy,  (D.86)
und entsprechend
05 (w1, ws) = / <w1 X <x - X(t))) : <w2 X (x - X(t))) ux, ) dVe,  (D.87)

wobei (x,t) die Massendichte von I zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Auflerdem gilt
definitionsgeméaf

X(#) = % / X u(x,1) AV . (D.88)
Damit erhalten wir
Oy (w1, ws)
o / (s (x = X)) - (w2 x (x = X(0)) ) ulx,1) Vs
[ (wrx (x=XO) ) - (w2 x (X00) = xa(0)) x. 1)V
—|—/<w1 X (X(t) — xo(t))) : ((.dg X (X(t) - xo(t)>>,u(x, t)dVy
v / <w1 X (X(t) - Xo(t)>> : (w2 x (x - X(t)>> p(x, t) Vi
S

(D.87),D.88)
Es gilt also tatséchlich
Qt(wl, WQ) = Qts(wl,wg) + QS(wl,wg) ,

wobei
0P (wy, wy) M<w1 x (X (t) — xo(t))) - (wz x (X (1) — xo(t))>

den Tragheitstensor bzgl. x¢(t) eines Massenpunktes M mit dem Ortsvektor X(%)
bezeichnet.
Seien €/ (t), e,(t), e4(t) die Richtungen der Haupttriigheitsachsen von 67 :

05 (1), €4(1)) = b
Dann miifite auch
0F (&) (1), e (t)) = d

Version vom 26. Marz 2009

18Siehe auch Gleichung (4.40) der Math. Meth. d. Phys.
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gelten, wenn 6F die gleichen Haupttrigheitsachsen hitte. Tatsichlich gilt aber z.B.
oF (e’l(t), e’2(t)> — _MR® fir X(t) — xo(t) = R <e’1(t) + e’2(t)> .
La. hat also ¥ andere Hauptachsen als 67 .

Zu Aufgabe 33: Fiir jede (zeitwertige, hinreichend gutartige) Funktion g(¢) mit

g(t1) =g(t2) =0 (D.89)
ist
x(t) —  x(t,s) o x<t +s g(t))

eine Variation der betrachteten Art. Dafiir gilt voraussetzungsgeméf
0
_X(ta S)

d (" ’
0 = (d_ [ dt)
s=0
2 70 Jd 0
= /t1 2 (& x(t, s) - 55 ax(t7 s)) » dt

_ /: 2. (t) - %(i(t)g(t))dt

t1

— 2l - / “2(t) - (1) g(t)

part. Int. | , t

D.89,

- _/: <% |ny) g(t)dt.

Mit dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung folgt daraus

d .
E ‘X|2 =0 Vte (tl,tQ)
und damit die Behauptung.

Zu Aufgabe 34: Im Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 20 wurde gezeigt, da$l die
LAGRANGE-Funktion von der Form

L(q.q,t) = Y . t) 76" + Flg,t) + > ¢ Gulg. 1) (D.90)

v,pu=1 v=1

ist, wobei die Matrix & der a,,, symmetrisch ist und eine (von (g,¢) abhéngige)
Orthonormalbasis {Ej,...,Eyx} des R" existiert, die nur aus Eigenvektoren von &
zu positiven (von (g,t) abhéngigen) Eigenwerten besteht:
aE,= e, E, VYve{l,...,n}.
~~

>0
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Aus letzterem folgt offensichtlich

(Z ¢’ Ey) e (Z ct Eu) = \ep(c”)g

v=1 “:1

und somit
R"S (e, e") #(0,...,0) = Y &a,,ét>0. (D.91)

Aus (D.90) folgt fiir beliebige é',...,é" € R

2 2
~ ., 0 ~ ., 0 - b

A=1 A=1 v,u=1
n n n
Y 0 A 289N
= (g W)(E OO\MGQM‘FE OéuAQ‘?)
A=1 q Apu=1 v,A=1
n
Y
= 2 E Q) € 6)\
AN =1

und daraus mit (D.91)

2
= o)
R™ > (¢',...,e") #(0,...,0) = ( é*—,) L>0.

Damit ist gezeigt, dal L(q, 4,t) (fiir jeweils festes (¢, t)) eine streng konvexe Funktion
von ¢ ist.
Andererseits folgt aus (D.90) und der Symmetrie von &

) _ - .
L(QaQat) - 220511,# q# + Gl/

ol o
und somit 5
Era L C]l Gy
: =2a | |+
o], q" Gy

"

Da & invertierbar ist, folgt daraus auch

g n 14 a g n
{p:(pl,...,p”): d¢geR":p :a—qu(q,q,t) ‘V’VE{l,...,n}}:R )
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Zu Aufgabe 35 a): Da die ¢', ..., p, unabhingige Koordinaten sind, gilt

BN (2
Xp=Xp, &= = :
o 1 o fa
<= f; — f2 unabhéngig von p, q.

Da f; — fo voraussetzungsgemaf fiir hinreichend grofles p verschwindet, folgt daraus
die Behauptung.

Zu Aufgabe 35b): Die Behauptung ist eine einfache Folge der Produktregel
und Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen.

Zu Aufgabe 35 c): Nach b) gilt

X{fjv{fmfz}q,p}q,p = [ij’ [ka> Xfl]—},

Deshalb geniigt nach a) der Nachweis von

[ Xy, [Xy,, Xp,] ]+ zyklische Vertauschungen von 1,2,3 = 0.

Das folgt aber aus'’
X [Xt,, Xg,]_ + zyklische Vertauschungen von 1,2, 3
= Z sign () anu) Xfw(z) Xfﬂ(S)

TES3
= [Xy,, X)Xy, + zyklische Vertauschungen von 1,2,3.

Zu Aufgabe 36: Die LAGRANGE-Funktion ist’
L(v, 90;19785) = %RQ (192 + Sin219fz52) —mgR cos?.

Fiir die verallgemeinerten Impulse folgt daraus

def O def O

Py = %L:mRQﬁ, Dy = yL:mR2 sin? 9 .
¥

Auflésung nach den generalisierten Geschwindigkeiten liefert

g Py . Dy
= Py D.92
mR2’ ? m R? sin? ¢ ( )

Version vom 26. Miarz 2009
9Wir bezeichnen, wie allgemein iiblich, die Menge aller Permutationen von (1,2, 3) mit S3.
20Siehe Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 17 b).
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und somit fiir die HAMILTON-Funktion:

def ¢ .
H(197§07p197p<p) - 19p19+30p(p_L

1 2
= 57 <pf9+ <Si];@19) ) +mg R cos?.

Die kanonischen Gleichungen

: 0 0
Vo= +8_mH , P = +%H
Py = —%H , Py = —%H
lauten damit explizit:
e IRy ey
Py = mp—ng;iiZ—i—ngsinﬁ , Pp = 0.

Die ersten beiden Gleichungen stimmen natiirlich mit (D.92) iiberein, wéhrend die
letzten beiden gemafi (D.92) die eigentlichen Bewegungsgleichungen (D.41) und
(D.42) darstellen.

Zu Aufgabe 37: Wir passen die in 3.1.1.2 vorgenommene Auswertung des

HAMILTON-Prinzips (3.2) dem vorliegenden Fall an:
Geméaf verallgemeinerter Kettenregel gilt

9 / ’ (i pult,) ot t,5) — H(a(t, ), p(t,5),1) )
/ Z( p"t8>§t (t,s)—l—pu(t,s)asa
((65 "t S)> 8?1 Hg.p.t)+ <%py(t7 S)) 331/ H(a.p. t))q—q@,s),p—p(t,s))dt.

Mit

0 ,
S (t5) =0 Ve {1,2)

to o 0 to o P V
paﬁm /t1 pu(t, S)a 875 q¢’(t,s)dt = /t (apu(t,s»%q (t,s)dt

1
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ergibt sich daraus fiir das Variationsprinzip:

Rl s
- Z/ T o, H(q pt )q—q<t>,p—p(t))%p'/<t= $)Jo=o

. 9 o
B < V<t) * 8_ql’ H(q’p’ t)‘q:tJ(t),p:p(t)> % q (t’ S)|s:0>dt :

|s:0

Da die £ p,(t,s)|,_, und 2 ¢”(t,s)|,_, bis auf die Einschréinkung

‘5:0

0 .
%qy(tj,S) =0 \V/] € {tl,tg}

beliebige Funktionen von ¢ sind, folgt daraus mit dem Fundamentalsatz der Varia-
tionsrechnung die Behauptung.

Zu Aufgabe 38 a): Die LAGRANGE-Funktion ist

Lzt a2, i, 3?) = %((mlf X (I-2>2)1_§<(I1)2 4 <x2)2>j '

Die zugehorigen kanonischen Impulse stimmen also mit den gewohnlichen Impulsen
iiberein: '
p;=ma’ Vje{l,2}.
Die HAMILTON-Funktion ist dementsprechend
H('rl? x27p17p2>
= M jjl(xlv xzaplap2) +p2 i'2($1>$27p1ap2)
—L<$1,w2,i“ (z!, 2%, p1,p2), #% (2, 2 ,p1,p2)>

= D % + P2 % - (% ((pl/m)2 + (p2/m)2> - g((fvl)Q + (:c2)2>)

(p1)* + (p2)? 2<(x1)2 I (x2>2) .

B om 2
und die Bewegungsgleichungen lauten:
mil + D1l =0 Vje{l,2}. (D.93)

Die gesuchte Losung des Anfangswertproblems zu (D.93) ist
| | ¥
o, (t) = ) cos(wt)+ 2 sin(wt)

0,0 w

vj etiwt ) vj e—iwt
= ($0+£) 5 +<xé—i> o (D.94)




196 ANHANG D. LOSUNGSVORSCHLAGE
def + D
w = \/—.
m
Zu Aufgabe 38b): Aus

wobei

(D.94) 1w 2 Tw
folgt
. . . e"l‘thl . e—iwt1
W (t)) = (iwx](O) +mﬂ(0)) — - (wgﬂ(()) —xﬂ(O)) 5
und somit ,
. P (t 4 (0 4
x](tl):i: x( t) _ (.’,Uj<0):i: x( )) eizwtl
Tw Tw

Daraus folgt die Behauptung geméafl

: . Ij<tt> €+iu)t2 . Ij<tt> e_i“’tz
Taseny e (l2) = (wj(tl)Jr ) 5~ |\ (t) - — 5

(D.94) 1w iw
) x'j(O) e+iw(t1+t2) ) x'j(()) e—iw(t1+t2)
= (0 — (27 (0) =
(w(Hm) 2 0 =5 2
== l’j<t1 + tg) .
(D.94)

Zu Aufgabe 39 a: Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen fiir die vorgegebene
‘LAGRANGE-Funktion’ sind die Bewegungsgleichungen des 2-dimensionalen harmo-

nischen Oszillators: ' ,

Die kanonischen Impulse sind hier
a2 o
pL=1", p2=1 (D.95)
und die HAMILTON-Funktion ist dementsprechend
H(z' 2%, p1,pa) = prpe + W’ w1 2.

Die zugehorigen kanonischen Gleichungen sind (D.95) und

. 2 . 2
bPr=—wW T2, PpP2=—W T.

Zu Aufgabe 39 b: Die Herleitung von (1.62) gilt auch fiir den vorliegenden Fall,
d.h.

H=p1p2+w2x1x2 = Gody + Wz xe
(D.95)
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ist — fiir den hier unorthodox beschriebenen zweidimensionalen harmonischen Os-
zillator — eine Erhaltungsgrofe.

Zu Aufgabe 40: Die Differentialgleichung
4 f(x)=0 (D.96)

ist dquivalent zur Bewegungsgleichung eines auf die xz-Achse gebundene Massen-
punktes m , auf den die eingepréigte Kraft mit dem Potential

Uz) © m /0 ' fla')da’

wirkt. Dazu gehort ndmlich die LAGRANGE-Funktion

L(z,#) = 5 () ~ Ula)
mit der LAGRANGE-Gleichung
d o0 . 0
= mi+mf(x).

Der zu x kanonisch konjugierte Impuls ist
p=mz
und die HAMILTON-Funktion dementsprechend
H(z,p) = pi(p)— L(%‘-fb(p))
P2

— %—FU(x).

Die LAGRANGE-Gleichung — und damit auch (D.96) — ist dquivalent zu den kano-
nischen Gleichungen

i=p/m, p=-mf@)(=-U).

Speziell fiir
U(x)=ax+ba® (a,b>0)

{(x(t),p(t)): te R}

der kanonischen Gleichungen aufgrund der Energieerhaltung etwa den in Abbildung
D.1 skizzierten Verlauf.

haben die Losungskurven
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Abb. D.1: Einfaches Phasendiagramm
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