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Vorwort

Der iiberwiegende Teil der hier zusammengestellten Notizen diente als Grundla-
ge einer im WS 1997/98 gehaltenen Vorlesung Ausgewdhite Kapitel der Physik der
Musikinstrumente, fiir die natiirlich noch eine Menge weiteres Anschauungsmaterial
benutzt wurde. Dabei sollte gezeigt werden, wie sich mithilfe der iiblichen mathema-
tischen Methoden der Theoretischen Physik die Klangerzeugung von Blasinstrumen-
ten erkldren laf3t. Entscheidend ist dabei nicht die moglichst exakte Beschreibung,
sondern — wie stets in der Theoretischen Physik — eine moglichst einfache Idealisie-
rung (Modellierung) mit hinreichender Genauigkeit.

Literaturempfehlung: (Helmholtz, 1870; Jeans, 1968; Benade, 1976; Fletcher und Rossing, 1991
Olson, 1967; Pierce, 1989; Rigden, 1985)
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Kapitel 1

Grundlegendes

1.1 Einleitung

Der normale Mensch hat bekanntlich fiinf Sinne:!
Gehorsinn, Gesichtssinn, Geruchssinn, Tastsinn, Geschmackssinn.

Musikinstrumente sollen Schallwellen erzeugen, die iiberwiegend angenehm durch
unseren Gehorsinn wahrgenommen werden. Welche Schallwellen als wohlklingend
empfunden werden, ist weitgehend durch die Funktionsweise unseres Gehorsinns?
bestimmt. Deshalb besteht gute Musik aus einer Abfolge einzelner oder mehrerer
gleichzeitig ertonender Kléange.

Leider werden die musikalisch akustischen Grundbegriffe in der Literatur nicht
einheitlich benutzt. Deshalb seien zunéchst folgende Vereinbarungen getroffen:

e Unter einem (einzelnen) Klang (Tonkompler) sei stets eine horbare Uber-
lagerung harmonischer Schwingungen verstanden, die eine mehr oder weniger
deutliche Tonhohenempfindung hervorruft.

e Unter einem Sitnuston (reiner Ton) sei stets eine horbare (nahezu) harmoni-
sche Schwingung verstanden.?

e Unter einem Ton schlechthin (in der Musik einer Note entsprechend) sei stets
ein Klang verstanden, der einer (nahezu) periodischen Schwingung entspricht.

e Unter einer Oberschwingung (Partialschwingung) sei stets eine sinusférmige
Teilschwingung eines Klanges verstanden, deren Kreisfrequenz grofler ist als
die eines Sinustons dessen Tonhéhe so empfunden wird wie die des Klanges.

Version vom 21. November 2009

'Einfiltige Menschen glauben auch heute noch, daf nichts existieren kann, was nicht (wenigstens
im Prinzip) von mindestens einem dieser fiinf Sinne erfafit werden kann.

2Bzgl. der Funktionsweise des menschlichen Gehors siehe z.B. (Stevens, 1980). Das erste Buch
zur ‘Psychoakustik’ stammt von Hermann vON HELMHOLTZ: Die Lehre von den Tonempfindungen
als physiologische Grundlage fiir die Theorie der Musik, Braunschweig, 1862.

3Ein solcher Ton entsteht z.B. bei leichtem Anschlagen einer Stimmgabel. Reine Sinusténe
werden als fremd und unnatiirlich empfunden.



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Helmholtz.html
http://www.google.de/books?id=nOosAAAAYAAJ
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e Unter der Grundkreisfrequenz eines einzelnen Klanges sei stets die Kreis-
frequenz eines Sinustons verstanden, dessen Tonhohe so empfunden wird wie
die des jeweiligen Klanges.*

Die Tonhohe, die wir bei Wahrnehmung eines Sinustons empfinden, entspricht
eineindeutig der Schwingungsfrequenz: Sinusténe groflerer Kreisfrequenz werden als
héher empfunden.

1.2 Frequenz-Analyse

1.2.1 FoOURIER-Reihen und -Integrale

Eine wichtige Strukturaussage iiber Téne liefert der folgende Satz.®

Satz 1.2.1 Sei f(t) eine stetige komplezwertige Funktion mit der Periode T} = 2=

w1

f)=f@t+171) VteR.
Dann erlaubt f eine absolut konvergente FOURIERsche Rethenentwicklung®

F&) = calf)e ™" Vit € R- Zeiteinheit . (1.1)

neL

Die FOURIERschen Entwicklungskoeffizienten in (1.1) sind dabei eindeutig und
durch

+m/wi )
c(f) “’1/ F)erirertdt Ynez (1.2)

B % /w1

gegeben. (1.1) konvergiert sogar gleichmdfSig tiber jedem Intervall.

Beweis: Siche Anhang B von (Liicke. cin). g

Ein Ton ist also eine Uberlagerung f(t) reiner Sinustone

Version vom 21. November 2009

4l.a. muB in einem Klang eine Teilschwingung zur Grundkreisfrequenz aber nicht enthalten
sein. Z.B. kann bei gleichzeitiger Erzeugung zweier Téne mit den Grundfrequenzen 400 Hz und
600 Hz (Quintabstand!) der Eindruck eines einzigen Tones mit der Grundfrequenz 200 Hz entstehen
(Roederer, 2000, Abschnitt 2.7). Deshalb kann man aus einem billigen Lautsprecher auch tiefe
Stimmen ‘horen’, deren Frequenzen der Lautsprecher eigentlich gar nicht wiedergeben kann.

SIn (Carleson, 1966) wurde sogar bewiesen, dafl die FOURIER-Reihe fiir alle LEBESGUE-
quadratintegrablen f(¢) fast iiberall konvergiert.

5Wie allgemein iiblich, bezeichnen wir mit Z die Menge aller ganzen Zahlen.
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deren Kreisfrequenzen (nahezu) natiirliche Vielfache der grofiten Kreisfrequenz
w1 sind, fiir die
2m

f(t):f(t+—) VteR

w1

gilt und die deshalb (nahezu) der grofite gemeinsame Teiler aller beitragenden Kreis-
frequenzen ist. Diese Kreisfrequenz w; ist — fiir brauchbare Idealisierung wahrnehm-
barer Toéne durch streng periodische Schwingungen” — die Grundkreisfrequenz des
Klanges, also fiir die Tonhohe ausschlaggebend. Die Phasen ¢, und Amplituden
A, sind dabei — von der Konvergenzbedingung

16 =3 £l

neN

abgesehen — beliebig.® Die sichere Zuordnung einer genauen Tonhdhe setzt i.a. aller-
dings voraus, dafl hinreichend viele der niedrigsten Partialschwingungen mit merk-
licher Amplitude vorhanden sind.”

Die den f,(t) entsprechenden Oberschwingungen'’ eines Tones bezeichnet man
als Partialtone oder auch als n-te Harmonische von f(t).

Anmerkungen:

e Die Intensitétsverteilung (nicht also die Phasenbeziehungen) der Oberténe eines
Tones zu vorgegebener Grundperiode bestimmt — zusammen mit der Art der
unvermeidlichen Abweichung von strikter Periodizitéit'" — je nach Erzeugungs-
mechanismus (Klavier/Chembalo, gestrichene/gezupfte Saite usw.) die empfun-
dene ,Klangfarbe®“ (hell/dunkel, blechern/hélzern usw.), i.a. jedoch nicht die
Tonhohe. Dementsprechend 148t sich die Klangfarbe von T6nen ohne wesentli-
che Anderung der empfundenen Tonhdhe bei Hi-Fi-Anlagen durch Héhen- und
Tiefenfilter verindern.'?

e Das Vorliegen der Obertone erleichtert auch die Uberpriifung, ob zwei hinterein-
ander erzeugte Tone z.B. Oktavabstand haben. Tone im Oktavabstand werden
als nahezu gleich empfunden.

e Obertone werden auch dann wahrgenommen, wenn nur eine reine Sinusschwin-
gung das Ohr erreicht.

Version vom 21. November 2009

"Rein mathematisch gesehen kann eine leichte Frequenzinderung der Teilschwingungen, die
keine Anderung der Tonhshenempfindung bewirkt, zu einer drastischen Anderung von w; fithren.

8Deshalb kénnen recht unterschiedliche Schwingungsformen durchaus gleicher Klangfarbe ent-
sprechen (Helmholtz, 1870, S. 36).

9Natiirlich gibt es interessante Grenzfille der Amplitudenverteilungen, in deren Nihe sich die
Tonhohenempfindung abrupt dndern kann; siehe z.B. (Benade, 1976, Abschn. 2.3).

10Man beachte u.a. die Moglichkeit der Anregung von Kombinationsténen durch Nichtlinea-
ritdten (siehe 1.3.2) — auch im Ohr selbst ; siehe (Roederer, 2000, Abschnitt 2.3) und (Olson, 1967,
Fig. 7.13).

HDaf reale Toéne nicht exakt periodischen Schwingungen entsprechen, wird bei impulsartiger
Tonerzeugung besonders deutlich.

12Bei Gerdiuschen (wesentlich kontinuierliches Frequenzspektrum) wird dadurch jedoch die
Tonhchenempfindung mit veréndert.
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e Bei entsprechender Klangfarbe (z.B. Mann/Frau) werden auch von geiibten
Musikern Tone oft eine Oktave hoher oder tiefer empfunden als ihrer tatséchli-
chen Grundfrequenz entspricht.

Wesentlich fiir das Empfinden von Konsonanz oder Dissonanz ist u.a. das folgende
Lemma (Beweis als Ubungsvorschlag).

Lemma 1.2.2 (Kleiner Modulationssatz) Fiir beliebige A, A’,w, ', @, ¢ gilt
Acos(wt+ ) + A cos(w't + ¢')
=A; cos(wyt+py)cos(w_t+p_ )+ A_sin(wyt+ ¢y )sin(w_t+¢_)

mit

def
Ay =

€ :i: ! € :i:
AiA/? wid:fw2w7 Soid:f(p2<p

Anmerkungen:

1. Die Amplitudenmodulation der Schwingung zur Frequenz wy bezeichnet man
als Schwebung. Sie ist bei vorgegebenem A fiir A’ = A maximal.*?

2. Der Grund fiir diese — oft als unangenehm empfundene — Amplitudenmo-
dulation ist eine kontinuierliche Verschiebung der Phasendifferenz der (nicht
modulierten) Teilschwingungen A cos(wt + ¢) und A’ cos(w’t + ¢'), durch die
sich konstruktive und destruktive Interferenz abwechseln.

3. Fiir lw_| < |wt]|, |A-| < |A4] gilt nach Lemma 1.2.2

Acos(wt+ @) + A’ cos(w' t + ¢') 1.3)
~ Ay cos(wyt+ @i )cos(w_t+p_). .

Streng periodische Schwingungen lassen sich natiirlich nicht realisieren, schon
allein deshalb, weil der Schwingungsvorgang zu endlicher Zeit erst einmal ‘einge-
schaltet” werden mufl. Trotzdem lassen sich reale Schwingungen mathematisch als
(kontinuierliche) Uberlagerung von Sinusschwingungen darstellen:

Satz 1.2.3 Sei f(t) eine stetige komplezwertige Funktion diber R, die auferdem
absolut integrabel sei, d.h.:

T

I t) dt < co.
A [ @)t < oo

Version vom 21. November 2009

13Dies ist auch die Grundlage fiir die sog. Suchtonmethode, mit der sich (durch Variation
von Amplitude und Frequenz eines zusétzlichen Sinustons) sogar die Amplitude der verschiedenen
Schwingungskomponenten bestimmen 148t, die im Ohr vorliegen.
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Dann existiert die sog. FOURIER-Transformzierte

ry def 1 e i
w) & —— t)et’™@idt VweR 1.4
f( ) v 2 /oo f( ) ( )
und gentigt der Bedmgung 1
+Q
f(t) = — lim f( Je "“tdw ViteR. (1.5)

2m Q—~4oc0

Beweis: Siche Anhang B von (Liicke. cin). g

Die wichtigsten Rechenregeln zur FOURIER-Integraltransformation sind in Tabelle
1.1 zusammengestellt. Regel (F10) zeigt z.B., wie sich Ausgleichsvorginge (Ein- und
Ausschalten) auf das Frequenzspektrum auswirken.'®

Fiir reale Tone f(t) der Grundkreisfrequenz wo gilt

ch (Ww—nuwp),

neZ

wobei die 8, ,nahezu d-Funktionen“ sind. Bei unregelmiflig ausgedehntem'” f(w)
bezeichnet man f(t) i.a. als Gerdusch. Die bei Gerduschen empfundene ,, Tonhohe*
entspricht in der Regel in etwa der Frequenz, fiir die f maximal ist.

Anmerkung: Wenn J ein vorgegebenes Zeitintervall ist, dann liegt es nahe, den
Klangcharakter von f(t) wéihrend J durch
def

fiw) =

1 .
— t) f(t)ettat
= [ ostt) 1)

1 N 7 / /
= — w w—w)dw
i | ) Flo—w)
mit einer geeigneten Fenster-Funktion p; wie z.B.
def (1 firteJ
pu(t) =xu(t) 0 sonst

zu charakterisieren.’® Auf diese Weise 18t sich also auch die zeitliche Veréinderung
des Klangcharakters erfassen. Dabei ist allerdings zu beachten, daf§ f;(w) selbst fiir
streng periodisches f(t), also gleichbleibenden Klangcharakter, von J abhingt und
entsprechend zu interpretieren ist.

Version vom 21. November 2009

14 kann natiirlich hichstens eine stetige komplexwertige Funktion f(w) existieren, fiir die (1.5)
gilt (Beweis als Ubungsvorschlag).

15Zur musikalischen Bedeutung der Ausgleichsvorginge siehe (Skudrzyk, 1954, Abschnitt 5.a)).

6Mit Z bezeichnen wir stets die zu z konjugiert komplexe Zahl.

"Das Frequenzspektrum fist umso ausgedehnter, je enger f konzentriert ist (entsprechend den
Unschérferelationen fiir Ort und Impuls in der Quantenmechanik).

87ur angendherten Bestimmung von f](w) verwendet man gewOhnlich sie sog. schnelle

1 in(7
FOURIER- Transformation (sieche Anhang A.1). Man beachte speziell: —— X|_7, 11,] = M .
V2T ’ m™w
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Ft) = 2= [ Flw)e ™ dw | f(w) = Z= [ f(t)et! dt
c f(t) ¢ f(w) (F1)
A + fa(t) fiw) + fa(w) (F2)
21(1) —iw f(w) (F3)
it f(t) 2 fw) (F4)
ft+7) e f(w) (F5)
et £(1) Flw + wo) (F6)
0] fl=w) (F7)
&) Fw) (FS)
f(t) = e flw) = Fzei® | (F9)
V2 fi(t) falt) J A falw =) do' | (F10)
[ A folt =) dt’ V2r fi(w) fo(w) (F11)
J f(t)dt =27 f(0) (F12)

Tabelle 1.1: Regeln zur FOURIER-Integraltransformation.'

1.2.2 Tonsysteme der Musik

Erfahrungsgeméf ergibt sich bei gleichzeitigem Erklingen von Toénen nur dann eine
Konsonanz (Wohlklang), wenn die entsprechenden Grundfrequenzen in geeigneten
Verhiéltnissen zueinander stehen.

Der Abstand zweier Frequenzen v < v/ (v = ££) betrégt definitionsgem&s'?

of In(/
v v Y n'/v) 1200 Cents .
In 2

Die typischen Tonintervalle der Musik entsprechen weitgehend den Frequenz-
verhéltnissen von Oberschwingungen zu einundderselben Grundschwingung. Fiir die
Grundschwingung der Tonhéhe von C ist das in Tabelle 1.2 verdeutlicht.?’

Version vom 21. November 2009

9Das entspricht der gleichméiBigen Unterteilung einer Oktave in 12 Halbtonschritte von jeweils
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o . m o bo bo hg ©
===
w ey o
_ oJ ~
©
Partialton- rein temperiert
Folge Tonintervall V' /v | Cents || Cents Vv
c  C Prime 1/1 0 0|22 =1
cC /¢ Oktave 2/1 | 1200 | 1200 | 2'2/12 =2
c g reine Quinte 3/2 702 | 700 | 27/'% ~ 3.0.999
. 4
g J ct reine Quarte 4/3 498 500 | 2712 ~ 4. 1.001
Lo el grofie Terz 5/4 386 400 | 24" ~ 2.1.008
et gl kleine Terz 6/5 316 300 | 2312 ~ £.0.991
g bt 7/6 | 267
b2 8/7 | 231
2/ d® | grofler Ganzton | 9/8 204 200 | 22/12 ~ 2.0.998
8
d*>  e* | kleiner Ganzton || 10/9 182 ~ 1-1.010
e «fis? 11/10 165
fis? S g2 12/11| 151
g? ~as? 13/12 | 139
Las? b2 14/13 | 128
~b? / h? 15/14 119
h2 e Halbton 16/15 | 112 | 100 | 2V12 ~ 160,993

Tabelle 1.2: Partialtonfolge iiber C

Bezeichnungen der Oktav-Anfangsténe
im deutschen Sprachraum: |Cy, C; C ¢ ¢t 2 & ' &
nach Helmholtz: Cr Cr C ¢ ¢ " " " ¢
nach USA Norm: Co Ci Cy C3 C4 C5 Cg Cp GCg

Tabelle 1.3: Bezeichnungsweisen fiir verschiedene Tonlagen
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Tonintervall Kombination V' /v | Cents
Halbton 16/15 112
kleiner Ganzton 10/9 182
grofler Ganzton 9/8 204
kleiner Halbton kl. Ganzton - Halbton 25/24 71
kleine Terz gr. Ganzton + Halbton 6/5 316
grofie Terz gr. Ganzton + kl. Ganzton | 5/4 386
reine Quarte kl. Terz + kl. Ganzton 4/3 498
Tritonus gr. Terz 4+ gr. Ganzton 45/32 590
reine Quinte gr. Terz + kl. Terz 3/2 702
kleine Sexte reine Quarte + kl. Terz 8/5 814
grojfie Sexte reine Quarte + gr. Terz 5/3 884
kleine Septime | reine Quarte + reine Quarte | 16/9 996
grofle Septime reine Quinte + gr. Terz 15/8 1088

Tabelle 1.4: Tonintervalle der reinen Stimmung

Ton x | Abstand von ¢ | vy /1,
Prime 1/1

grofler Ganzton | 9/8

grofie Terz 5/4

(f) reine Quarte 4/3

reine Quinte 3/2

(a) grofe Sexte 5/3

grofle Septime | 15/8

ct Oktave 2/1

Tabelle 1.5: Tone der reinen C-Dur-Tonleiter
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x /)y Intervall Vy Vs
¢ ' d | groer Ganzton 9/8
d e | kleiner Ganzton 10/9
e / f Halbton 16/15
f " g | grofer Ganzton 9/8
g ' a | kleiner Ganzton 10/9
a " h | groer Ganzton 9/8
h 7 Halbton 16/15
c /e grofie Terz 5/4
e /g kleine Terz 6/5
g / h grofie Terz 5/4
h 7 d kleine Terz 6/5
d / f < kleine Terz | (80/81)-(6/5)
f / a grofie Terz 5/4
a / kleine Terz 6/5

Tabelle 1.6: Intervalle der reinen C-Dur Tonleiter.

Abstand zum vorhergehenden Ton
Ton Nr. Dur Moll

2 grofler Ganzton | grofler Ganzton
3 kleiner Ganzton Halbton
4 Halbton grofler Ganzton
5 grofier Ganzton | kleiner Ganzton
6 kleiner Ganzton Halbton
7 grofler Ganzton | grofler Ganzton
8 Halbton kleiner Ganzton

Tabelle 1.7: Reine Tonleitern?!
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Dur Moll
Zusatz- Partialton von Zusatz- Partialton von
Intervall c ‘ e ‘ g Intervall e ‘ g ‘ h
Prime 1. Prime 1.
grofle Terz 1. kleine Terz 1.
kleine Terz 1. grofie Terz 1.
reine Quarte 2. reine Quarte 2.
grofe Terz 2. kleine Terz 2.
kleine Terz 3. 2 grofle Terz 3. 2
grofle Terz 3. kleine Terz 3.
Halbton 4. kleiner Ganzton | 4.
grofler Ganzton 3. grofler Ganzton 3.
kleiner Ganzton 4. Halbton 4.
kleiner Terz 4. kleiner Halbton | 5.

Tabelle 1.8: Partialtonverhéltnisse in Dreiklangen

Die Tone der reinen C-Dur-Tonleiter?” haben die in Tabelle 1.5 angegebenen
Absténde vom Grundton c.

Wie Tabelle 1.6 zu entnehmen, ist der Frequenzabstand zwischen direkt benach-
barten Tonen jeweils ein Halbton, ein kleiner Ganzton oder ein grofler Ganzton.
Jeder Ton bildet zusammen mit seinen iibernédchsten Nachbarn einen Dretklang,
solange nicht sowohl ein d als auch ein f zu diesen drei Ténen gehort, d.h. das
Frequenzintervall zu einem der beiden iiberndchsten Nachbarn ist eine kleine, das
zum anderen iiberndchsten Nachbarn eine grofie Terz. Wenn dabei die grofie Terz
zwischen den beiden tieferen Tonen liegt, spricht man von einem Dwur-Dreiklang
(Frequenzverhéltnis 4:5:6), sonst von einem Moll-Dreiklang (Frequenzverhiltnis
10:12:15). Der Wohlklang der Dreikldnge, sowie der unterschiedliche Klangcharakter

Version vom 21. November 2009
100 Cents.

20Die weiter unten definierten Tone b', fis?, as? und b? nennt man eklemisch (auflerhalb des
Melos stehend), da sie nur ungenau dem 7., 11., 13. und 14. Oberton entsprechen:

2

g 002 36 oy 542 100 gy
s 25 5 37247 9
DM gy g BH_T
3725 5 8§ 25 5

21Der 1. Ton ist jeweils der Grundton, der 8. Ton der oktavierte Grundton.
22Dje Tone f und a waren nicht unter den Partialténen. Da Téne im Oktavabstand, wie bereits
erwéhnt, als weitgehend gleich empfunden werden, reicht die Betrachtung einer einzigen Oktave.
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von Dur und Moll, 1&8t sich aus den in Tabelle 1.8 angegebenen Frequenzverhilt-
nissen der zugehorigen Partialtone erkléren.

Der Frequenzabstand zwischen d und f ist aber um das sog. syntonische Komma?
kleiner als eine kleine Terz. Deshalb klingt {d,f,a} in der reinen Stimmung dissonant.
{h,d,f} ist weder in der reinen noch in der (gleichschwebend) temperierten Stimmung
ein Dreiklang, da weder h " d noch d f eine grofie Terz ist.

3

Es wére schon, wenn eine endliche Zahl von Toénen existieren wiirde, die modulo
Oktaven invariant unter reinen Quinten ist. Das wiirde aber exakte Giiltigkeit der
Gleichung (%)j = 2% fiir eine geeignetes Paar natiirlicher Zahlen j, k voraussetzen.
Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik (Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung
natiirlicher Zahlen) ist das nicht moglich. Die Gleichung gilt aber in sehr guter
Néherung?* fiir j = 12 und k = 2 :

12
(e §) — 97 fiir ¢

2 1

— 272 &~ 0,9988713847 .
2 3 ’
Indem man also die reine Quinte mit dem Faktor ¢ multipliziert (also um wenig
mehr als ein Promille zur temperierte Quinte staucht) erhilt man deshalb — ausge-
hend vom Kammerton® a' = 440Hz — durch Quintenbildung und Oktavierung
die 12-Ton-Leiter der gleichschwebend temperierten Stimmung;?® wie anhand des

Quintenzirkels (Abb. 1.1) veranschaulicht:

Durch Verwendung der temperierten Quinte (unter Beibehaltung der
reinen Oktave) schliefit sich der Quintenzirkel nach 12 Schritten bis auf
7-fachen Oktavabstand.?®

Version vom 21. November 2009

23Das syntonische Komma ist der Frequenzabstand zwischen groBem und kleinem Ganzton,
entspricht also dem Frequenzverhéltnis % / % = S—(l) und betriagt etwa 21.5 Cents.
24Den Frequenzabstand von

12
3 7 1200 531441\ 1200
1“<<2> / 2>mzcems = 1n<524288>h1206nts
~ 23,46 Cents,

der sich zwischen reiner und temperierter Stimmung nach Umlauf um den Quintenzirkel (Abbil-
dung 1.1) ergibt, bezeichnet man als pythagoreisches Kommea.

ZNach (Briiderlin, 1990, S. 87) besitzen etwa 5% der ménnlichen und 2% der weiblichen
Bevolkerung ein sog. ,,absolutes Gehor®, das aber mit Musikalitét nichts zu tun hat und vermutlich
auf einem langwihrenden Tongedéchtnis beruht.

26Verwenden man statt £ den Faktor

of 2 _3
¢ et 3 2% ~ 1.010477711

(streckt also um wenig mehr als 1 %), dann gelangt man zur Pentatonzik.

2THier weichen wir zur besseren Ubersicht von der in Tabelle 1.3 angegebenen deutschen Be-
zeichnungsweise ab. Warnung: Im englischen wird B statt H geschrieben!

28Der Quintenzirkel ist dann also eigentlich ein diskretes Faserbiindel.



18 KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES

aullen: Dur
innen: Moll

Abb. 1.1: Quintenzirkel?”

Historische Anmerkungen:

e Temperierte Stimmungen wurden um 1700, u.a. von ANDREAS WERCKMEI-
STER, eingefithrt und durch JOHANN SEBASTIAN BACH’s 1744 abgeschlossene
Komposition ,,Das wohltemperierte Klavier* allgemein bekannt. Die von BACH
benutzte wohltemperierte Stimmung war allerdings nicht die — von BACH
abgelehnte — heute benutzte gleichschwebend temperierte Stimmung.

e Der Kammerton wurde 1939 von der ,, International Federation of the National
Standardizing Associations (ISA)“ auf 440 Hz festgelegt. Im heutigen Orchester
werden aber meist 442 Hz bevorzugt.

e Davor war der Kammerton durch die Wiener Stimmkonferenz 1885 auf 435 Hz,
also etwa 19.8 Cents niedriger, festgelegt. Deshalb sind z.B. vor 1939 gefertigte
Klarinetten im heutigen Orchester nicht verwendbar.

e Im 18 Jahrhundert waren sogar nur 415 Hz fiir den Kammerton gebrauchlich.

Die erweiterte C-Dur-Tonleiter ergibt sich durch Hinzunahme der jeweils um einen
kleinen Halbton erhhten oder erniedrigten Tone:??

Eine Erniedrigung wird durch Anhdngung von ,,es“ (engl.: -flat) bzw. den
Index * mitgeteilt, eine Erhohung durch Anhingung von ,is“ (engl.: -
sharp) bzw. den Index ¥ .30

Wiéhrend z.B. cis und des in der temperierten Stimmung iibereinstimmen, betragt

9 (24\”\ 1200
cis /" des in der reinen Stimmung In| = | — Cents ~ 62,6 Cents.
8\ 25 In(2)

Version vom 21. November 2009
PSiehe dazu (Skudrzyk, 1954, Kap. XX VI, Tabelle 15).
30Dabei schreibt man iiblicherweise Es statt Ees, As statt Aes und B statt Hes. Warnung: Im
Englischen schreibt man B statt H.
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Jeder Ton der erweiterten Tonleiter 148t sich als Grundton einer reinen Dur- oder
Moll-Tonleiter wihlen, deren Intervallschritte in Tabelle 1.7 angegeben sind.?*! Da
man frither die reinen Tonleitern benutzte, war auch die Verwendung speziell dafiir
gestimmter Instrumente notwendig. Deshalb gibt es auch heute noch z.B. Klarinet-
ten in B, A, C, Es und D die alle — obwohl inzwischen temperiert gestimmt —
einen eigenen Klangcharakter haben.*?

Abschlielende Anmerkungen:

e Ein Intervall nennt man vermindert, wenn es um einen kleinen
Halbton verkleinert ist.

e Ein Intervall nennt man tibermdfig, wenn es um einen kleinen
Halbton vergrofiert ist.

e Entsprechend nennt man einen Dreiklang wermsindert, wenn man
die groBle Terz durch die kleine ersetzt, bzw. ibermdflig, wenn
man die kleine Terz durch die grofie ersetzt.

1.3 Schwingungsgeneratoren und Resonatoren

Damit ein schwingendes System in der umgebende Luft eine intensive Schallstrah-
lung anregt, muf} es eine hinreichend grofle raumliche Ausdehnung haben.

Fiir Musikinstrumente — nicht dagegen bei Lautsprechern — verwendet man
dazu Resonatoren, die durch geeignete Generatoren entweder impulsartig (insbe-
sondere bei Anschlaginstrumenten und gezupften Saiteninstrumenten) oder konti-
nuierlich periodisch (insbesondere bei Blasinstrumenten und gestrichenen Saitenin-
strumenten) zu starken Eigenschwingungen angeregt werden.

Erldauterung: Wenn man z.B. eine Stimmgabel anschlégt und in der Hand hilt, ist
kaum etwas zu horen. Setzt man die Stimmgabel dagegen auf einen hohlen Holzka-
sten mit geeigneten Abmessungen, so hért man die Schwingung recht deutlich. Der
Hohlraum verstéirkt nicht die Schallquelle, sorgt aber fiir gute Schallabstrahlung.

In den folgenden Abschnitten werden zunéchst einfache Modelle schwingender Sy-
steme untersucht, deren mathematische Struktur auch fiir akustische Generatoren
und Resonatoren wesentlich ist.** Die entsprechenden Analogien fiir Blasinstrumente
werden in den Kapiteln 2 und 3 eingehender behandelt.
Version vom 21. November 2009

31Die Intervalle der Dur-Tonleiter entsprechen natiirlich dem oberen Teil von Tabelle 1.6. Wenn
man in der C-Dur-Tonleiter a als Grundton wihlt, ergibt sich die a-Moll-Tonleiter.

32Richard StrauB legte z.B. groBen Wert auf Verwendung der C-Klarinette.

33Die akustischen Resonatoren besitzen allerdings — im Gegensatz zum einfachen harmonischen
Oszillator — in aller Regel unendlich viele FEigenfrequenzen.
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Abb. 1.2: Elektrischer Reihenschwingkreis.

1.3.1 Lineare Oszillatoren

Ein typischer linearer Oszillator ist der in Abbildung 1.2 dargestellte elektrische
Schwingkreis, der von einer d&uleren Spannung U (t) angeregt wird.
Die physikalische®! Losung der entsprechenden Bewegungsgleichung

LOW) + ROW) + 5 Q) = U(1) (16)

fir (L, R,C > 0 und) hinreichend gutartiges U (t) ist

. 1 ﬁ(w) —iwt
Q(t)_m/_w_w3+%e dw. (1.7)

Beweisskizze: Wir gehen davon aus, dafl aufgrund der Dampfung (R > 0) auch
Q(t) hinreichend gutartig ist. Dann folgt aus (1.6) mit den Regeln (F1)—(F3) fiir die
FOURIER-Transformation

) = (26 - iw R+ ) G

und somit

O
—~

~
~

J% [awetra

1 / Uw)
Vor —Lw2—in+%

Anmerkung: Man kann die Lésung natiirlich auch durch Variation der Konstanten
der homogenen Losung bestimmen; siche Abschnitt 5.3.3 von (Liicke, ein).

el du. |

In der Wechselstromlehre bezeichnet man
def Uw
Z(w) = # (1.8)
I(w)
Version vom 21. November 2009
34Die allgemeine Losung ergibt sich durch Addition einer Lésung der homogenen Gleichung.
Jede nicht triviale Losung zu U(t) = 0 divergiert aber (wegen R > 0) fiir ¢ — —oo und ist deshalb
unphysikalisch.
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1
= —twlL+ R —

- 1.9
(1.7),(F3) twC (1.9)

als die elektrische Impedanz des Schwingkreises. Damit gilt
X UO e—i wot
t) =R ———
) ( Z(wo)
und die Frequenzabhéingigkeit der vom Schwingkreis aufgenommenen mittleren Lei-
stung (Wirkleistung ) ist im Grenzfall U(t) = Uy cos(wgt) durch

) fir U(t) — Up cos(wpt)

Wo t+mjwo 1 )
o QU ar = < |l R(Z(w)) (1.10)
27T t—7r/w0 2
L
= —|L|"R
(1.9 2 ol
gegeben,? wobei
def . Uo
I, = = 1.11
0 r?eaRXQ(t) Z(wo) (L11)
die Amplitude des entsprechenden Wechselstroms ist.
Beweisskizze:
t+7 /wo . t+7m/wo U, efiwot )
HUt)dt = §RO)§RU“’°tdt
[7‘!‘/&}0 Q() () /tﬂ'/wo 2< Z(wO) ( 0e )
1 Uy /t+7r/w0 % wo t
- = Rz 1 reet)de
2 ’Z(WO) ) < (MO) t—7/wo ( e )
_ 1| U o
o 2 ’Z(wo) %(Z(WO)) wo I

Die Stromamplitude max Q(t) ist in diesem Grenzfall fiir fest vorgegebenes Uy also
S

genau dann maximal, wenn der Scheinwiderstand>°

1 2
Z = R? 4 L——
2l 5 \/ (wO %C)

minimal ist, also fiir die Resonanz-Kreisfrequenz des Stromes

J def 1
Wy = W, = ——=

VLC

Version vom 21. November 2009

35Die Beziehung (1.10) gilt auch dann mit dem jeweiligen Wirkwiderstand (Resistanz)

%(Z (wo)), wenn die Impedanz nicht von der speziellen Form (1.9) ist.

36Leider ist der allgemeine Sprachgebrauch, was komplexe Widerstinde anbetrifft, nicht ein-
heitlich. Die hier gegebene Definition des Scheinwiderstands wird z.B. in (Ebert, 1967, Ab-
schn. 126.222), (Meinke, 1965, Anm. zu Gl. (78)) und (Jackson, 2002, Abschn. 6.9, Fufin. 8) be-
nutzt. Oft werden die Begriffe ,,Scheinwiderstand* und ,, komplexer Widerstand“ synonym benutzt
und mitunter wird nur der Betrag des komplexen Widerstandes als ,,Impedanz® bezeichnet.



22 KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES

=0
o
C L
-Q-r

Abb. 1.3: Elektrischer Parallelschwingkreis.

O =---

Anmerkung: Die Amplitude von Q(t) wird dagegen fiir wy = w@ def % - % (%)2

maximal; vgl. Ubungsaufgabe 1b). Fiir (%)2 < % liegt die Eigenfrequenz w, def

&=-1 (%)2 , mit der der Schwingkreis nach Abschalten von U (geddmpft) weiter-

schwingt, zwischen w® und w/ ; siche Ubungsaufgabe 36 von (Liicke, cin).

Wir sehen:
Wenn R nicht zu grof§ ist, kann man also mit kleiner Spannungsamplitude
hohe Stromamplituden im Serienschwingkreis aufrechterhalten, wenn die

Kreisfrequenz der Spannungsquelle hinreichend gut mit der Resonanz-
Kreisfrequenz des Stromes iibereinstimmt.

Das akustische Analogon dieses Sachverhalts mit der Entsprechung
Schalldruck = U,  Schallflul = I

ist die Grundlage der kontrollierten Klangerzeugung auf schallfluf3gesteuerten Blas-
instrumenten (insbesondere Floten).

Wihrend fiir den in Abbildung 1.2 skizzierte Serienschwingkreis nahe der Re-
sonanzkreisfrequenz die Eingangsspannung klein gegeniiber dem Eingangsstrom ist,
liegen die Verhéltnissen bei dem in Abbildung 1.3 skizzierten Parallelschwingkreis
genau umgekehrt. Die entsprechende Bewegungsgleichung

CU(t)—l—%U(t)%—%U(t) = I(t) (1.12)

ergibt sich ndmlich formal aus (1.6) durch die Ersetzung

I
U
— C
L

AN~

1/R
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Deshalb ist die elektrische Impedanz (1.8) fiir den Parallelschwingkreis®’
1
++—iwC

z (w) = 1
iwl
und fiir monochromatische Schwingungen mit der Kreisfrequenz wg wird die Ampli-
tude von U (t) bei vorgegebener Amplitude von /(t) genau dann maximal, wenn der
Scheinwiderstand

1

0 (00— 2)°

maximal wird, also wiederum fiir wy = 1/v LC'.

|Z(wo)| =

Wir sehen:

Wenn R nicht zu klein ist, kann man also mit kleiner duflerer Strom-
amplitude eine hohe Spannungsamplitude am Parallelschwingkreis auf-
rechterhalten, wenn die Kreisfrequenz der Stromquelle hinreichend gut
mit der Resonanz-Kreisfrequenz iibereinstimmt.

Das akustische Analogon dieses Sachverhalts mit der Entsprechung

Schalldruck = U ,  Schallflul = I

ist die Grundlage der kontrollierten Klangerzeugung auf schalldruckgesteuerten
Blasinstrumenten (insbesondere Blech- und Rohrblattblasinstrumente).

1.3.2 Nichtlineare Oszillatoren

Ein mechanisches Analogon zum elektrischen Serienschwingkreis ist ein 1-dimensi-
onaler Massenpunkt m , der sich ldngs der z-Achse unter dem Einflu} einer Rei-
bungskraft einer riicktreibenden Kraft —D x (z.B. Kraft einer idealen Feder), einer
Reibungskraft 2 p & und einer zusétzlichen duleren Kraft f(t) bewegt. Die entspre-
chende Bewegungsgleichung

m(t) +2px(t) + Da(t) = f(1) (1.13)
geht formal aus (1.6) durch die Ersetzung
U f
Q x
L|+— m
C 1/D
R 2p

Version vom 21. November 2009

37Der entsprechende Wirkwiderstand ist

1/R R
R(z — — .
( (w)) |—“}L+§—mcy2 1+R2(w0—ﬁ)2
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Die physikalische Losung ist geméfl (1.7) also

o 1 f(w) —twt
x(t) = \/ﬂ/—me—inp—l—De dw . (1.14)

gegeben, was sich geméf (F11) auch in der Form

x(t) = /$5(t/) f(t—1¢)dt (1.15)

dof 1 6—iwt
zs(t) = —/ = 5 dw
) D-E—mlorid)

schreiben 148t. Es 1afit sich zeigen (siehe z.B. Abschnitt 3.1.3 von (Liicke, ftm)), da8

z5(t) =0 Yt<0 (1.16)

gilt. Aus (1.15) und (1.16) erkennt man, dafl die Losung (1.14) tatsdchlich physika-
lisch ist:

Solange die duflere Kraft noch nicht wirkt, ruht der Massenpunkt bei
r=0. (no output before input )

Anmerkung: Fir p < vmD ist die Impulsantwort

1 ey . D P2 def (1 fiirt >0
t) = — — m t — — [ — o(t o(t) = .
7 (t) mep2e sm( m (m)) ), o) {1 firt <0’

siche Anmerkung auf Seite 22 und Abschnitt 5.3.3 von (Liicke, ein).

Ubungsaufgabe 1 Man zeige:

a) Fir .
ft)y=Ae "t A>0,

folgt aus (1.14) ‘
z(t) =B e Hwot=¢)

mit
A . Wo2p

B«
(B + o 2o’ (=
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b) Zu vorgegebenen A,m, D, p mit p < VmD ist B fiir
_rde [P 5P
R Ve 2 <m>

maximal.

D
¢) Fir wy < 4/ - ist x(t) von m nahezu unabhéngig.

d) Fiir die Losungen
_ i /D _(2)?
o) ol EVET)

2
von (1.13) zu f = 0ist Q T die Zeit, wiahrend der die Schwingungs-
wx

amplitude auf das e‘”—facﬁe des Anfangswertes abfallt, wobei:

vmD
vme (Qualitdtsfaktor) ,

1 i det D
2 p ' m

def
Q =

[a. kann man die Riickstellkraft nur fiir kleine Schwingungsamplituden als pro-
portional zur Auslenkung betrachten. Fiir groere Auslenkungen ist zumindest*® die

Ersetzung
Dz — Dux+ k(z)

vorzunehmen,* wobei k(z) eine nichtlineare Funktion ist, die der Bedingung

lim &) _ (1.17)
z—0 I

geniigt. Die Bewegungsgleichung lautet dann

ma(t) +2px(t) + Da(t) = f(1) +k(:c(t)>, (1.18)
ist also adquivalent zu
H[:c - N[x]} (t) = f(t), (1.19)
wobei:
Hiz)(t) % mi(t)+2pi(t) + Da(t),

N[z](t) def /m(t’)k(w(t—t’)) dt’.

Version vom 21. November 2009
38 Auch die Dampfung kann natiirlich komplizierter vom Bewegungsvorgang abhingen. Relativi-
stische Korrekturen der Bewegungsgleichung wéren dagegen unangebracht.
39Dabei ist immer noch ideale Elastizitéit vorausgesetzt. Es kann auch nétig sein, k geschwindig-
keitsabhéngig zu wihlen.
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Aus (1.19) und (1.16) folgt insbesondere

o(t) = Nal(t) = i (t) (1.20)

Tpin () f / xs(t)) f(t—¢")dt .

Fiir hinreichend gutartige Nichtlinearitéit & 148t sich (1.20) durch Iteration 15sen:*’

=  Tlin,
2+ 4 N2,
z(t) = lim z"(t).

Mit

N —
d(t) = 30 (X einent 4 X grineor)
n=1

! /7

(v) N/_ Y ak N’ X(l/) n' W N —i(2n'—N")wo t
— @) = 2 (V) ey (7).

ni,n2=1n’=0

erkennt man daraus:

Auch der nichtlineare Oszillator fithrt (asymptotisch) eine periodische
Bewegung aus, wenn er durch eine monochromatische duflere Kraft an-
geregt wird. Aber zusétzlich zur Grundfrequenz werden auch alle mogli-
chen Oberschwingungen angeregt.*!

Fiir wy weit unterhalb der Resonanzfrequenz folgt die lineare Schwingung quasi-
statisch der Anregung. Dann gilt fiir die nichtlineare Schwingung mit schwacher

Auslenkungen

X, )
—— ~ unabhéngig von n,

(X1)"

wenn X, jeweils die Amplitude der n-ten Harmonischen bezeichnet.

1.3.3 Riickkopplung
Siehe (Lindner et al.; 1999, Abschnitte 7.3.3 und 7.6).

Version vom 21. November 2009
40Eine weitere approximative Losungsmethode ist z.B. in (Fletcher und Rossing, 1991, Abschnitt
5.1) beschrieben.
4 Entsprechendes gilt fiir den nichtlinearen Wahrnehmungsmechanismus im menschlichen Ohr!
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1.4 Schallausbreitung in Gasen

Der Horeindruck ist hauptsichlich durch Luftdruckschwankungen bestimmt, die
das Ohr erreichen. Der wahrnehmbare Frequenzbereich liegt etwa zwischen 20 Hz
und 20 kHz , wobei die Sensitivitdt unterhalb etwa 100 Hz sowie oberhalb etwa 10 kHz
erheblich abfillt.*? Es ist also wichtig, die Ausbreitung in Luft in diesem Frequenz-
bereich zu verstehen.

1.4.1 Longitudinale Schallwellen*’

Die Schallschwingungen eines sonst ruhenden elastischen Mediums lassen durch den
sog. Schallausschlag d (x,t) beschreiben:

d(x,1) def | Ortsvektor zur Zeit ¢ desjenigen Teils des Mediums,
"7 1 dessen Ruhelage den Ortsvektor x hat.

Fiir Gase (unter stationidren Bedingungen) geniigt der Schallausschlag in erster
Niherung der Bedingung®!

rotd (x,t) =0 (1.21)

und der vektoriellen Wellengleichung

(%%) d(x.t) — Ad(x,) =0 (1.22)

mit der Schallgeschwindigkeit

0 (1.23)

wobei (k) die mittlere Kompressibilitdt und (u) die mittlere Dichte des Gases be-
zeichnet.

Anmerkung: (k) und (i) hingen von dem thermodynamischen Prozef3
(insbesondere also auch von Druck und Temperatur) ab, den das Gas
aufgrund der Schallschwingung durchlauft!

Version vom 21. November 2009

42 Die menschlichen Sprache nutzt einen Frequenzbereich zwischen ungefihr 100 Hz und 10kHz
(Vokale: 300 Hz — 3kHz, Konsonanten: > 1kHz). Die Grundfrequenzen musikalisch brauchbarer
Tone liegen zwischen ca. 40 Hz (E; , KontrabaB) und ca. 4,8kHz (d”" | Piccoloflte) .

“3Hier werden die Grundgleichungen der Schallausbreitung ohne Begriindung angegeben.
Bzgl. einer Herleitung siehe Anhang A.2

44 Allgemein nennt man Loésungen von (1.22) Longitudinalwellen, wenn ihre Rotation ver-
schwindet. (1.21) gilt fiir Medien mit komplizierterem Spannungstensor natiirlich i.a. nicht mehr.
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Der Schallausschlag bestimmt die Schallschnelle

def 0
u(x,t) = ad(x, t) (1.24)

und den Schalldruck p “p_ (P) in erster Naherung zu

p(x,1) = —% divd (x,¢) . (1.25)

Spezielle Losungen von (1.22)/(1.21) sind zum Beispiel (i.a. nicht monochroma-
tische) fortschreitende ebene Longitudinalwellen,” also Losungen der Form

d(x,t) = fl(x-e—ct)e, |e|=1

R (1.26)
= —grad f(x-e —¢t),

mit der Gruppengeschwindigkeit’® ce.

Anmerkung: Mithilfe der 3-dimensionalen Verallgemeinerung von Satz
1.2.3 148t sich leicht zeigen, daf sich jede (hinreichend gutartige) Losung
von (1.22)/(1.21) als (kontinuierliche) Uberlagerung ebener Longitudi-
nalwellen darstellen 18t (Beweis als Ubungsvorschlag).

In Luft — als geschlossenes Gleichgewichtssystem mit dem Gesamtvolumen V'
unter dem homogenen Druck P behandelt — gilt

PV = const. fir Isotherme

und
PV7 = const. fiir Adiabaten

mit dem Adiabaten-Exponenten®”

v def Cp/Cy =14 fiir 2-atomige Molekiile .

Daraus folgt fiir adiabatische Prozesse

K=Kg = (P’V)_l

Version vom 21. November 2009
45Bggl. Kugel- und Zylinderwellen siche A.3
46Fiir die Wellengleichung mit frequenzunabhingigem ¢ fallen Gruppen- und Phasengeschwin-

digkeit natiirlich zusammen.

4"Erinnerung: v = % ., f 4ef 7 ahl der angeregten Molekiil-Freiheitsgrade.
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(siehe Aufgabe 8 von (Liicke, tdst)).

Unter normalen Bedingungen ist in (1.23) die adiabatische®® Kompressibilitit zu
verwenden, also

()

in Luft, wobei (P) den mittleren Druck bezeichnet. Mit der idealen Gasgleichung

folgt daraus
[T
7—70 C(To)

T T,
Ty

T_T,
1 AT,
( tor >c< 0)

fiir die Abhéngigkeit der Schallgeschwindigkeit ¢ von der absoluten Temperatur T'.
Bei normalem Druck® und 50% relativer Luftfeuchte® gilt

(T)

Q

= 1+ ¢(Tp)

Q

¢ (0° Celsius) = 332 =
S

und dementsprechend®!
m
¢(20° Celsius) =~ 344 — .
s

1.4.2 Mafle fiir die Schallstarke
Das menschliche Ohr hilt bis zum 10%-fachen des Schalldrucks

Do L. 1074 pbar

aus, bei dem die Horbarkeit fiir Schwingungen mit einer Frequenz 1kHz beginnt.
Daher verwendet man eine logarithmische Skala fiir den sog. Schalldruckpegel®

2
L, % 20 logy, (M> dB (1.27)
Po

Version vom 21. November 2009

48Nur bei Frequenzen um etwa 0.1 Hz ist in Rohren von ca. 20 mm Durchmesser mit guter
Wirmeleitung die isotherme Kompressibilitdt angemessener.

4ISoweit die ideale Gasgleichung gilt, ist ¢ vom Druck unabhiingig.

%0Bzgl. feuchtigkeitsgesiittigter Luft mit COq-Zusatz sieche (Nederveen, 1969, S. 17).

5!Erinnerung: 0° Celsius = 273,15 K. Eine weitere Temperaturerhhung auf 26° Celsius wiirde
bei fester Wellenléinge eine Anhebung der Tonhthe um =~ 18 Cents bewirken.

52Mit A, bezeichnen wir jeweils den momentanen zeitlichen Mittelwert einer physikalischen
Grofle A.
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(dB: Dezibel). Der Schalldruckpegel normaler Unterhaltungssprache in 1m Ab-
stand betriagt &~ 1 ubar =74 dB.

Da der Lautstirkeeindruck, den ein fester Schalldruckpegel hervorruft, von der
Schwingungsfrequenz abhingt,> fithrt man dafiir eine eigene Einheit, das sog. Phon,
ein:

Die Lautstérke einer Schallwelle (beliebiger Frequenz) betriagt x phon,
falls sie den gleichen Lautstérkeeindruck hervorruft wie eine Schallwelle
der Frequenz 1kHz bei einem Schalldruckpegel von = dB.

Was ‘gleicher Lautstéarkeeindruck’ (eigentlich ein rein subjektiver Sachverhalt) meint,
ist dabei natiirlich durch entsprechende Eichkurven® festzulegen.

Aus (1.25), (1.21) und (1.22) erkennt man leicht, da8 fiir die Schallenergie-
dichte

o) <g—> (%d(x, t)> ﬁ (divd (x,))°

(1.28)
= () 2 ()
(1.21),1.24) 2 2
und die Schallintensitdt (Energiestromdichte des Schalls)
2 (1) = plx, 1) u(x,t) (1.29)
konsistenterweise die Kontinuitatsgleichung
0
—p+divy=0 (1.30)

ot
gilt (Beweis als Ubungsvorschlag).

Analog zum Schalldruckpegel definiert man den Schallintensitédtspegel®

€ m € — W
Ly €10 logy, (’JIM|) dB, I, 1022, (1.31)
0

m?2

Die gesamte Strahlungsleistung / 7 - dS eines typischen Musikinstruments betréagt
S
~ 1mW. Bei kugelférmiger Ausbreitung entspricht dem ein Schalldruckpegel von

79dB bei 1m Abstand,
59dB bei 10m Abstand.

Version vom 21. November 2009

537 B. muB der Schalldruckpegel einer Schallwelle von 100 Hz etwa 45dB betragen, um den
gleichen Lautstirkeeindruck hervorzurufen wie eine Schallwelle von 1kHz mit einem Schalldruck-
pegel von 30 dB (Fliistern, die Schmerzgrenze liegt bei ~ 120 phon), der Schalldruck mu8 also etwa
5,6 mal grofler sein.

4Siehe z.B. (Ebert, 1967, S. 230, Abb. 1).

®Dank des Faktors 20 statt 10 in (1.27) gilt L; ~ L, fiir fortschreitende monochromatische
ebene Wellen (jedoch nicht fiir stehende Wellen).
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Die iiblichen Wattangaben fiir Lautsprecher (der Gréfienordnung 100 W) haben da-
mit wenig zu tun, weil im Normalbetrieb nur wenige Watt genutzt werden (um
Ubersteuerung des Verstérkers zu vermeiden) und weil nur ~1% der elektrischen
Energie in Schallenergie umgesetzt wird.

1.4.3 Komplexe Formulierung

Da d (x,t) reell ist, gilt

d(x, —w) = d(x,w)

fiir
3 def

d(x,w) = \/%_W/d(x, t)etwtdt. (1.32)

Anmerkung: Falls die Integrale nicht im gewdhnlichen Sinne existieren — wie
z.B. fiir monochromatische Wellen — sind sie im distributionstheoretischen Sinne
zu interpretieren; siehe z.B. Abschn. 3.1.1 von (Liicke, ftm).

GeméaB Theorem 1.2.3 folgt daraus

d(x1) = Dix,1)+Dx1),
p(x,t) = Px1)+P(xt), (1.33)
G t) = UGkt + UKD,
wobei:
def 1 oo —iwt
D(x,t) = N d(x,w)e dw (komplexer Schallausschlag) ,
of 1 oo ;
P(x,t) o \/_2_7r/ px,w)e " dw (komplexer Schalldruck) ,
0
e 1 Feo .
U(x,t) o \/_2_7r/ u(x,w)e"“'dw (komplexe Schallschnelle) .
0

(1.34)
Aufgrund der Riickeindeutigkeit der FOURIER-Transformation sieht man leicht, daf3
fiir die komplexen Schallgrofien die gleichen Grundbeziehungen gelten wie fiir die
reellen:

(%%) D(x,t) — AD(x,t) = 0, (1.35)
rot D(x,t) = 0, (1.36)

Ux,t) = %D(x, t), (1.37)
P(x,t) — —% divD(x, 1) (1.38)
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Die Verwendung komplexer Schallgrofien ist besonders zweckméfig fiir mono-
chromatische Schallwellen, d.h. solche der Form

d(x,w) = vV2r (D(x) §(w — wo) + DX 6w + w0)> .

Dann gilt
D(x,t) = D(x)e 0t U(x,t) =U(x)e w0t
(x,t) = D(x) | (x,t) =U(x) (1.39)
P(x,t) = P(x)e"“0t | wy>0
und der zeitliche Mittelwert der (reellen) Schallintensitét ist
t4m/wo
Gy € 2 2 (x,t) dt
b=/ (1.40)

N 2R(P)U im Falle (1.39).
(1.29),(1.33) ( (%) (X)> im Falle ( )

Beweisskizze zu (1.40):

t+7/wo
/ 7(x,t) dt
t

—7 /wo
t+m/wo

2 B%(P(x, DU L) + P(x, ) U, t))dt

g 2iwot dt) . |

=0

(1.29),(1.33) /t_ﬁ/wo
t+7/wo

_ 29?(3;; P(x)UX) +P(X)U<X)/t

—7/wo

Ubungsaufgabe 2 Fiir den Fall

w

D(X, t) — <R+ 6+i70e~x R e—i“%oex) e—iwote 7 |e| — 17

zeige man:°

Gx1)=0 <= [|Ri=[R[.

Version vom 21. November 2009

56Man beachte in diesem ZusammenhangUbungsaufgabe 4.




Kapitel 2

Monochromatische Schallwellen in
Fiihrungen

2.1 Gerade Rohre

2.1.1 Akustischer Widerstand

Wir betrachten — in Zylinderkoordinaten p, o, h — eine in Richtung e; unendlich
ausgedehnte, homogene, starre (schallharte), zylindrische! Réhre mit (nicht zu ge-
ringem) Innenradius R, die an ihrem Eingang bei h = 0 durch einen beweglichen
Kolben abgeschlossen ist.? Wenn die ins Rohreninnere zeigende (ebene, zur Rohren-
achse senkrechte) Kolbenfliche zur Zeit t jeweils die h-Koordinate A(t) hat, dann
ist
d(x,t) = A(t — h/¢)e, Vx € Rohre
eine Losung von (1.22)/(1.21), die den physikalischen Randbedingungen®

h=0 — e, -d(x ) = A(t), o)
p:R — ep'd(X,t):O .

geniigt.? Die (Reaktions-) Kraft F(¢), die der Schalldruck im Inneren der Réhre auf

den Kolben ausiibt, ist fiir diese Losung
F(t) = —mR*p(0,t) e = —(p) émR*u(0,t 2.2
()= —rRp00en )=~ ) erBtu0 2:2)

Version vom 21. November 2009
!Eigentlich kommt es hier nur auf die Translationsinvarianz an. Die genaue Querschnittsform
spielt erst in 2.1.3 eine Rolle.
?Der bewegliche Kolben 148t sich niherungsweise durch eine Lautsprechermembran ersetzen.
3Offensichtlich gilt e, - d(x,¢) = 0 hier sogar fiir alle x.
4Man kann zeigen, daf8 dies die einzige kausale Losung des Randwertproblems mit d ~ ey, fiir
die unendlich lange Rohre ist, d.h. die einzige Losung, die der Bedingung

At)=0 Vt<O0 = d(x,t) =0 Vt<0,x e Rohre

(no output before input) geniigt.

33
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und die Schallschnelle u stimmt fiir A~ = 0 mit der Kolbengeschwindigkeit {iberein.
Die Schallreaktion entspricht also in diesem Falle einer Reibungskraft mit dem Rei-
bungskoeffizienten (i) ¢ mR?, den man hier als Strahlungswiderstand bezeich-
net. Den Strahlungswiderstand pro Fliacheneinheit, also (i) ¢, bezeichnet man als
charakteristische akustische Resistanz.’

Unter allgemeineren Bedingungen wird der Zusammenhang zwischen Schalldruck
und Schallschnelle frequenzabhéngig. Z.B. werden bei einer wirklichen Rohre (endli-
che Linge!) am Rohrenende in aller Regel Wellen reflektiert,® so daff im einfachsten
monochromatischen Falle die komplexe Schallauslenkung von der Form

D(x,t) = — (k) (R+eik(h_ét) - R_e_ik(h+ét)) e (2.3)

mit geeigneten komplexen Koeffizienten R ist.” Die zugehorige komplexe Schnelle
ist ,
ik

() ¢
und der zugehorige komplexe Schalldruck® ist

Ux,t) =

(R+€ik(h—ét) . R_e—ik’(h-i-ét))

P(x,t) = ik (Ry =) L R_emk(ten))

Fiir (komplexes) 1 mit
~R_JRy =% (2.4)

ergibt sich fiir den komplexen Schalldruck
P(x,t) = 2ikR, e V~*% sinh (¢ + ikh) (2.5)

und fiir die zugehorige komplexe Schnelle

21k -
Ux,t) = —~ R, e~k cosh (1 + ikh) . (2.6)
() €
Den Quotienten
of P(x,1)
Zhe(h) & 2T 2.
kc( ) Z/{(X,t) ( 7)

Version vom 21. November 2009

5Die Resistanz, auch Wirkwiderstand genannt, entspricht in der Elektrotechnik einem OmnM-
schen Widerstand.

SEntsprechendes gilt fiir Grenzschichten zwischen Medien unterschiedlicher (charakteristischer
akustischer) Resistanz.

"Man sieht leicht, da8 (2.3) die allgemeinste monochromatische (D = —(ke)? D) Schallwelle
der Form D(x,t) = D(h,t) ist.

8Man beachte, dal der komplexe Schalldruck nach (A.12) bereits die Auslenkung d(x, t) eindeu-
tig festlegt, da die zeitlichen Mittelwerte von d und u voraussetzungsgeméfl verschwinden. Deshalb
werden wir im folgenden hauptséchlich mit dem komplexen Schalldruck anstelle des Verschiebungs-
vektors arbeiten, da letzterer in der Regel wesentlich komplizierter ist, wie schon in Abschnitt A.3
anhand der Kugelwellen deutlich wurde.
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bezeichnet man als spezifische akustische Impedanz an der Stelle h zur Kreis-
frequenz’ k¢. Im Fall (2.3) gilt gemiB (2.5)/(2.6)

Ze(h) = (u) ¢ tanh (¢ 4 ikh) (2.8)

Die Amplitude von (2.5) ist

[P, )] = 2[kR| e W)\ fcosh? (R()) — cos? (S() + kh)

(Beweis als Ubungsvorschlag) und ihre h-Abhingigkeit 1i8t sich zur Impedanzmes-
sung mithilfe eines kleinen Mikrophons ausnutzen (Morse, 1948, S. 243).

Erliuterung: Die Druckamplitude ist minimal fiir $(¢) + kh = 0 mod 7. Deshalb
gilt

—3(¥) = khmin mod 7
fiir jede Stelle hpyi, minimaler Druckamplitude. Die Druckmaxima haben den Wert
2[kR | e R cosh (R(1))), die Druckminima den Wert 2 |kR | e~ %) sinh (R(v))) .

Daraus folgt'”
[P(x, )|

tanh (R(¢)) = Pe) min

|maX

GeméB (1.40) ist der zeitlichen Mittelwert der (2.3) entsprechenden Energiestrom-
dichte
2
(9(x)) =2[U(x, )" R(Z(h)) e

Die am Rohrende bei h = L austretende'' Schallenergie 148t sich also (bei vorgege-
benem Maximaldruck) auch dadurch gering halten, dafi man die Abschlufiresistanz
R (Z(L)) entsprechend klein wéhlt.

Ubungsaufgabe 3 Man zeige, daf8 () von h unabhingig ist.

Version vom 21. November 2009

9In der Regel gilt Z_,(h) = Z,(h).

10Man beachte, dafi gemiB (2.3) R(vp) > 0 gilt.

"'Wenn der in Richtung —ej, laufende Anteil nur durch Reflexion zustande kommt, sollte [R | >
|R_|, nach (2.4) also ®(¥) > 0 und somit nach (2.8) R (Z(h)) > 0 gelten. Letzteres folgt aus der
bekannten Eigenschaft

17
m< 2)20¢§4g1
142

1—2
142z °

der (fiir z # —1 definierten, zu sich selbst inversen) speziellen MOBIUS-Abbildung z +—
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2.1.2 Ebene Wellen in endlichen Rohren

Man beachte, dafl die i.a. komplexe spezifische akustische Impedanz Z;;(h) der Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung

Zy(h Zie(h)\?
9 Zuelh) _ (- < kC(A)) (2.9)
oh (u)e Xé
geniigt und damit (bei vorgegebener Kreisfrequenz k¢) bereits durch den Wert an
einer einzigen Stelle der Rohre insgesamt eindeutig festgelegt ist. Bei Festlegung der

Impedanzen (durch stationdre Betriebsbedingungen) an beiden Réhrenenden sind
daher in der Regel nur noch bestimmte Frequenzen méglich.

Erlduterung: Wenn Z,(0) = f(w) eine analytische Funktion von w ist, dann auch
Z.,(L) und folglich gilt fiir analytisch vorgegebenes ¢g(w) dann entweder Z,,(L) = g(w)
fiir alle w oder die Menge {w : Z,(L) = g(w)} ist diskret.

An ideal schallharten Grenzflachen gilt z.B. d(x,?) - n(x) = 0, wobei n(x)
jeweils die Flachennormale der Wand bezeichnet. Wegen

R+6+ikL - R_efikL =0 — R_ = R+e+21kL
—2¢ _ _e2ikL

(2.4)
= Y= —i(g + kL) mod ir

ergibt sich damit'? im Falle (2.3) fiir eine bei h = L (durch eine ebene, zu e,
senkrechte, ideal schallharte Wand) ideal geschlossene Rohre gemiB (2.8)

%) fir h =L,

2u(h) = { —i(uyctan (3 + kL) firh=0. (2.10)

Die spezifische akustische Impedanz an der Stelle h = 0 besitzt in diesem Falle also
(aufgrund der Vernachldssigung von Dampfung) nur einen Imaginérteil (Reaktanz,
Blindwiderstand)."

Ubungsaufgabe 4 Man zeige, daB der Realteil von (2.3) genau dann
eine stehende Welle, d.h. von der Form

d(x,t) = d(x) f(t)
ist, wenn |R_| = |R]|.

Version vom 21. November 2009

12\Man beachte:
R(RyeH=e) —R_m M) 0 yE e Ryt R g

I3Fiir, relativ zur Rohrlinge, groBe Wellenléingen entspricht Z,(0) i.w. der Kompressibilitit von
Luft und stellt eine akustische Kapazitit (siche 2.3) dar.
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Die Bedingung d(h = L,t) = 0 ist (im Falle (2.3)) iibrigens dquivalent zu P’(L) = 0.
Fiir stehende Wellen bedeutet das maximale Schalldruckamplitude bei h = L — eine
(z.B. bei gedackten Orgelpfeifen erfiillte) Bedingung, die auch fiir druckgesteuerte
Rohrenden (z.B. bei Rohrblatt-Holzblasinstrumenten) annidhernd gegeben ist.

Die bei h = L ideal offene Rohre ist durch Z(L) = 0 definiert. Sie ist
(ndherungsweise) durch entsprechende Steuerung der Schallschnelle bei h = L reali-
sierbar (typisch z.B. fiir die Verhéltnisse am Mundstiick einer Querflte). Hier gilt'?
entsprechend (2.8)

0 fiir h = L,

Zu(h) = { —i(p) ¢ tan(kL) fir h=0. (2.11)

Ubungsaufgabe 5 Man zeige, daf die moglichen Wellenzahlen fiir die
auf einer Seite ideal offene, auf der anderen ideal geschlossene'® Rohre

durch .
T
k—(n+§)z, n ez,

fiir die beidseitig ideal geschlossene sowie fiir die beidseitig ideal offene!®
Rohre dagegen durch
k=n>, nez
L ) )

gegeben sind und diskutiere die entsprechenden Partialtonfolgen.

Bei einer offenen Rohre geht die iiber den Querschnitt gemittelte spezifische
akustische Impedanz Z¥ fiir R — oo natiirlich in die charakteristische akustische
Impedanz (u) ¢ fortschreitender ebener Wellen iiber, ist also tatséchlich von Null
verschieden. Im Falle kR < 1 ist Z¥ jedoch vernachliissigbar. Fiir ein mit (unend-
lich) breitem, schallhartem Flansch versehenes Rohr, dessen Ausgangsflache durch
einen mit der Kreisfrequenz k¢ oszillierenden, schallharten Kolben ersetzt sei, 1483t

Version vom 21. November 2009

M Aus Zis(L) = 0 folgt gemaB (2.8) ¢ + ikL = 0 mod 47 und somit

Zre(h) = —i{u) e tan(k(L — h)) Vhe|0,L].

5Dieser Fall ist (niherungsweise) bei der gedackten Orgelpfeife und der Klarinette, die deshalb
jeweils um eine Duodezim ‘iiberblést’, realisiert, sowie bei Panflote, Dudelsack-Baflpfeifen, Krumm-
horn. Bzgl. tatsichlicher Bohrungen hochwertiger Klarinetten siehe (Gibson, 1994, Abschnitt 9).

6Dieser Fall ist (niherungsweise) bei der Querflote, die deshalb jeweils um eine Oktav ‘iiber-
blast’, realisiert, sowie vielfach bei Blockfloten und Orgelpfeifen.
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sich das relativ leicht berechnen (sieche Anhang A .4):17

A Ji(2kR)  H;(2kR)
F_ 1- 2 — : 2.12
2" o (1- 2R T (2.12)
N#herungsweise gilt:'®
2
1_2J1(w) ~ % fir w < 0.5,
w
1 fiir w > 5.
3& fir w <1,
Hl(UJ) ~ 9 &
— fiir w > 12.
T

Wenn der Rohrdurchmesser klein gegeniiber der Wellenlédnge ist, dann stimmt also
Z¥ in guter Niherung mit der Impedanz an der Stelle h = L fiir ein ideal offenes
Rohr der effektiven Lénge L + AY iiberein, wobei

AF défi—R ~085R.

™

Begriindung: Aus (2.12)/(2.13) folgt

Z¥ ~ —ie (u) 3§ kR fiir kR < 0.25.
s

Entsprechend Fufinote 14 (mit L + AY statt L) gilt

Zo(h) —i () é tan (k(L + AF — b))

; —ie{u) kAY  fir h=Lund kR < 1
fiir ein bei h = L + A ideal offenes Rohr. Die Bedingung

Zre(L) = 2¥ fir kR < 1
ist also mit AF = 3% R erfilllt. g
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17Es gelten die Reihenentwicklungen

n(2) = i s! Er_Li)ss)! (%)HHS

s=0

fiir die BESSEL-Funktionen und

2 (/2" S 2vwl (2n+ 1) 2 (n+ ) L o
H"(Z)_ﬁr(nm/z);(zyﬂ)! >l @nrw iy Y &

(beachte: I'(n+3/2) = 7(1?2;131 VT Vne Z+) fir die STRUVEschen Funktionen (siehe
(Magnus et al., 1966, Sect. 3.10.3)).
8Die Abweichungen vom tatsichlichen Wert betragen weniger als 10% .
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Die komplizierte Berechnung der Rohre ohne Flansch (siehe (Levin und Schwinger, 1948))
zeigt, daf fiir kleines kR die Abschlufiresistanz tatsédchlich nur halb so grof§ ist und
AY durch

A~ 0.61 R

zu ersetzen ist.'?

2.1.3 Dampfung und Kompliziertere Schwingungsmoden

AuBerdem erleidet eine Schallwelle natiirlich Energieverlust. Hauptursachen sind
Viskositéat, Warmeleitung und Energieaustausch zwischen Molekiilen. In Musikin-
strumenten bleiben die Dampfungseffekte aber i.w. auf eine ~ 0.1 mm starke Grenz-
schicht an den Wandungen des Instruments beschrankt, die mit wachsender Fre-
quenz immer diinner wird (siehe (Fletcher und Rossing, 1991, Gl. (6.44))). Dieser
(geringfiigige) Verlust liefle sich durch einen Dampfungsfaktor beschreiben (siehe
(Fletcher und Rossing, 1991, S. 149 unten)). Im Falle ebener Wellen multipliziert
man die einlaufende resp. reflektierte Welle mit einem Faktor

e M resp. et

(A > 0), was darauf hinauslduft, da man in (2.8) einen linear von h abhéngigen
Realteil R(¢)) zuldBt:*

Wb =1by — M. (2.14)

AuBlerdem ist die Phasengeschwindigkeit entsprechend abzusenken:
w=ké¢, ¢<c

(vgl. (Fletcher und Rossing, 1991, Sect. 8.2)). Aus den Polstellen resp. Nullstellen
von Z:(0) werden durch diese Korrekturen k-Werte, an denen |Z:(0)| nur noch
(Iokal nahezu) maximal resp. minimal, Z(0) aber reell ist (Beweis als Ubungsvor-
schlag, vgl. (Fletcher und Rossing, 1991, Sect. 8.5)).

In A.3 wird gezeigt, daB die allgemeinste (komplexe) Losung der Wellengleichung
(A.15) eine Uberlagerung monochromatischer Wellen der Form (A.28)/(A.30) ist.
Da die HANKELschen Funktionen HT(Lj ) durch die BEssEL-Funktionen J, und die
NEUMANNschen Funktionen N,, geméafl

def def

HO g 4+iN,, H? Y J —iN,

Version vom 21. November 2009
19Graphische Darstellungen der kR-Abhingigkeit der AbschluBimpedanz findet man z.B. in
(Fletcher und Rossing, 1991, S. 181/182).
20Man beachte allerdings, dal A proportional zu |u)|1/2 ist!
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definiert sind (siehe (Jahnke et al., 1960, S. 141)) und die N, (z) fiir z — 0 divergie-
ren (siehe (Jahnke et al., 1960, S. 141)), 1st die allgemeinste gutartige monochroma-
tische Losung von (A.15) zur Kreisfrequenz w iiber ganz R eine Uberlagerung von
Wellen der Form

. 2
T (kp p) e home) g2 g (2)7 (2.15)

¢
Innerhalb der Rohre gilt diese Aussage mit folgenden Anderungen:
1. Die kj, diirfen auch rein imaginér sein.

2. Es kommen nur solche k, in Betracht, fiir die die Randbedingungen®!
Jy, (k, R) =0 fiir ideal schallharte Rohrwandungen

erfiillt sind, also nur diskrete &, = K0, ki1, ko, - - ., die sich den Tabellen fiir
BESSEL-Funktionen (approximativ) entnehmen lassen:

koo R =10, ko1 R ~ 3.80,

kio R~ 184, ki1 R~5.33,

k1o R ~ 3.05

k3o R ~ 4.20

l{:mnR%n—l—%—i-% firn>1.

Beweisskizze: Fiir beliebige f, g aus
{fe€C?*([0,R],C): f'(R) =0} C L*([0,R], pdp)
gilt
Iy (f” p)+ %f’(p)) pdp =+ 9(0) (0 f'(p)) dp
S WAD] pdp

2 2
A, (d) LLd <m>
dp p dp p

auf dem Definitionsbereich {f € C? ([0, R],C) : f/(R) =0} symmetrisch und nicht
positiv:

Daher ist

(F1dnf) = /ORf(p) (f”(p)Jr;f’( ) - (:’j) 1o >) pdp <0
vVfe{feC?0,R]: f(R)=0}.

Version vom 21. November 2009

21Bzgl. realistischerer Randbedingungen siehe (Morse, 1948, S. 305-307).
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Damit 148t sich zeigen, daB die Bigenzustéinde von A,, ein vollstédndiges Orthogonal-
system bilden. Wenn aber f\(p) = f(\p) ein Eigenzustand von A4,, zum Eigenwert
—\2 > 0 ist, also der Differentialgleichung

Anfa(@) = =X fa(2)

geniigt, dann geniigt f der BEssELschen Differentialgleichung (A.29), ist also eine
Linearkombination von J,, und N,,. Da die NEUMANNschen Funktionen fiir p —
0 divergieren, muf} also f\(p) ~ Jn(Ap) sein. Fiir jedes m € Z, bilden also die

Funktionen ;
Fovn (@) T (Ko )

(n € Z) ein vollstindigen Orthogonalsystem von L2([0, R], pdp) . Mithilfe FOURIER-
scher Reihen- resp. Integralentwicklung®? hinsichtlich ¢ resp. ¢ und Entwicklung nach
den f,, hinsichtlich p 148t sich die Behauptung leicht beweisen. I

Fiir w? < ¢?k2 wird kj, imaginér, so daf die Welle (2.15) in entsprechender Richtung
exponentiell abfillt. Fiir die Schwingungsmoden (2.15) mit (m,n) # (0,0) ist das
der Fall, sobald R kleiner als
o C 1.84 - .

R 1845 = =225, ~ 02034,
w 2
ist, wobei A, die freie Wellenlénge zur Kreisfrequenz w bezeichnet. Sie dienen der
Anpassung des akustischen Flusses an lokale Gegebenheiten (z.B. Fingerlocher,
Mundstiick usw.) und kénnen fiir Blasinstrumente weitgehend unberiicksichtigt blei-
ben.

2.2 Horner

Unter einem Horn sei stets eine seitlich geschlossene Fithrung verstan-
den, deren (variable) Querschnittsausdehnung klein gegeniiber der Lange
ist.

2.2.1 Die WEBSTER-Gleichung

Eine zylindrische Bohrung (Rohr) der Lénge L mit dem Radius R ergibt sich als
Grenzfall
x2—$1:L, ﬁoxlzR, ry — O

der in Abb. 2.1 skizzierten konischen Bohrung.?*

Version vom 21. November 2009
22Dje FOURIERsche Integraltransformation ist im allgemeinen Fall eigentlich im distributions-
theoretischen Sinne zu verstehen.
23 Ausgepriigt konische Bohrung haben Oboe, Fagott, Saxophon, Schalmei, Kornett, Serpent,
Tarogato, schottische Tenor-Dudelsackpfeife. Natiirlich treten am Eingang und am Ende des Horns
stets Abweichungen auf.
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)

Abb. 2.1: Konische Bohrung im L#ngsschnitt?*

In diesem Sinne sind Ergebnisse fiir allgemeine konische Bohrungen auch auf zylin-
drische Bohrungen anwendbar.?® Fiir Schallschwingungen in der konischen Bohrung
gilt die WEBSTER-Gleichung?®

19 0 10\
— | |S — t)| = == t 2.16
siae (156l 5-Pwn) = (15) P, (216
zusammen mit
0 1 0
el - 2.1
GpUlet) =~ 2 P). (217
wenn die Normalkomponente des Schalldruckgradienten auf der Hornwandung ver-
schwindet,?” wobei

S(2)| def Flacheninhalt des = entsprechenden
n (orientierten) Kugelflichenausschnitts S(z),
def iiber S(x) gemittelter
Ple.t) = { komplexer Schalldruck zur Zeit ¢, (2.18)
Uz, 1) def iber S(x) gemittelte Normalkomponente der
ot N komplexen Schallschnelle zur Zeit ¢ .

Beweisskizze: Wenn wir mit G, . jeweils das geschlossene Gebiet bezeichnen, das
von?® —S§(z), S(z + €) und einem entsprechenden Stiick der Hornfliiche berandet

Version vom 21. November 2009
2Bei den druckgesteuerten Blasinstrumenten wird der Schall am engeren, bei der Barockflste
dagegen am offeneren Ende angeregt.
%5Siehe dazu z.B. (Avers et al., 1985, Fig. 4).
26Bzgl. der urspriinglichen Interpretation siehe (Webster, 1919).
2TGemif (A.12) ist das fiir ideal schallharte Hornwiinde garantiert.
ZWir benutzen die Schreibweise von (Liicke, cin).
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wird, dann koénnen wir schlieflen:

(i gt) Pla,1)

N (la> 1 P(x',t) dSxs
C

AwP(x',) dSy

(1.35),(1.38)  |S(2)] su)

- lim AP, 1) dVi
H+06|S(x)| . . (1)

1
_ lim ——— V. P, 1) dS,
Causs eiIE06|8(:L‘)| 9Ga.. (')

1
= lim = / VP 1) - dSy 7/ VP, 1) -dSy | .
‘S(.’E” e——+0 € ( S(z+e€) ( ) S(z) ( )

Mit
’19 19() 27 a
VeP(x' 1) - dSye = ( (r,9,p,t > r? sind do de
5= o lrme

) v=1¢

= <r2/ / (r, 9, @, )sm19d19d<p>
or =0 e,

= 18 4 P (219)

= o)l 5 Pz, :

folgt daraus (2.16). (2.17) folgt geméaB

0 0 1
— U(x,t = U t) - dSy
ot (z,) ot 1S@)] Jsw G 8)
1 o )2
— - — | D(',t)-dSy
(1.37) IS(@)] Js(a) (3t )
o 1 /
= C2 Ax/D(X/,t) . de/
(1.35) S(@)| Js(a)

¢ (lx)| / Vi (Vi - D(¥, 1)) - dSw

)

(136)

S(x)
1
= —& (K Vo P(x',t)) - dSys
158 ") @ Jsw )
1 0
e SP(rt). g

(1.23)2.19) () O

Man sieht leicht, daf§ die Gleichungen (2.16) und (2.17) mit (2.18) niherungsweise
auch fiir allgemeinere Hornformen, wie z.B. in Abbildung 2.2 skizziert, gelten, so-
lange die Fiithrung rotationssymmetrisch, schallhart und nicht zu stark gekriimmt

ist.



44 KAPITEL 2. MONOCHROMATISCHE SCHALLWELLEN IN FUHRUNGEN

Abb. 2.2: Typische Hornform (L&ngsschnitt)

Anmerkung: Dafl exakte Losungen existieren, fiir die der Schalldruck

im Horninneren auf den Fléchen S(x) konstant ist, ist nur dann zu erwar-

ten, wenn die Wellengleichung (A.15) (bzw. die HELMHOLTZ-Gleichung

(A.32)) in orthogonalen Koordinaten, die diesen Fléchen angepaft sind,

separierbar ist. Diese wenigen Koordinatensysteme sind z.B. in (Morse und Feshbach, 1953,
Sect. 5.1), (Kratzer und Franz, 1960, §3) und (Moon und Spencer, 1961,

Sect. 1) abgehandelt.

Mit der Wellenfunktion

U(z,t) = /|S(x)| P(x,t) (2.20)
und dem effektiven Radius
o(x) [ 15@)] (2.21)
T

von S(z) gilt

10 9 10, 0( W
s (81 5:7@0) = zgr (@5 (2v))
1

Die WEBSTER-Gleichung ist also dquivalent zu

bzw., im monochromatischen Falle

U(x,t) = U(x) e *e
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Zu29

a/l(x>
a(x)
Eine reellwertige Funktion f(z) ist streng konvex resp. konkav, wenn f”(x) > 0

resp. f”(x) < 0 (vgl. Abschn. 3.1.2.1 von (Liicke, mech)). Eine reelle Losung von
(2.22) ist also genau dann streng konvex resp. konkav, wenn die Hornfunktion

U (x) + (k2 - ) U(r)=0. (2.22)

groBer resp. kleiner als k2 ist.?® Dementsprechend bezeichnet man é+/F(x) im Falle

F(z) > 0 als Abschneidekreisfrequenz an der Stelle x .

2.2.2 Spezielle Hornformen

Losungen von (2.16) in Form fortschreitender Wellen

P(x,t) = ﬁ e~ (¢t=¢(@) . 0# ¢ () reell,

konnen nur dann existieren, wenn das zugehorige
U(z) = A ko)

der Gleichung (2.22), ¢(z) also der Gleichung

ik " (x) — (k: 90'(:16))2 + (k2 — C;H((j))) =0 (2.23)

geniigt. Aus dem Verschwinden des Imaginérteils von (2.23) folgt zunéchst

7 S/ (2) = const. £ 0 (2.24)

und damit aus dem Verschwinden des Realteils von (2.23)

F(z) = =k (1—7%).

Version vom 21. November 2009

29Man beachte, daf (2.22) die gleiche Struktur hat wie die zeitunabhiingige SCHRODINGER-

Gleichung
2 2
(—;Lm ((i;) + V(m)) U(x)=FEV¥(x).

30Man beachte, dafl 1/F(x) fiir geringe Neigung der Hornmeridiane niherungsweise mit dem
duBeren Kriimmungsradius der Hornwandung an der x entsprechenden Stelle iibereinstimmt.
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Fortschreitende Wellen o.a. Form existieren also nur fiir®!

2> m? F(z) = const..

Fiir kleinere k2 gehen diese Losungen®

7)(1,’ t) _ A e—i(két:F\/kQ—m2 x)
|S(2)]

von (2.16) in (in Energiestromrichtung) geddmpfte stehende Wellen iiber, im Ein-
klang mit der Schlubemerkung von 2.2.1.

Spezialfiille konstanter Hornfunktion F(z) = m?:

1. Konische Horner sind durch m = 0 definiert.?? Hier existieren Konstanten
Zo, ’(90 mit
a(x) = (v + zo) tandy . (2.25)

2. Exponentielle Horner sind durch
m#0, a(x)=aye™ fiir geeignetes ag > 0 (2.26)
definiert.
3. Katenotidale Horner sind durch
m#0, a(x)=aycosh(mx) fiir geeignetes ay > 0
definiert.*

Exponentielle und katenoidale Horner eignen sich oberhalb der Abschneidefrequenz
gut fiir Lautsprecher.

Eine weitere Klasse von Hornern, fiir die sich (2.22) explizit 16sen 148t ist durch
die Bedingung®’

a(x)=ba™, 0#e#—1, (2.27)
mit geeigneten Konstanten b, € gegeben. Hier gilt
(e+1)e
Fa) =+

Version vom 21. November 2009
31Fiir F < 0 wiire a(x) konkav.
32Man beachte die Abhiingigkeit der Phasengeschwindigkeit von m .

33Fiir sie gibt es keine Abschneidefrequenz.

34Hier ist glatter zylindrischer Anschluf8 bei z = 0 moglich.

35Fiir ¢ — 0 geht das Horn in eine zylindrische Rohre, fiir ¢ — —1 in ein konisches Horn iiber.
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und somit fiir

gemaf (2.22)
(e+1/2)*
2

" () + é () + <k2 - ) d(z)=0.

Die allgemeine Lésung von (2.22) fiir diesen Fall ist also

‘I’(SL’) = A \/EJE+1/2(]€.’L') -+ B \/ENE_,_I/Q(]{I.CE) . (228)

Deshalb bezeichnet man die durch (2.27) charakterisierten Horner als BESSEL-
Hérner. Sie sind geeignet zur Approximation von Schallfiihrungsteilen, die bei
Blasinstrumenten — insbesondere bei den Schallbechern — tatséchlich realisiert sind.
Z.B. sind die meisten Blechblasinstrumente etwa iiber die Halfte ihrer Linge zylin-
drisch und gehen danach in ein Horn iiber, das bei modernen Instrumenten nahezu
von BESSELschem Typ ist.?” Fliigelhorn, Althorn, Tenorhorn und Tuba sind aller-
dings, von einem zylindrischen Mittelstiick und dem Schallbecher abgesehen, ko-
nisch.

Durch schnelle Weitung des Schallbechers (Stirze ) 1a8t es sich erreichen, daf§
die wesentlichsten Frequenzen im Schallbecher gedampft und folglich (aufgrund der
Energieerhaltung) stark genug reflektiert werden, um gute Resonanz zu ermoglichen,
wahrend ein angemessener Teil der Schallenergie abgestrahlt wird (‘Tunneleffekt’).

2.2.3 Storungsrechnung

Im folgenden benutzen wir die vereinfachte Schreibweise

def

S(x) = |S(x)] .
Fiir monochromatische Schalldruckwellen
P(x,t) = P(x)e ™+
ist die WEBSTER-Gleichung (2.16) dann dquivalent zu dem Eigenwertproblem

AgP(z) & %% (S(x)%?(a:)) — — k2 P(x), (2.29)

Version vom 21. November 2009

36Fi{ir halbzahliges v sind J, und N, elementare Funktionen, z.B.:

2 . 2
Jija(2) = ”E sinz, Nij(z)= _”E cos z

(sieche z.B. (Jahnke et al., 1960, S. 142)).
37Bei #lteren Instrumenten ist der Hornteil fast iiber seine gesamte Linge konisch.




48 KAPITEL 2. MONOCHROMATISCHE SCHALLWELLEN IN FUHRUNGEN

dessen Formulierung durch Angabe der physikalischen Randbedingungen zu ergédnzen
ist. Der Einfachheit halber sei angenommen, dafl das Horn bei x = z; und x5 ent-
weder ideal offen oder ideal geschlossen sei.®® Gemif (2.17) miissen dann

ag, a0 € {0,1}
existieren, fiir die P(x) in dem Definitionsbereich

D, {73(:70) € C2([z1,25],C) : ((%)aj Pla;) — 0 fiir j — 1,2}

liegt, bzgl. dessen Ag ein symmetrischer Operator in L2 ([zy, x,], S(x)dx) ist:

2 “od . d
. —/m ap(x) S(m)ap(x)dx

4 / x % (S@)iﬁ@))?(@ dz

x2 1 d - A
_/xl Bt (5(36)(1:67:(:5))7:(:3) S(@)|de VP, PeD; .

= (P(2)S(x)—P(z) — ddxﬁ(x)S(x)P(wO

Damit 148t sich die iibliche quantenmechanische Storungsrechnung anwenden:

Sei P(x) der raumliche Anteil einer monochromatischen Losung der WEBSTER-
Gleichung, die die vorgeschriebenen Impedanzwerte aufweist, zur Wellenzahl k. Die
geringfiigige Variation S +— S + 0.5 der Hornwandung bewirke die Verschiebung

P(x)— P(z)+dP(z), k—k+ k.

Zusitzlich zu (2.29) gelte also die Gleichung

~ def 2

(AS + 521)) (P+6P) = — (k+0k)>(P+0P) , 6AY Agiss— As,  (2.30)
d.h.

(1215 + k2> 6P + (§A)P = —2k6k P 4+ Terme hoherer Ordnung in den Variationen .

) (2.31)
Da A symmetrisch ist, folgt aus (2.29)

L P ((AS + k2)(57?> (z) S(z)da = 0

Version vom 21. November 2009
38Dabei spielt es keine Rolle, ob das Horn wirklich {iber den gesamten Bereich z; < z < x9
realisiert oder nur effektiv fortgesetzt gedacht ist.
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und damit aus (2.31)
5 P@) (5AP) (@) S(a)d
2k [ |P(x)|* S (2)] dx

Y

was wegen
SA = —(;—E%Sdix + ;ddx (55)% + Terme hoherer Ordnung in 0.5
= %[%, %] _S% + Terme hoherer Ordnung in 05
= (dix %9) % + Terme hoherer Ordnung in 6.5
schlieflich

12 P (&5 )P’( ) IS(@) da
N 2k [ |P( 2))* S(x)dx

(2.32)
IS & (ﬂ@?’(x)ﬁp(:p)) de
z S , falls 6S(zy) = 6S(z3) = 0.
2k f *|P(z)]” S(x)d
liefert.?”
Als Beispiel sei eine bei x; = 0 ideal geschlossene, bei x5 = L ideal offene

zylindrische Rohre betrachtet, deren Durchmesser um x = L/3 herum variiert werde.
Wegen S’ = 0 vereinfacht sich (2.32) hier zu

Jy 08(@) & (P@)£P(@)) de
k=~ T 5 .
2k [ |P(z)” S(0)dx

Die ungestorten Eigenschwingungen sind entsprechend Ubungsaufgabe 5 durch
1.7

t) ~ kn Fiknct kn _ e
P, t) ~ cos (k) 5 k= (= 2)F

TLEZ+,

gegeben, woraus

L §|S(z
IN % k2 cos (2k,x) dx

2k, fOL cos?(k,z) dx
folgt. Wegen cos(7/3) = 1/2 erniedrigt sich also der Betrag der Wellenzahl der
Grundschwingung (n = 1) bei Erweiterung der Rohre um x = L/3 herum. Dagegen

erhoht sich der Betrag der Wellenzahl der ersten Oberschwingung (n = 2) wegen
cos(m) = —1.

0k, ~ —

Version vom 21. November 2009
39Man sieht leicht, dafl P(x) bei den vorgegebenen Randbedingungen das Vielfache einer reell-
wertigen Funktion sein muf.
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Ubungsaufgabe 6 Man diskutiere die Variation von S(x) an anderen
Stellen der Rohre.

2.3 Akustische Komponenten

2.3.1 Akustische Vierpole

Im Hinblick auf die KIRCHHOFFschen Gesetze fiir elektrische Ersatzschaltungen (sie-
he (Beranek, 1954)) verwenden wir im folgenden die akustische Impedanz

o ﬂ S % Flicheninhalt der entspr. Wellenfront ,

anstelle der spezifischen akustische Impedanz Z und entsprechend den akustischen

Fluj3
def

J=85U
anstelle der Schnelle U/ .

Wir betrachten zunéchst nur den monochromatischen Fall. Da die WEBSTER-
Gleichung (2.16) dann eine gewohnliche lineare Differentialgleichung zweiter Ord-

nung fiir P(x ©p x,0) entspricht und J(z of J(x,0) ~ Sz 173 x) gilt,
(z) e

hingen P(x2) und J(x2) jeweils linear von P(z1) und J(z1) ab, d.h. es existiert
eine akustische Kettenmatrixz My:(x1, z5) mit

(o) =t (53 o

und dafiir gilt offensichtlich

~ ~ ~

M(xy,x9)M (29, x3) = M (21, 23) . (2.34)

Daher 148t sich ein Horn nach beliebiger Unterteilung in Abschnitte als akustische
Vierpolkette auffassen. Das erleichtert die Berechnung von Hérnern, deren Verhalten
fiir die einzelnen Teilabschnitte® bekannt ist.

Version vom 21. November 2009

40Durch hinreichend genaue Approximation der Hornmeridiane durch Polygone ergibt sich z.B.
eine brauchbare Ersatzdarstellung als akustische Vierpolkette, deren Glieder konische Horner sind
und deren Kettenmatrix in 2.3.2 bestimmt wird.
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Ubungsaufgabe 7 Man zeige,da8 die akustische Kettenmatrix des in
2.1 untersuchten zylindrischen Rohres durch

()
Sl cos(kh) i—fs sin(kh)
M(h)™ = (2% sin(kh) cos(kh)

—1
1 0 ikhén (1 0 )
= 8 e &
(0 Wifé%) 0
. 1 Mé(’”)( 1 0\\"
= lim Nk ikh, =R
N*+°°<<O 1 ZT&@) 1

gegeben st (h = x), wobei

& déf(o 1> (1. PAULI-Matriz) .

Um die Analogie der mathematischen Struktur zu derjenigen der elektrischen
Vierpole zu betonen, verwendet man die entsprechende graphische Darstellung, z.B.

Jo v T
—_—= | [ e
O—— x O ¢ 1 X
Py C P o 1)
O e - O
Te Ta
—_— - - - - - 9 e
O T | T O
: : ¢ 10
Pe ol P L 1)
Ot =0
und
Jo . , Ta
Q_E_ T H - _E_O ) )
pe\y | M, M, M, | \l/P fiir M, --- M, .
O_:_ I . 1 _:_O

(vgl. Abschn. 3.2.1 von (Liicke, ftm)). Wenn die Abschluffimpedanz X(L) eines

Version vom 21. November 2009

4Giehe auch (Ichinose und Tamura, 2001).
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Horns mit x € [0, L] festgelegt ist veranschaulicht man das gemifl

J(0) J(L)
= — =
O—— O |
PO) | i, VP |
o— o '

X(0) = . (2.35)

Ubungsaufgabe 8

(i) Man zeige, daf ein akustischer Vierpol genau dann symmetrisch,
also invariant gegen Vertauschung von Ein- und Ausgang ist, wenn

MH = M22 und detM =1

(vgl. Ubungsaufgabe 44 von (Liicke, ftm)).

(ii) Man zeige, daB fir (nicht triviale) symmetrische akustische Vier-
pole die Eingangsimpedanz genau dann mit der Ausgangsimpe-
danz iibereinstimmt und endlich ist, wenn man mit dem Wellen-

widerstand % abschlief3t.
21

(ii) Man bestimme und diskutiere den Wellenwiderstand fiir das zylin-
drische Rohr.

2.3.2 Die akustische Kettenmatrix strikt konischer Horner

Fiir ein strikt konisches Horn gilt (2.22) mit a” = 0, gilt also die allgemeine Losung
U(z) = A+e+ikz + A etk
Wenn die Kegelspitze bei z = 0 liegt, folgt damit aus (2.20)

€+zk::p efzkx

P(z) & Pl t) = A, + A (2.36)

€T i

Version vom 21. November 2009

42Nach Ubungsaufgabe 7 ist das fiir ein zylindrisches ‘Horn’ im Einklang mit (2.8).
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mit geeigneten Ay € C und daraus

eikét u<x7 t)

™o

—_

-

~

T

[N
=
Q
S

&

1 ik 1\ 1 ik 1\ _,
- W2 et g, - 2 (L2 ) emike g (237
g (o) A g (5 ) oo AL

Aus (2.37) folgt

ik 1 - ik 1 .
(Z— — —2) €+ka A+ = ikce <,LL> Z/{(l’) + (Z_ + _2) 67“%: A_ y

T T T T

2.36
e A =z P(x) — A e* .

Beides zusammen liefert

As = (% + L) o7 p(a) £ UL riey @) v >0

2k 2
und somit
L—}—ajl sin (kL )) » L+az .
P(x = kL P(x ¢ sin (kL) U(xs),
@)z (e eosthon) = ) Py —ie () s (k) U

; =  — L+ 331 sin( L cos x
) = (( +() ) (k) - <1<:L>> P2

ey (cos(kL) + ki sm(kL)) Ul(z)

fiir beliebige zum Hornabschnitt gehorige xq, 22 > 0, wobei L def xro — x1 (evtl.
negativ). Die entsprechende akustische Kettenmatrix ist also®

(i—f cos (kL) — 312(:1L)> —ic () %
% <<ﬁf + ( )2) sin(kL) — = cos(k;L)) o (cos(k‘L) + k%zl sin(kL))
(2.38)
da
L+xzy  xy  [S(x2)
vy oxy \| Sz’
Mit

o e ) k( i) fiir j = 1,2

Version vom 21. November 2009
43Im Grenzfall des zylindrischen Rohres (z1 — +oc) ergibt sich daraus wieder die akustische
Kettenmatrix von Ubungsaufgabe 7 (mit L statt h).
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gilt
in(kL in(k(L+1;
ity < SED) s (B(L 1)
kx; sin(kl;)

J

sowie

1 , 1 1 sin (k(L+ 11 —[2))
1 L —_— L) =
( * kx4 k@) sin(kL) + (kxg kxl) cos(kL) sin(kly) sin(kly)

und somit geméf (2.35)/(2.38):

-sin(k(L—1 [
(1) ¢ L S(in((kl2)2))xké(x2) B Sgéiz) sin(kL)

sin(k(L+11—12)) . (uyé sin(k(L+11))
Sla1) — sin(kl1) siil(k?g) Xia(22) — Zsf;g) sin(kl1)1
Hieraus folgt fiir xq1, 29 > 0:
¢ sin (k(xy — in(kl
Xo(y) = —i € sinlk(@s = a))sin(hly) g a0 0y g (2.40)

S(xq)  sin(k(xe —x1 + 1))
Daraus erkennt man:

1. Die fiir Xye(x1) = Xpe(r2) = 0 moglichen Wellenzahlen sind

T
k=n , neEZ,
Tog — T

wie bei einem zylindrischen Rohr der Linge |25 — 21| (vgl. Ubungsaufgabe 5).
2. Die fiir Xps(z1) = 00, Xpe(wo) = 0 moglichen Wellenzahlen sind*

oo T tan~! (k) Cnez

Lo — 1

(fiir 9 < 7 ebenso wie fiir 25 > x7).

Blasinstrumente mit konischer Bohrung iiberblasen deshalb in die Oktav. Wenn die
Schwingungen am weiten Ende erregt werden, dann geschwindigkeitsgesteuert (ge-
ringe Eingangsimpedanz, wie bei der Barock-Blockflote), wenn sie am (hinreichend
kleinen) engeren Ende erregt werden, dann druckgesteuert®” (grofie Eingangsimpe-
danz, wie bei Oboe, Fagott und Saxophon).

Version vom 21. November 2009
4Da das konische Hornstiick fiir 2; — oo in ein zylindrisches Rohrstiick iibergeht, ist das im
Einklang mit der entsprechenden Aussage in Ubungsaufgabe 5.
45Weil die Schallschnelle bei verschwindender Eingangsimpedanz im Grenziibergang zum (un-
geddmpften) vollstindigen Horn (Eingangquerschnitt — 0) divergiert (wenn die stehende Welle bei
diesem Grenziibergang nicht verschwindet) (Ayers et al., 1985, Fig. 4).
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2.3.3 Spezielle akustische Komponenten
Eine akustische Kapazitdt *°

X, = ! C>0

Y wC ’

stellen wir graphisch detaillierter durch

—H”C— statt — ¥ —

eine akustische Imduktivitdt

X, =—wl, I>0,

AW — stae ]
1

und eine akustische Resistanz

durch

X, =R, R>0,
durch

— R — statt — x —

dar. Z.B. gilt nach (2.10) fiir ein ideal schallhart abgeschlossenes zylindrisches Rohr
mit dem Radius R und der Linge L < 1/k

1
Xo(0) > ——F——,
o L2
W TR
es kann also niherungsweise als akustische Kapazitit C = Z8L  — (k) TR*L und

W 23
aufgrund dieses Wertes als Luftfeder mit dem Luftvolumen 7wR?L vorstellen, die
sich entsprechend der Kompressibilitit () auf den angreifenden Druck einstellt.”
Entsprechend folgt aus (2.11) fiir ein ideal offen’® ‘abgeschlossenes’ zylindrisches
Rohr mit dem Radius R und der Linge L < 1/k

() L
X,00) = —iw——.
(0) = —iw—ms
Man kann es sich also ndherungsweise als akustische Induktivitit I = % und auf-

grund dieses Wertes als starre Masse vorstellen, die sich im Sinne von NEWTON unter

Version vom 21. November 2009
46Man beachte, daB wir die periodische Zeitabhéingigkeit durch e™*? statt e™** beschreiben.
4"Deshalb wird im Englischen auch die Bezeichnung compliance fiir akustische Kapazitit ver-

wendet.
48Man beachte die Ausfithrungen zu effektiven Rohrlinge am Schlufl von 2.1.2.
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dem Einflufl der aus den Druckverhiltnissen resultierenden Gesamtkraft bewegt.*’
Eine akustische Resistanz lat sich ndherungsweise durch ein mit einem Glaswoll-
pfropfen versehenes Rohrstiick realisieren, bzw. als Parallelschaltung extrem diinner
Rohre vorstellen, in denen die Luftbewegung bei gegebenem Druck i.w. nur durch
die Viskositédt bestimmt wird.

I:.'Jbungsaufgabe 9 Man zeige, dafl sich ein zylindrisches Rohr geméafl
Ubungsaufgabe 7 niherungsweise als akustische Vierpolkette der Form®

auffassen 148t (in Analogie zu elektromagnetischen Hohlleitern), wobei
die akustische Kapazitéit proportional zum Rohrquerschnitt, die akusti-
sche Induktivitit dagegen umgekehrt proportional zum Rohrquerschnitt
ist.

Entsprechend (2.38) gilt fiir die akustische Kettenmatrix eines ungeddmpften ko-
nischen Horns mit (i.a. abgeschnittener) Spitze bei x = 0 fiir |(zy — z1)k| < 1

1 —ihe —t
. T1 2
Mie(w1, 29) = . L/S(z1) S(a2) ’
—zkcw—ég 1

wobei ¥ den Neigungswinkel der Hornmeridiane gegen die Symmetrieachse bezeich-
net. Deshalb 148t sich die akustische Kettenmatrix z.B. eines Trompetenmundstiicks

Version vom 21. November 2009
49Deshalb wird im Englischen auch die Bezeichnung inertance fiir akustische Induktivitit ver-
wendet.

*OEigentlich miiite man zus#tzlich eine (fiir nicht zu enge Rohre) geringfiigige Resistanz in Serie
mit der Induktivitit und eine grofle Resistanz parallel zur Kapazitéit ‘schalten’ — entsprechend
einer Ersetzung k +— k—+iX\ (A > 0, siehe 2.1.3) in den Ausdriicken fiir die Kettenmatrix-Elemente,
wodurch sich deren Nullstellen in die untere komplexe Halbebene verschieben.
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ndherungsweise durch die Ersatzschaltung

O

O

darstellen, wobei®!

Mundstiickvolumen L
Oy = > R T e —
<:u> ¢ S(ilfl) S({Eg)

was (niherungsweise) die Anderung

Zin(w) —iwly + R
—’iwaZin(W) + 1

Zin(w) — fur |(zg —x)k| < 1

der Eingangsimpedanz zur Folge hat.

Wenn man in die Seite eines Schallrohres mit der Kettenmatrix ]\Zfalt(a:l, x9) bei
x = 2’ ein Tonloch einsetzt, dann geht die Kettenmatrix in

Mneu<m17 (L’g) - Malt(xla I,)MLochMalt<x,7 l’g) .

iiber. Dabei entspricht MLOCh ndherungsweise der Ersatzschaltung

_——

mit®?

vy - e (5)2 » i cot(kl®) fiir das abgedeckte Tonloch,
o —ikl? fiir das offene Tonloch,

X, =

(u)é 2 1kl*  fir das abgedeckte Tonloch
e (7)) %
r 1kl3  fiir das offene Tonloch ,

Version vom 21. November 2009

IDer Mundstiicksstengel hat das Volumen 27 (1 — cos¥) (23 — #}) ~ L/S(21) S(x2). Dem ist
noch das Volumen des Mundstiickkessels (je nach Lippenansatz) hinzuzufiigen. Man beachte:

3 3 z1 T2

x5 —ay) — 3r1x9(20 — + 2

L 3_132(2 1):if B <lfor L<a.
(23 — 27) O4ny

927ur ersten Orientierung siehe (Nederveen, 1969, Abschn. 15).
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wobei R den Schallrohrradius bei x = a2’ bezeichnet, r den Tonlochradius und
3,035,113 in (Keefe, 1982) genau angegebene (auch von R und r abhéngige) Pa-
rameter® sind.

Version vom 21. November 2009

»3Die Parameter [5, (2 sind je nach Tonlochabdeckung unterschiedlich zu wéhlen.




Kapitel 3

Blasinstrumente

3.1 Druckgesteuerte Blasinstrumente

3.1.1 Vereinfachte Modelle der Schwingungsgeneratoren'.

Wir stellen uns vor, dafl sich am Eingang des Horns ein Schwingungsgenerator der
in Abbildung 3.1) dargestellten Art befinde.

Abb. 3.1: Vereinfachter Schwingungsgenerator fiir Holzblasinstrumente

Die ¢-Koordinate fiir die Ruhelage des Kolbens fiir Py = P, sei & < 0. Fiir (nicht
zu groBe) konstante? Druckdifferenz Py — P, gilt dann in der Ruhelage?

£x &+ NPy — P) ) def Kolbenfléche
~ S0 0— Le), =

Federkonstante ’

solange der Kolben den Horneingang noch nicht ganz verschliet und man die Wir-
kung der stromungsbedingten lokalen Druckénderungen vernachléssigen kann. Fiir

Version vom 21. November 2009

1Siehe (Fletcher und Rossing, 1991, Chapter 13)

2Fiir Py — P, > 0 muf aufgrund nie ganz vermeidbarer Diampfung (P) am Horneingang einen
hoheren Wert haben, als am Hornausgang. Dann liegt im Horn, streng genommen die Uberlagerung
einer Schallschwingung mit einem konstanten (geringfiigigen) Luftstrom vor.

3Die stationiire Situation 148t sich z.B. durch Ausfiillen des Horns mit Glaswolle erreichen (vgl.
(Benade, 1976, Fig. 21.4)).

99
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0 < Py — P, << By (und nicht zu grofiles —&;) ist der Luftstrom in das Horn

Jstat ~ _)\15 V PO - Pe ’ (31)

mit einer geeigneten Konstanten A; > 0.

Begriindung: Wenn nur Druck- und Trigheitskrifte wirken,* gilt fiir die Bahnkurve
x(t) eines ‘Fliissigkeitsteilchens’

—grad P(x(t),t) = p(x(t),t) X(t)

(siche Ableitung von (A.12)), woraus nach Bildung des inneren Produktes mit %(t)
fiir stationére Stromungen, also im Falle

P(x(t),t) = P(x(t)) , p(x(t),t) = p(x(t))

die BERNOULLI-sche Gleichung
25P(x®) | d
p(x(t)) * dt

folgt. Wenn die Luft (lokal) einen adiabatischen Prozef durchlduft, also P p~” kon-
stant ist (vgl. Abschnitt 1.4.1), ist die BERNOULLI-sche Gleichung #quivalent zu®

x(t)? =0

24 Py ( 1-1/y _ pl-1/v 2 2
0 (pl-tr o p >+v —vi]? =0,
(’Y — 1) Lo 2 1 | 2| | 1‘
wobei def def def
Pj = P(x(tj)) y M= :U’(X(tj)) y Vj = X(tj)
Mit

Py P (1 1) P (P - )

und den Identifizierungen

Py = I,

Py = F ;

vy =0 = Luftgeschwindigkeit vor dem Eingang zur Eintrittsoffnung,
Vo = Luftgeschwindigkeit an der Austrittsoffnung,

folgt daraus die Behauptung, da die Fliche der Austrittséffnung proportional zu —&
ist . 1

Fiir Py — P, € (0, —&,/\) ergeben beide Niherungen zusammen

Jaar & JI (Py— P) < X &(Py — P)YV2 = A A (Py — P2 (3.2)

Version vom 21. November 2009

4Viskositét bleibt hier also unberiicksichtigt!
SDenn v > 1 und

24 P(x(t) _ 29 PV (x(1) d i1y x
p(x() (v =1) e Tl (x(1)) -
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Als Funktion von Py — P, hat Jg.: also etwa folgenden Verlauf:

H
Jstat

Py — P,

0

_'50 _

&

)
Fiir nahezu monochromatischen Schalldruck p(t) = P.(t) — (P) mit einer Frequenz
weit unterhalb der Eigenfrequenz des Kolbens stimmt der zeitabhéngige Flufl J(t)
niherungsweise mit dem statischen iiberein:®

J(t) = Jtat <P0 — Pe(t)> (quasistationdre Niherung) .

Dann ist die Horn-Eingangsimpedanz niherungsweise” durch

-1
def 0
X (STt (= Pl (33)
gegeben, also nur fiir Py — P, € <_3—§0, —Tﬁo] positiv. Fiir hohere Frequenzen ist die

rechte Seite von (3.3) noch mit einem Phasenfaktor ¢ zu multiplizieren, weil sich
die Kolbenauslenkung entsprechend verzogert auf den Druck einstellt. Dabei ist

1 € (0,7/2) unterhalb der Kolben-Eigenfrequenz und v € (7/2,7) oberhalb der
Kolben-Eigenfrequenz. Da der Realteil der Eingangsimpedanz stets nichtnegativ ist

(Passivitit des Horns), ist unterhalb der Kolben-Eigenfrequenz® nur dann Schwin-
gungserregung moglich, wenn Py — P, € <_3_§0’_T§0) ist. Das zeigt auch, daf§ der

Anblasiiberdruck einen Mindestwert nicht unterschreiten darf, wenn eine entspre-
chende stationdre Schwingung mdglich sein soll. Dieser Wert 148t sich allerdings
durch Ausnutzung der (bis hierher vernachlissigten) BERNOULLI-Kraft noch absen-
ken.”
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6Bei hinreichend kleiner Druckfrequenz stellen sich der Kolben und die einstrémende Luft prak-
tisch verzogerungsfrei auf den Druck ein und der vom Kolben direkt bewirkte Luftstrom kann
vernachléssigt werden.

"Bei stirkeren Schalldruckschwankungen (stéirkerer Anblasdruck bei gleichem &) ist die lineare
Néherung nicht mehr gerechtfertigt. Dementsprechend treten die Oberschwingungen stérker in
Erscheinung und fithren u.U. (U berblasen) zu einer Anderung der Grundfrequenz.

8Die untersten Eigenfrequenzen der tatsiichlich (anstelle des Kolbens) verwendeten Rohrblétter
liegen wesentlich hoher als die Grundfrequenzen der bei normalem Musizieren gewiinschten Tone.

9Vgl. (Benade, 1976, Fig. 21.4).
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Ein vollig anderes Bild ergibt sich fiir die in Abbildung 3.2 dargestellte Konfigu-
ration.

Abb. 3.2: Vereinfachter Schwingungsgenerator fiir Blechblasinstrumente

Hier wird das Ventil durch den Anblasdruck Py geoffnet, statt geschlossen und statt
(3.2) gilt nun

© MGo(Po = Po)'? + MA(Ry = R)Y? fiir Py — P> =&/ ).

(3.4)

Jstat ~ s]?at(PO - Pe)

mit & > 0. Fiir positive Argumente hat J2 . etwa folgenden Verlauf:

B
Jst at

P, — P,

&
3\

>~[a

Die linear gendherte Horn-Eingangsimpedanz

~1
def (O
X5 (B (Po= Py (35)

fiir nahezu monochromatischen Schalldruck mit einer Frequenz weit unterhalb der
Eigenfrequenz des Kolbens ist nun fiir Py > P, stets negativ. Ein Schwingungsge-
nerator gemafl Abbildung 3.2 kann daher fiir Py > P, an keinem Horn periodische
Schwingungen in einem Frequenzbereich anregen, fiir den die quasistatische Néhe-
rung nicht zu schlecht ist. Ein solcher Schwingungsgenerator, der grob vereinfacht die
Funktion der Lippen eines Blechblédsers beschreibt, kann aber — bei geeigneter Horn-
geometrie — in einem Bereich oberhalb seiner FEigenfrequenz Schwingungen anregen,
weil dann die Phasenverschiebung der Kolbenposition gegeniiber der Gesamtkraft
zu einem positiven Realteil der Eingangsimpedanz fiihrt.



3.1. DRUCKGESTEUERTE BLASINSTRUMENTE 63

3.1.2 Wirkliche Rohrblatt-Holzblasinstrumente'’

Eine realistischere Bewegungsgleichung fiir das Rohrblatt an einem Klarinetten-
mundstiick (sieche Abbildung 3.3)

Abb. 3.3: Rohrblatt auf einem Klarinettenmundstiick

ist nach (Schumacher, 1981)

: J(Put) - P(1),€1))
m, E(t) + pe £(t) + Dy (E(t) — &) = Pol(t) — P(t) — (w) ( )

N | —

B &(t) tan S, ’
(3.6)
wobei die hier eingefiihrten Grofien folgende Bedeutung haben:!!
pr = Déampfungs‘konstante’ des Blattes,
D, = Feder‘konstante’ des Blattes,
m, = effektive Blattmasse,
B = Breite der Blattspitze,
0 = Offnungswinkel der Mundstiickspitze (= 30°),
S, = effektive Blattflache.

Der letzte Term in (3.6) entspricht der BERNOULLI-Kraft.

Anmerkungen:

e Die Dampfung wird hauptséchlich durch die Lippen bestimmt, die das Blatt
andriicken.

e Die niedrigste Eigenfrequen ist etwa 10- bis 20-mal so gro8 wie die Grundfre-
quenz des gespielten Tones.'? Deshalb ist der Wert der effektiven Blattmasse
nicht so wesentlich (vgl. Ubungsaufgabe 1).

e Die Federkonstante des feuchten Blattes ist nur etwa halb so grofl wie die des
trockenen Blattes, die Eigenfrequenz entsprechend niedriger.

e Die effektive Blattfliche verkleinert sich bei erh6htem Lippendruck, weil das
Blatt iiber eine grofiere Strecke fest auf die Bahn gedriickt wird. Sie schwankt
zwischen 0,2 B2 und 2 B?, wobei B die Breite der Blattspitze (=~ 1,4cm) be-
zeichnet,.

Version vom 21. November 2009

0Zur Entwicklung der Klarinette siehe (Restle und Fricke, 2004).

HDa auf der rechten Seite von (3.6) ein Druck statt einer Kraft steht, haben p,, D, und m,
natiirlich andere physikalische Dimension als die entsprechenden GroBen p, D und m in Ubungs-
aufgabe 1.

2Man beachte in diesem Zusammenhang die Ausfithrungen zum Schluf von 1.3.2.
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Der reelle Luftvolumenstrom

J=Ji+5.¢ (3.7)

setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, namlich dem Strom J; durch den Schlitz
zwischen Blatt und Mundstiick und dem mit der Blattschwingung verbundenen
akustischen Flu} S, ¢ . Eine realistischere Version von (3.1) ist

Jaar = M €)Y (Py— P)Y fiir £ <0; ¢=3/2, (3.8)

also
q

Jg
P . P ~ stat
0 )\(f 52 ;

mit einer experimentell (siehe (Backus, 1963)) bestimmten positiven Konstanten A; .

Erliuterung: Die Abweichung von (3.1) wird i.a. grob folgendermafen erklért:

1. Bei vorgegebenem Py laft sich |£] durch Ansatzéinderung variieren. Dabei hingt
aber die Flidche des seitlichen Teils der Eintrittséffnung nichtlinear von || ab.

2. Bei vorgegebenem [¢] ist die Fliche der Eintrittsoffnung eine monoton wachsen-
de Funktion von P, weil der Lippendruck bei hoherem Py geringer sein mufl
und das Blatt deshalb nicht so weit auf der Bahn aufliegt.

Der erste Anteil von J geniigt deshalb in guter Naherung der Gleichung

. qu
M, Jy=Py— P - :
’ X 2

(3.9)

wobei . . o
effektive Masse der Luft in der Eintrittsoffnung

° Eintrittsfliiche?
die akustische Induktivitit (akustische Masse) der Eintrittsoffnung bezeichnet, die

Werte zwischen 3000 kg/m? und 1000 kg/m* annimmt, wenn der zeitliche Mittelwer-
te von —¢ zwischen 0.1 mm und 1 mm liegt.

Anmerkung: Die Anwendung der Betrachtungen von Anhang A.4 auf eine schmale
Rechteckmembran anstelle der kreisfsrmigen Membran (Kolbenoberfliche) wiirde

(w)y (L 1 2B
H <« B M~~~ —=4+—-(14+2In—
< = M, B H+7r + nH

fiir eine Rohre der Lange L mit rechteckigem Querschnitt der Seitenldngen B und H
zeigen (vgl. (Sivian, 1935, Note II), (Backus, 1963, Gleichung (18)) und (2.8)).

Gliicklicherweise scheint der Einflufl der akustischen Masse auf die Blattschwingung
nicht wesentlich zu sein, so dafl deren genaue Kenntnis nicht so wichtig ist.

Im Prinzip sollte es moglich sein, aus den Gleichungen (3.6), (3.7) und (3.9)
(bei Kenntnis aller Kenngroen) J(t) als Funktional von Fy(.) — P(.) zu bestimmen.
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Die (nahezu) moglichen Schwingungen des Instruments zu vorgegeben Anblasdruck
Py(t) waren dann durch diejenigen Funktionen p(t) = P(t) — (P) charakterisiert, fiir

die
1 1 - .
)y ~ — [ X, |— [ JIP)— P|(t) e~ dt' | e ™!d
) ~ o= [ (o [am- Pl et ar) ctay
1

= — [ A, e—w—t’)dw) J[Py — P)(t)dt’
(e o) e
gilt, wobei X, die frequenzabhingige Eingangsimpedanz der Bohrung (Horn) be-
zeichnet (vgl. (Schumacher, 1981)).

Anmerkung: Aus Kausalitétsgriinden (vgl. Abschn. 3.1.2 von (Liicke, ftm) sollte

die Greensche Funktion
def

1 .
G(t) = E/Xw e_“"tdw

des Bohrungseingangs fiir negative ¢ verschwinden.

Aufgrund der nichtlinearen Abhéngigkeiten ist eine allgemeine Losung kaum zu
erarbeiten. Deshalb sei auch hier der Fall fastperiodischer Schwingung in linearer
Néherung betrachtet, was natiirlich nur bei sanftem Anblasen gerechtfertigt ist,
aber doch schon charakteristische Aussagen fiir das Instrument liefert:

Zunichst vereinfachen wir (3.6), indem wir den BERNOULLI-Term und (entspre-
chend Teil ¢) von Ubungsaufgabe 1) m, vernachlissigen. Mit den Definitionen

A de P, — (P
& ey D) (3.10)
D,
und
def o
gosz - f_ 60 (311)
ergibt sich dann fiir konstantes'® P, > (P)
Pr éosz + Dr fosz ~ —p. (312)
Weiterhin definieren wir
e ~ |2/4 e
Jo E Jaw(mo) = M| p/", poE Py (P) (3.13)
(3.8)
und
Josz déf Jf - JO (314)
sowie '
Jou 77 Jowy + Seoss - (3.15)

0 (3.7)?3.14)

Version vom 21. November 2009

13Die Schalldruckschwankungen von P, liefen sich durch Addition der (relativ kleinen)
akustischen Impedanz der Mundhohle zu der des Bohrungseingangs beriicksichtigen (siehe
(Fletcher und Rossing, 1991, Abschn. 13.3)).
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GeméfB der Annahme
0<Jo> Jow, 0< &> —Eou
(kleine Schwingungen) verwenden wir die (TAYLOR-) Néherungen
JEm JE 4 q I8 Jow

und ) )
5_2 ~ 60_2 - 250_3§05z .

Setzt man diese N#herungen in (3.9) ein und beriicksichtigt nur Terme erster Ord-
nung in Jyg,, s, SO erhélt man

7 1 2 08z —
Me ']osz Npo—Pp— q &9 (Jg (1 - gA—) + q Jg ! Josz) . (316)
A1 &0 €o
Mit (3.13), also
Do ~ Jo
g
und (3.15) ergibt sich daraus
—~ gosz Po : d -
b= 2]70 éo q 70 <<]ak Sr gosz> Me (Jak Sr §OSZ> . (317)

Im fastmonochromatischen Falle
p(t) ~ Pefiwt _i_feJriwt 7 Jak(t) ~ jefiwt +76+iwt ’ gosz<t> ~ Aefiwt 4 ZeJriwt
vereinfachen sich (3.12) und (3.17) zu

P

A~ ————
wpy — Dy

und

P%Zpoé— (q@ —ine> (J +iw S A) .
€o Jo

Einsetzen des Ausdrucks fiir A in die letzte Gleichung und Division durch P liefert
schliefflich fiir die Bohrungs-Eingangsimpedanz X, ©p /T :

Y )~ 2/ (wp = D) ws,
o (iwpr — Dy) (apo/Jo — iwy)  iwp, — D,
2 - WP

oo (1-i) g ws,

(3.18)

= —I—Z

- WPy - w M Ji - WPy ’
(1 — ZD_pr> (1 — ZTOO> qPo (1 - @ﬁ) D,
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Grofe: H w ‘ M, ‘ Jo ‘ Do ‘ S ‘ 1/D, ‘ R(.) ‘
SI-Maf3zahl: H 1000 ‘ 2000 ‘ 10~* | 2000 4x1078 ‘ 18 x 1079 ‘

1x10™

Tabelle 3.1: Typische Werte fiir die Klarinette nach (Nederveen, 1969, S. 33)

vorausgesetzt natiirlich, daf§ die monochromatische Schwingung tatséchlich (néhe-
rungsweise) moglich ist.
Fiir realistische Werte (siehe Tabelle 3.1) gilt

wMeJo WPy

SR <1/10, <310,
und damit
R (V) ~ ( 2P _ 1) o (3.19)
—&0 D, qPo
sowiel

%(yw) ~~ %(yw) (wpr <1 + 2p+_1> i wMeJo) + wS;

Dr ¢ Dx qPo Dr
T g - MeJ Sr
AR A fo p e ) B (3.20)
(3.10) D, 50 — 550 qPo D,

Da der Realteil von der akustischen Eingangs-Leitfahigkeit ), positiv sein muf,
folgt aus (3.19) die Bedingung

2po 2 Do
> —& &0 — —~,

also

_ SODr
Po > =3 -

Wiederum mit (3.10) folgt daraus

—éo < —éfo .

Die mittlere Auslenkung der Blattspitze muf} also groBer —&y/3 sein.
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HMFiir realistische Werte folgt aus (3.19) und (3.20):

0<S) <R -




68 KAPITEL 3. BLASINSTRUMENTE

Aus (3.10), (3.13) und (3.19) folgt

ROL) ~ (2@0—;&))_1) % G D e sl
—Q0
_ (3 R T T N Y
= (36 -20) o Dl 1=
und somit o)
1 4 3 ~
R(OV.) =D Jeolt ™ w(6o/o). (3.21)
wobei - -
A . AN A c |
wq(&o/&o) © (1—§§—z> % 1—%

Die Ableitung der Funktion

In (ws2(z)) = In(1 — gx) - %m (1 - 1)

verschwindet iiber dem Intervall [0,2/3] nur an der Stelle z = (2 — v/2)/3 an. Das
gleiche gilt folglich fiir die Funktion ws/(x) selbst und somit:

2-v2
sup wg/g(x):wg,/g( 3 >%O,441.

z€[0,2/3]

Da |&] fiir die Klarinette maximal nur etwa 1 mm sein kann und die SI-Maflzahl
von A; (nach (Nederveen. 1969, S. 34)) etwa 0,3 ist, folgt damit aus (3.21) (und
1/D, =~ 4 x 107® entsprechend Tabelle 3.1) in etwa

0<R(Y,) <0,62 x 107° x SI-Einheit .

Die obere Schranke entspricht etwa dem Kehrwert des (in Ubungsaufgabe 8 ein-

gefiithrten) Wellenwiderstandes ’TM—I“;Z (R ~ 7,5mm), ist also auflerordentlich klein.

Trotzdem betrigt sie etwa das H0-fache des tatsdchlichen Realteils der akustischen
Eingangsleitfihigkeit.'®

Um iiberhaupt einen leisen Ton zu produzieren, pafit der Blaser R ()),) den
tatsdchlichen Gegebenheiten an, indem er durch seinen Lippenansatz und -druck &,
(und den genauen Wert von D,) festlegt und den Anblasdruck Py so weit ansteigen

laBt, dafl |§0|§71 wq(éo /&) den entsprechenden Wert erreicht. Die Frequenz der er-
zeugten fastmonochromatischen Schwingung entspricht grob derjenigen, fiir die (bei
der gewahlten Griffweise) der Betrag der Eingangsimpedanz maximal ist. Zur Fein-
abstimmung der Tonhéhe mufl dann noch $ ()),,) passend eingerichtet werden (siehe
(Nederveen, 1969, S. 34/35)).
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5Der entsprechend grofie Realteil (beachte Fufinote 14) der Eingangsimpedanz fiir die Reso-

nanzfrequenzen entsteht, wie in 2.1.3 erlautert, durch die unvermeidliche, wenn auch geringfiigige,
Dampfung aus der sonst rein imaginidren Impendanz.
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Typisch fiir Holzblasinstrumente sind

1. Ein Anblas‘ventil’ (Einfach- oder Doppelrohrblatt), dessen Offnung durch den
Anblasiiberdruck verringert wird.

2. Starke Riickwirkung der schwingenden Luftsdule auf den Schwingungserreger.

3. Verwendung vieler Tonlocher zur Erzeugung einer Tonleiter. .

Sie haben — mit Ausnahme der modernen Flote und des Saxophons — eine lange
Evolution hinter sich und sind daher nicht nach einem vollstédndigen logischen Plan
konstruiert.

Die Kraft auf das Blatt setzt sich aus folgenden Anteilen zusammen:
1. Lippen- und Auflagekraft.

2. Anblas-Uberdruck

3. Strahlungsreaktionskraft (Z-Schnelle) auf beiden Blattseiten.

4. BERNOULLI-Kraft.

Das Rohrblatt hat u.a. folgende Einfliisse auf die Resonanz-Frequenzen:

1. Die Resonanzfrequenzen werden abgesenkt und liegen grundsétzlich unterhalb
der Eigenfrequenz des frei (ohne Mundstiickhohlraum) schwingenden Rohr-
blatts.

2. Eine Anderung der Eigenfrequenz (durch Anderung des Lippendrucks ent-
sprechend der Bahnkriimmung) beeinfluffit die Resonanzfrequenzen, die weit
unterhalb der Eigenfrequenz des Rohrblatts liegen, nahezu gleichartig. Der
Einfluf} auf die hoheren Frequenzen (z.B. ‘kurze Tone’) ist grofer.

3. Die Dampfung durch die Lippen reduziert die oben beschriebenen Einfliisse.

Die Klarinette ist das am besten berechnete Instrument. Die Blattbewegung wird
durch eine Integro-Differentialgleichung beschrieben, die analytisch kaum zu beherr-
schen ist, aber auf dem Computer numerisch berechnet wurde(Schumacher, 1981).
Die Ergebnisse zeigten gute Ubereinstimmung mit tatséichlichen MeBdaten.

Plitnik und Strong (1979) (Zitate siehe (Fletcher und Rossing, 1991, S. 425)) ha-
ben die Ersatzschaltung fiir die Oboe mit der gemessenen Strahlungsimpedanz und

Version vom 21. November 2009
16Im Gegensatz zur Orgel, die fiir jeden Ton eine andere Pfeife verwendet. Allerdings sind z.B.
auch Kornett und Serpent Tonlécher vorhanden.
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den Daten von Keefe (1982a) fiir die Tonlocher durchgerechnet und ziemlich genaue
Ubereinstimmung mit den tatséchlichen akustischen Eigenschaften der zur Berech-
nung vermessenen Oboe gefunden (Fletcher und Rossing, 1991, S. 404, 3. Absatz).

e Aus der WEBSTER-Gleichung (insbesondere in der Form (2.22)) erkennt man
leicht, dafl benachbarte Schwingungsmaxima und Schwingungsminima i.a. nur
bei konstanter Hornfunktion alle gleiche Absténde haben.

e Als Register bezeichnet man den Tonbereich, der zwischen zwei Schwingungs-
moden liegt (Duodezim bei zylindrischer Bohrung, Oktav bei konischer Boh-
rung). Benutzt werden i.d. Regel nur tiefes, mittleres und hohes Register.

e Damit Zwischenténe durch Offnen geeigneter Tonlocher erzielt werden, muf
die Abschneidefrequenz durch die offenen Locher entsprechend erhéht werden,
was natiirlich nur fiir die untersten Register moglich ist.

e Bei den ‘kurzen’” Tonen entweicht Schallenergie durch mehr Tonl6cher, die
Schallreflexion in der Rohre und damit die Resonanz ist also geringer. Die
‘langen’ Tone (diejenigen mit vielen abgedeckten Tonléchern) klingen deshalb
besser und sind daher i.d. Regel stabiler.

e Die Bahnkriimmung des Klarinettenmundstiicks bestimmt die Art der Nicht-
linearitét der Blattschwingung,'” die wichtig ist, um durch Riickkopplung mit
dem Schallrohr und der Mundhéhle jeweils (abhéngig vom Luft- und Ansatz-
druck, evtl. auch vom Sitz der Blattklammer) die richtige Grundfrequenz zu
stabilisieren (vgl. Benade, S. 259).

Die einfachste Messung der Eingangsimpedanz benutzt zwei versetzte Mikropho-
ne, zur niherungsweisen Bestimmung des Schallgradienten und damit der Schnelle,
und eine Eingangsschallquelle.

Als Referenzebene fiir die Eingangsimpedanz der Klarinette benutzt man meist
die Stelle, an der das Mundstiick aufgesetzt wird. Backus (1974) bezog sich allerdings
auf die Blattflache.

Die Form der Mundstiickspitze hat einen grofien Einflufl auf die BERNOULLI-
Kraft und damit auf die Lautstédrke des Instruments. Das nutzten die alten Jazz-
Musiker aus, ihren Instrumenten eine ohrenbetdubende Lautstéirke zu verleihen, in-
dem sie Kaugummi geschickt in der Mundstiickspitze anbrachten.

Version vom 21. November 2009
TDer genaue Zeitablauf der Schwingung gegebener Periode bestimmt die Amplitudenverhéltnisse

der Oberschwingungen. Vorsicht: Die Grundfrequenz der natiirlichen Blattschwingung ist wohl
schon hoher als die gewiinschten Toéne?
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Bei Harmonium, Mundorgel und Akkordeon werden die schwingenden Blétter
durch den Anblasdruck gedffnet, statt geschlossen (man kann sie auch durch Ansau-
gen zum Schwingen bringen).

Bei Einzel- oder Doppelrohrblédttern wird die Frequenz druckgesteuert, deshalb
sind die Druckschwankungen am Mundstiick maximal, was in etwa dem ideal schall-
harten Abschlufl entspricht. Ein Luftblatt (bei der Flite) gleicht dagegen jede Druck-
schwankung durch Ausweichbewegung aus, so dal am Mundstiick die Geschwin-
digkeitsschwankungen maximal sind, was in etwa der Bedingung idealer Offenheit
entspricht.

Wegen der Tonlocher — deren Offnen eine effektive Verkiirzung des Schallkérpers
bewirkt — sollte die Form bei Kiirzung und entsprechender Reskalierung wieder in
sich iibergehen. Das zeichnet die BESSEL-Horner mit = € [0, L] aus, von denen
die Réhre und das konische Horn (mit Spitze bei © = 0) wegen der harmonischen
Anordnung der Resonanzfrequenzen bevorzugt sind.

Tiefer klingende konische Blasinstrumente werden in der Regel ‘gefaltet’, damit
die Tonlécher in die N#he der Finger gelangen.'®

Die Theorie der Tief- und Hochpaffilter (die auch bei Schallddmpfern Verwen-
dung finden, vgl. (Skudrzyk, 1954, S. 352)) macht folgendes versténdlich:

Abgesehen von Querfléte und Saxophon haben die Tonlocher einen charakteristi-
schen Einflul auf den Klangcharakter eines Instruments.'? Geschlossene Tonlochrei-
hen unterdriicken hohe Frequenzen, und priagen dadurch besonders den Klang der
Oboe. Offene Tonlochreihen sondern dagegen die tieferen Toéne aus und strahlen
die hohen Frequenzen mit enger Richtungscharakteristik aus.?’ Zur Angleichung
des Klangcharakters der ‘langen’ Tone ist deshalb ein Schallbecher geeigneter Form
notig.

Fiir die Anordnung der Tonlécher ist folgende Regel von Lord RAYLEIGH zu
beachten:

Das Verhéltnis des Volumens eines geschlossenen Tonlochs zum Volumen
des Bohrungsteil zwischen den Nachbarléchern muf3 fiir alle Tonl6cher
gleich sein.

Deshalb werden die Tonlécher zum Schallbecher hin grofer.?!
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18Bzgl. der gekriimmten Bohrungsteile siehe (Nederveen, 1969, Abschn. 37).
YEine Klarinette ohne Bohrlécher hitte einen dumpfen, unspezifischen Klang.
20Bei Flote und Saxophon werden die Frequenzen so abgestrahlt, als kimen sie alle i.w. aus
einem einzigen Tonloch.
2IDie Querflste bildet auch hier wieder eine Ausnahme.
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3.1.3 Blechblasinstrumente
Typisch fiir Blechblasinstrument sind

1. Ein Anblas‘ventil’ (gebildet durch die Lippen des Blisers), dessen Offnung
durch den Anblasiiberdruck vergrofiert wird.

2. Geringe Riickwirkung der schwingenden Luftsidule auf den Erregungsmecha-
nismus (die Lippen des Bléasers).

3. Die Verwendung von Ventilen anstelle von Tonlochern, um die effektive Rohr-
lange — durch Hinzu- oder Abschalten von Rohrstiicken — zur Erzeugung von
Zwischenténen zu variieren.

Die Lippen bilden auch einen dehnbaren Abschluff des Mundstiick-Kessels. Die
Luftmasse des Schallkorpers hat nur geringe Riickwirkung auf die grofle Lippenmas-
se. Daher miissen bei Blechblasinstrumenten die ersten Impedanz-Maxima durch
spezielle Mundstiickform verstiarkt werden.

Hornisten variieren die Form des Schallbechers bewuft durch Stopfhand. Trom-
peter benutzen spezielle Schalldampfer.

Das Schallrohr einer Trompete ist etwa 140 cm lang.

Bzgl. Impedanzmessungen siehe Benade, Sp. d. Wiss.

3.2 Floten und Floten-Orgelpfeifen

Fiir Orgelpfeifen werden auch quadratische Querschnitte verwendet. Dabei ist je-
doch auf hinreichende Wandstérke zu achten, um Klangbeeintréachtigung zur Wand-
schwingungen zu vermeiden. Bei ausreichender Steife und Glétte, hat die Art des
Wandmaterials keinen Einfluf auf die akustischen Eigenschaften.*?

Zur Theorie der Tonerzeugung siehe (Schlosser, 1979).

Version vom 21. November 2009

2Vgl. (Benade, 1976, Abschn. 22.7).




Anhang A

A.1 Die schnelle FOURIER-Transformation (FFT)

Mit Ar(t) sei jeweils die Abtastfunktion

Ap(t) =D 6t —vT) VteR (A.1)

VEZL

zur Periode T' > 0 bezeichnet, deren FOURIER-Transformierte

Ar(w Za(w u—) VweR. (A.2)

MEZL
1st.
Beweisskizze:' Aus (1.4) und Regel (F5) fiir die FOURIER-Transformation folgt?
- 1 i
w = —= lim etiey”
) (1.4)(F5) v/ 2m n—+00 y;n ( )
und damit auch )
AT(W)_£T<(U,1T> VweR.
Mit N
n i(2n4+1l)wT
Z (6+in)V _ p—inwT 1 — et Gnth)
1 —etiwT
sin((n—i—l/?)wT) w
w sin(w T'/2)
2 T def 0
e ?ﬂé(w) firwe Jp = (,f +T)
folgt daraus (A.2).
Version vom 21. November 2009
'Ein exakter distributionstheoretischer Beweis von (A.2) ist z.B. in (Lighthill, 1966, Satz26)
angegeben.

2Die Konvergenz ist im distributionstheoretischen Sinne zu verstehen.
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Sei f(t) eine hinreichend gutartige periodische Funktion mit der Periode Ty :
f)=f(t—Ty) VteR. (A.3)

Fiir die konkrete Darstellung ihres Graphen (z.B. auf dem Computer-Bildschirm)
geniigt dann die Kenntnis ihrer Abtastung®

It E AR ) (24
N-1 D | -
AA3) ; f(J N) ;5(75 —(+vN) N) (A.5)

fiir hinreichend groies N € N. fy(t) hat natiirlich ebenfalls die Periode Tj und 148t
sich dementsprechend in eine FOURIER-Reihe entwickeln:

1 ~ —iv 2Ty
t = _— To
fN() \/T0k§€ZCk(fN>e )
1 fome tikZEt
fn(t)e " T dt (A.6)

¢ = — lim
k(fN) (1.2) iy e=+0 ),

1 =,/ T
_ 20 ) ik S AT
e ﬁzf(jzv) A

Diese FOURIER-Reihe ist offensichtlich durch die N Abtastwerte xg,...,xy_1 fest-
gelegt, wobei

def . To\ _ :
r; = f(] N) (A—'g)xj,N VieZ. (A.8)

Die Abbildung*

N-1
~ def 1 ik 2T 5
{2} e, — {xk = — E z;e’ NJ} (A.9)
JCLN /N =

k€EZn

bezeichnet man als diskrete FOURIER-Transformation.

Anmerkung: Die Umkehrung von (A.9) ist gemif3

N—-1 1 6i27rm
.2m -
E elkﬁm:jio vYme{l,...,N —1}

== m
k=0 N

Version vom 21. November 2009
3An den Singularititsstellen v Ty /N von fy(t) wihle man als Ordinate des Graphen jeweils die
‘Stirke’ f(vTy/N) der entsprechenden d-Singularitiit.

4Wir verwenden hier die iibliche Schreibweise Z def {0,...,N —1}.
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durch

N—-1
~ 1 Z ~ —ik2rj
{xk}kEZN [ .’Ej = 7\/N T € N .
k=0 i
JELN

gegeben (vgl. Abschnitt 2.2.2 von (Liicke, qip)).

Mit (A.8) und (A.9) gilt also

N
Ty (A_.7) \/7 (fN)

(A:6) \/§E_>+O \/_ (/ (X[ie’T()iE] <t) fN(t>) 6iwt> w=k 2=

und somit unter Beachtung von (A.4)

Ty = \/TfNo(/f—> —§k+N

fiir
def
frvo(t) = lim Az () X—emy—q (1) f(2) .
e——+0 N
Dabei beachte man, dafl
~ N 1 0 , N aN
) e— Het@ldt Ywe (——,+—
fNyo( ) TO \/ﬂ 0 f( ) T[) TO

gilt, wenn man N grofl genug wihlt.

Beweisskizze: Aus Regel (F10) folgt

frolw

2W€EIEO/ATO ) Ge(w — ') do'
mit

ge(t) = X[—¢,To—¢€] (t) f(t)
und daraus mit (A.2)

~ N N
= 1' _— q. - 2 —
fno(w) Mmy 7 2 9 (w pu2m To)
WEZ
N 7N 1N
~  — g v - —_—
T go(w) Vwe ( T T, )

wenn man N hinreichend grof§ wéhlt.

)

To
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Daraus ergibt sich folgendes Verfahren, fiir die konkrete (approximative)
graphische Darstellung des FOURIER-Spektrums einer (hinreichend gut-

artigen) Funktion g(t) (2 X[0,10] (1) f(t)), die nur im Intervall [0, Tp] von
Null verschieden ist:

1. Man wihle N € 2N grofl genug und bestimme die

T,
xj:g(jﬁo> fiir j=0,...,,N—1.

2. Man berechne dazu die diskrete FOURIER-Transformation (A.9)

und wihle an der Stelle k% (fiir £ = —N/2,...,+N/2) jeweils
T

V21N

7, als Ordinate.

Die zj, direkt anhand ihrer Definition aus den z; zuberechenn, wiirde fiir grofie N
zu lange dauern. Deshalb bringt man die diskrete FOURIER-Transformation in eine
dquivalente Form, die als schnelle FOURIER-Transformation (FFT fiir ,fast
FOURIER transform*) bezeichnet wird. Diesbeziiglich sei auf (Nussbaumer, 1982
Abschnitt 4.2) und Abschn. 2.2.2 von (Liicke, qip) verwiesen.”

A.2 Ableitung der Schallwellengleichung

Wir betrachten das Schwingungsmedium (auch wenn es sich hier meist um Luft
handelt) als einen ideal elastischen Korper, dessen Korperpunkte P im Gleichge-
wichtszustand die karthesischen Koordinaten q (P) haben.® Die entsprechenden
Koordinaten im zur Zeit t vorliegenden deformierten Zustand seien

x(P,t) =q(P)+d(P,t), (A.10)

wobei d(P,t) den sog. Verschiebungsvektor des Korperpunktes P zur Zeit ¢
bezeichnet.
Wir beschreiben die Verhéltnisse des deformierten Zustandes geméfl LAGRANGE

mithilfe der Ortskoordinaten q der Kérperpunkte im Gleichgewicht.” Dementspre-
Version vom 21. November 2009

5Siehe auch (Brigham, 1992, Kapitel 10) und (Brigham, 1997).

SWir schreiben q statt x oder y, weil die Komponenten von q fiir den deformierten Korper
i.a. krummlinige Koordinaten darstellen.

"Gem# EULER beschreibt man dagegen die Verhéltnisse des deformierten Zustand mithilfe
der tatséchlichen Ortskoordinaten x .
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chend schreiben wir auch
d(q,t) =d(P,t) firq=q(D). (A.11)

Dabei interessieren wir uns allerdings nur fiir solche zeitabhédngigen Deformationen
(kleinen Schwingungen um die Gleichgewichtslage), fiir die

x(B,t) ~q(P)

gilt, was natiirlich z.B. nicht heilen muf}, dal auch jeweils die Geschwindigkeit
% d(q,t) (des Kérperpunktes mit dem Gleichgewichts-Ortsvektor q) klein ist.

Vereinbarung: Wir betrachten nur solche Medien (wie ideale Fliissigkei-
ten und Gase) fiir die Scherkrifte® und (abgesehen von Trigkeitskriiften)
Volumenkriifte vernachlissigt werden konnen.” Auch Viskosititskriifte
werden, sofern nicht ausdriicklich anders gesagt, stets vernachléssigt.

Fiir den Druck P und die Massendichte i sei die EULERsche Beschreibung
verwendet:

P(x,1) def Druck im deformierten Korper
’ an der Stelle x zur Zeit t,

(x, 1) def Massendichte im deformierten Kérper
X N an der Stelle x zur Zeit ¢,

dann gilt nach NEWTON fiir jeden Vektor e und fiir jedes Gebiet G des deformierten
Korpers'?

_/8g P(X 1)e - dSy :/gu(x',t) (c-d(an) AV |

la=q (x',t)

Dividiert man durch das Volumen |G| von G und zieht G um den beliebigen Punkt
X zusammen, so erhélt man

—div(P(x,t)e) = p(x,t) (e ~d(q, t)) ;

|q:q (x,t)
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8Bzgl. beliebig grofiler Deformationen mit auftretenden Scher- und Volumenkriften siehe
(Liicke, 1977).

9Insbesondere beschrinken wir uns also auf solche Bereiche in denen die Schwerkraft keine
wesentlichen Druckdnderungen bewirkt.

OWir verwenden die Schreibweise

. o o . e o
d(q,t) & 5 d@i), dlai) o <
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also

—grad P(x,t) = p(x,t)d(q,t)

la=q (x,t)

und somit in brauchbarer Ndherung

—grad P(x,t) = (u) d(x, 1) (A.12)

wobei (u) die Massendichte im (globalen) Gleichgewichtszustand bezeichnet. Wir
nehmen an, dafl die zeitabhingige Zustandsdnderung lokal stets einem quasista-
tiondren thermodynamischen Prozefi bestimmten Typs (z.B. adiabatisch oder iso-
therm) entspricht, fiir den die Massendichte allein vom (lokalen) Druck abhéngt:

uix 1) = u(P(x1))

Fiir die zugehorige Kompressibilitdt '

def d 1

K(P) = —p(P) aP u(P) (A.13)

gilt dann an der Stelle x des deformierten Korpers:

1
p(x,t)

Fiir ‘kleine’ Schwingungen um die Gleichgewichtslage und ‘nahezu’ konstante Kom-
pressibilitiat folgt daraus in brauchbarer Néherung Ndherung

K(P(X, t)) % P(x,t) = —u(x, 1) %

(k) 2 P(x,t) = —Vx- d(x,t). (A.14)

wobei (k) die entsprechende Kompressibilitat im Gleichgewichtszustand bezeichnet.

Begriindung: Fiir die Massendichte gilt definitionsgemé&f
1 : |G|

— =1
w(x,t) 0 Gesamtmasse innerhalb Ge

fiir hinreichend gutartige Gebiete G, die sich fiir ¢ — 0 um x zusammenziehen, und
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1Die Definition (A.13) entspricht z.B. der Definition

det —1 (0
STy <aP V)S

fiir die adiabatische Kompressibilitit eines geschlossenen thermodynamischen Systems, dessen
Gleichgewichtszusténde durch den Druck P und die Entropie S eindeutig charakterisiert sind.
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somit:
1 . fg dVx
= lim <
wu(x,t) e—+0 ( f (a,t)€G. dVy
f (a,t) eg ‘det(azj(qt))‘dv
= lim
e—~+0 fx (a,t)€G. dV

_ 1 927 (a,t)
_ w‘det( g )’

1 od?
_ J ad’ (a,t) .
= —< >det<(5k+ Bk ) fir —qk<<1

- - 2)

1 8d
~ <(1+Z 8q3 )

o 1 1 ( .
o~ o (Va-d(ah))
ot u(x,t) ~ {u) \ "¢
falls die Geschwindigkeiten der Korperpunkte nicht zu stark von deren Gleichge-
wichtskoordinaten abhéngen, und daraus die Nidherung (A.14). |

Daraus folgt

b
la=a (x,t)

Vereinbarung: Im folgenden werden stets nur solche Situationen be-
trachtet, in denen die Naherungen (A.12) und (A.14) sinnvoll sind.

Aus (A.12) und (A.14) ergibt sich unmittelbar die Wellengleichung

(%%) P—AP=0, a:m (A.15)

(als lineare Néherung) fiir den Druck P. Aus (A.14) folgt durch zeitliche Integrati-

01112

Plx.t) = (P) — %divd(x,t) e ™ d(ax.t). (A.16)

wobei (P) den Druck im Gleichgewichtszustand bezeichnet, und daraus mit (A.12)

(k) (1) <%> d (x,t) = grad (divd (x, 1)) . (A.17)

Version vom 21. November 2009

12Die Integrationskonstanten sind durch die Bedingungen (p) = 0, (d) = 0 festgelegt; vgl. Fuf-
note 8 von Kapitel 2.
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d besitzt also ein Skalarpotential'® @

d(x,t) = —grad ®(x,1), (A.18)

und damit folgt weiter

(k) () (%)2 d(x,t) = —grad (le (gradq) X t)))
= —grad (Ad(x )
= Ad(x,1) .

Damit gilt also auch die vektorielle Wellengleichung

2
(%%) d—Ad=0 (A.19)

fiir den Verschiebungsvektor d .

Fiir ebene Longitudinalwellen gilt
(1.26) = p=F(u)ce-u (A.20)

(Beweis als Ubungsvorschlag), wobei fiir Luft unter Normaldruck bei absoluter Tem-
peratur T'

R T—-Ty\ kg
~428 (1 =5
(¢ ( 2T, ) m?s

Fiir einen Schalldruck von 10? pbar'* bedeutet das

lu|  ~0.24 I hei 200 Celsius,
S

max

und somit z.B. |d[_,. ~ 0.38mm bei einer Frequenz von 100 Hz, die einer Wel-

lenldnge von ~ 3,44 m entspricht. Solche Schwingungsamplituden sind schon aufler-
ordentlich extrem.

A.3 Kugel- und Zylinderwellen

Version vom 21. November 2009
13 Allgemein nennt man Loésungen von (A.19) Longitudinalwellen, wenn ihre Rotation ver-

schwindet. (A.18) gilt fir Medien mit komplizierterem Spannungstensor natiirlich i.a. nicht mehr.

14‘Normaule (Maximal-) Werte fiir den Schalldruck p ©p_ (P) liegen zwischen 10~% und

0% ybar. Zur Erinnerung: 1bar= 10° N ~ 1 atm (siehe z.B. (Ebert, 1967, S. 27)).
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In sphérischen Polarkoordinaten r, ¢, ¢,

x(r, 9, @) =r sint cospe; + rsind sinpey + r costes

Tdéf|x|:R, n=e,,

gilt bekanntlich (siehe z.B. Ubungsaufgaben 66-69 von (Liicke, ein)

0 \
(grad )" = 72
(grad @)” = %%é, (A.21)
(grad @)” = r s}nﬁ%q) J
sowie v Lo _
divy = - (r*y") + 950 (sind 3”) + rsinﬂ%ﬂ (A.22)
und somit
A D(x,t) ) 2
— % <%) (r&(x,t)) + @% (sim?a%9 @(x,t)) + m <%> O (x,t) .

(A.23)
Damit sieht man leicht, dafl auch einlaufende (4) bzw. auslaufende (—) longitudi-
nale Kugelwellen

d(x’t):(gl(riét)_g(rj:ét))er (A.24)

r r2

(fiir r # 0) den Gleichungen (A.17) und (A.18) (mit einem geeigneten Skalarpoten-
tial @) geniigen und damit Losungen von (A.19) sind. Auch hier liegt eine (jetzt


file:ein.pdf#ein-UII9a
file:ein.pdf#ein-UII9b
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kugelférmige) Ausbreitung mit einer Geschwindigkeit vom Betrag ¢ vor. Fiir den
Schalldruck gilt®

p(x,t) —(p) = —%T—lgg(rg/@iét)—g(riét))
B _Lg”(rj:ét)
- o
und somit
_ (g'rEd) gy
u(x, t) 124 ic( - ( = ) ’
= b= -5 [ - o a) e

Anders als bei den fortschreitenden ebenen Wellen sind also Schalldruck und Schnelle
(vom Limes r — oo abgesehen) nicht mehr ‘in Phase’ miteinander.

Ubungsaufgabe 10 Man bestimme diejenige auslaufende longitudinale Kugelwel-
le, die zu gegebenem a und @(t) der Randbedingung

xX|=a =— d(xt)= gr(;z e (x)VteR

geniigt, die auf der Oberflache einer radial mit der Geschwindigkeit Q(¢) schwingen-
den Kugel mit dem Radius a erfiillt sein muf.

In Zylinderkoordinaten p, ¢, h,
x(p,p,h) =pcospe; + psinpey, + hes,

Version vom 21. November 2009

15 Aufgrund der Singularitit bei » = 0 sind solche Wellen natiirlich nicht iiber den gesamten R3
realisierbar, kommen also nur dann in Frage, wenn sich bei 7 = 0 eine Strahlungsquelle befindet.
Durch geeignete Uberlagerung solcher Wellen 148t sich aber die Singularitit beheben; denn z.B.
ist ja

e—ik(ét—r) e—ik:(ét—i—r) o; sin(kr)
_ =2
T r r

e—zkct

frei von Singularitéten.
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gilt
(grad ®)” = %@,
10
rad ®)¥ = ——o, (A.25)
(g ) 9%
(grad )" = agh@
sowie 19 L5 9
; — p N~ TN
divy > (ps”) + Y + o5 (A.26)
und somit
10 [ 8 1 /0 o\?

Nach den Sétzen 1.2.1 und 1.2.3 lassen sich hinreichend gutartige Schallwellen in Zy-
linderkoordinaten als Uberlagerung komplexer monochromatischer Schalldruck-

wellen der Form .
P, (P w) ¢~ H{wt—knh—mgp) (A.28)

schreiben, die geméf (A.15) und (A.27) der Gleichung

w\2 19 0 m\>
(— G s () ”“h) P ) =0

geniigen miissen.'® Letzteres ist dquivalent dazu, dafl

def x

f@) = Py, | —=——=w
w2 2
(E) — ki,
Losung der BEssELschen Differentialgleichung

m2

P+ £+ (1= 2) fla) =0 (A.29)

Version vom 21. November 2009

6 Eigentlich ist nur

—i(wt— —-m det (1 0 ?
Dm(,Pm,kh,(paw)e (wt—knh cp)) :07 = (6&) _Aa
verlangt, da nur der Realteil des komplexen Schalldrucks physikalisch relevant ist. Wegen

O%R (Pm,kh (p, w) efi(w(t+t')fkhh7m4p)> =R (efiwt'lj erJ% (p’ (.«J) efi(w(t)fkhhfmtp))

ist das aber dquivalent zu Py, 1, (p,w) e~ {@ O —knh=me) — ¢
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ist. Da fiir jeweils festes m die HANKELschen BESSEL-Funktionen!? H\Y und
H? der Ordnung m unabhingige Losungen von (A.29) sind, muf} also

w\ 2
Pt (0,0) = Al i) B (i )+ B, ko) HE () Ky =4[ (5)" = K2,
(A.30)

mit geeigneten (i.a. komplexwertigen) Funktionen A, B gelten.

Damit sieht man leicht, daf auch die einlaufende (j = 1) bzw. auslaufende (j = 2)
monochromatischen longitudinale Zylinderwelle

L[, .
d(x,1) = —<n>;( / p’Hé”(kp’>dp’) Poe “te,
0

A.31
_ R 6 it o (4.31)
= p H(kp) Poe " e,, w=ke,

(bzgl. der zweiten Zeile siche (Jahnke et al., 1960, S. 154)) fiir jeden komplexen
Druck Py (und p # 0) den Gleichungen (A.17) und (A.18) (mit einem geeigneten
Skalarpotential ®) geniigt und damit Losungen von (A.19) ist. Das asymptotische
Verhalten folgt aus

2 +’L’(I*lmﬂ')flﬂ'i fiiri=1
: \/ = € 2 1 ir j =
HD(z) ~

T—00 2 e—i(x—%mﬂ)—lm‘
T

1 fiir j =2
(siehe z.B. (Sneddon, 1963, § 37)). Der zugehorige Schalldruck ist'® nach (A.16)
p(x,t) = HY (kp) Poe™™" .

A.4 Strahlung durch die Offnung einer schallhar-
ten Wand

Fiir hinreichend gutartige (komplexwertige) Skalarfelder P, g und Gebiete G gilt
bekanntlich die 2. GREENsche Identitét

/g (P(x)Axg(x') = g(x) Ax P(X)) dVie = /89, (P(x))Vwg(x') = g(x') Vi P(xX))-dSx
(vgl. Gl (1.18) von (Liicke, edyn)). Fiir g(x’) = K(x — x’) und Losungen P der
HELMHOLTZ-Gleichung

(A+K)P =0 (A.32)

Version vom 21. November 2009

17Siehe z.B. (Jahnke et al., 1960, S. 131).
BLssungen von (A.15) der Form p(x,t) = p(p — ct) f(p) gibt es nicht, da das HUYGENSsche
Prinzip nur fiir ungerade Raumdimension gilt (siehe z.B. (Courant und Hilbert, 1962, § 6 Nr. 7)).
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ist das dquivalent zu:
(Ax + K?) /73 K(x —x')dVy

— [ (PR)VK(x = x) = Kix = x)VaP(x) - dSy
og

Fiir
eik|x—x’|
Kx—x)=—-—.
A |x — x/|
ergibt sich daraus mit
2 / o _Jo falls x ¢ G
(But i) /gp(x o= = { ~P(x) fallsxeg

(Beweis als Ubungsvorschlag) und

x—x

1
K(x—x) = [ —i
Ve K(x—x) ( ik + |x—x’])

K _ /
x—x] (x — x)

die Beziehung

67Lk\x—x’| 1 x —x
(gradP(x) + ( ik — ") - dS,
/ag Trx — ] (gra PE) ( P X,|) x| >) a8

g (A.33)
_J0 falls x ¢ G o
B {P(X) falls x € G fiir Losungen von (A.32)
bzw.
—ih(ét— e | .
L e o2 5]
ag 4T |x —X/| _ x—x|) |x — x| A

0 falls x ¢ G
P(x)e * fallsx € G

fiir Losungen von (A.32).

o—ik(ét—|x])

Wenn P(x) e *¢ sich fiir asymptotisch wie eine auslaufende Welle f(«J) ]

verhilt, dann kann man (A.34) auch auf den Fall
G={xeR®: h=es x>0}

anwenden, weil dann das Flachenintegral iiber den Rand im Unendlichen (natiirlich
als Grenzwert aufgefafit) nicht beitragt. Fiir bzgl. e3 rotationssymmetrisches P und
x € G gilt dann insbesondere

—ik(et—|—x—x'|) 1 ¥
0 = [ o (P ¢ ik - ) X)) dse
5}

g 4m|—x—x |-x — x|} |-x — X/|

7zl<:(ct |x—x']) -
N AR P S

rep—o A4m[x —X/| |x —x'| ) |x — x|
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und somit

e—ik(ét— |x—x'])

(A.32) = P(x)e :/ grad P(x')-dSy Vx e g, (A.35)

lep=0 2T|x —X/|
falls sich P(x) e~ asymptotisch (in G) wie eine auslaufende Welle verhélt.

Da nach (A.12)
grad P(x) = —ik¢ (u) U(x)

gilt, 148t fiir (A.35) auch schreiben:

. -
e'Lk|x x|

Px) = ké (1) / UK - dSy .

_o 2mi |x — X/|

Speziell fiir den oszillierenden Kolben in der Wand gilt also

eik|x7x’|
PXZ/{?@,MUO/ — |dSy«/| . A.36
=kl uo) [ Sl (A.36)
x/-ep, =0
Daraus folgt
— k¢ ik |x—x/|
p - el U(O)/ L |dS,| [dSy]
TR? X, x'€UR(0) 270 [x — X'|
x~eh=x’~eh=0
ké (M> / etk [x—x|
= 2 S0 ——  |dSy/| |dSx A.37

x-ep=x"-ep, =0

fiir den mittleren Strahlungsreaktionsdruck P auf die Kolbenoberfliche. Nun gilt

aber
eil<:\xfx/| 6ik|xfx/|
s = [ sy
/|x’|<x| x—x/| */€Uy (0) 1 X — X/| *
x»eh:x'-eh:() x’<eh:0
eik|£|
= — |dS
£:xl_x /£€Ux(0)—x |£| | €|
E-eh:O

+7/2 2|x| cos ¢’ e )
= e dp | dy'.
Abb. A1 /_n/z /o

Da fiir die BESSEL-Funktionen

2 (g o I
J(z) = N m / cos (z cos ) sin“p dp  fur R(z) > —3 (A.38)



A.4. STRAHLUNG AUS EINER SCHALLHARTEN WAND 87

Abb. A.1: Integrationsgebiet fiir &

(siche (Jahnke et al., 1960, S. 145)) und fiir die STRUVEschen Funktionen

2 (zf2r [ e ) 1
H,(z) = NG w /0 sin (z cos ) sin?p dp  fur R(z) > 5 (A.39)

(siehe (Jahnke et al., 1960, S. 253)), wegen
[(1/2) =7
(siche (Jahnke et al.. 1960, S. 7)) insbesondere also
1 w/2 1 w/2
Jo(z) = —/ cos (z cosp) dp; Hy(z) = —/ sin (z cos ) dp
T J_r/2 T J_—x/2

gilt, folgt daraus

€i7rk|x—x’| 1 .
/ - S| = o (Jo(2K [x]) — 1+ iHo(2k [x))
|

x| <|x| ’X - X/‘

und somit wegen
/ Jo(z") 2’ da’ =z Jy(x) , / Hy(2') 2’ d2’ = 2 Hy () (A.40)
0 0

(siehe (Sneddon, 1963, Gl. (32.1)) bzw. (Jahnke et al., 1960, S. 154) und (Skudrzyk, 1954,
Gl (12,140))) fir (A.37)

P =i (1— A2HD —ing“’R)) u(o).

und somit (2.12).

Fiir groffe Absténde vom Kolben und

x=r(cosves+sinvey), x =p (cosy e +siny er)
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folgt mit
x — x| = +/r2—2rp sind cosy’ + p?
~ r—p sind cosy
aus (A.306)
- ) y R 2m ik(r—p' sind cos ') 4o o o
~ k¢ 0 :
(x) ¢ () U( )/p/o /w’O Iir v rep
Mit
1 21 ) ,
Jo(z) = _/ e" " dy
27T 0

und (A.40) ergibt sich somit!?

el J (kR sind))

A. ~ —iké 2
(A36), x| >R = P(x) ikée (uy RTU(0) ] "R sy

(A.41)

Version vom 21. November 2009

YPiir kR < 1 (und [x|* > |x| > R) ist die Strahlung also nahezu isotrop!
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temperierte, 13, 17
Suchtonmethode, 10
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Zustands
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