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Vorwort

Teil II dieser Vorlesung ist als Ergédnzung — insbesondere im Hinblick auf die
Quantenmechanik — fiir Fachhochschulabsolventen gedacht, die innerhalb von zwei
bis drei Semestern zum Diplom gefiihrt werden sollen.

Die eigentlichen mathematischen Schwierigkeiten der Quantentheorie liegen in
der unendlichen Dimension des Zustandsraumes begriindet, die durch die kanoni-
schen Vertauschungsrelationen erzwungen wird. Viele Autoren setzen sich dariiber
hinweg, indem sie alle Operatoren formal wie endliche Matrizen behandeln. Das ist
durchaus vertretbar, solange man die physikalischen Anwendungen in den Mittel-
punkt stellt und sich klar zum heuristischen Charakter der mathematischen Betrach-
tungen bekennt.

Das vorliegende Skript kommt diesem Standpunkt entgegen, indem zunéchst (in
Kapitel 7) nur endlichdimensionale lineare Réume betrachtet werden. Das liefert
durchaus schon einen gewissen Einblick in die logische Struktur der Quantentheo-
rie, schliefft aber natiirlich wesentliche Aspekte — wie z.B. die HEISENBERGschen
Unschérferelationen und die Auswirkungen unterschiedlicher Randbedingungen —
aus.

Um auch anspruchsvolleren Studenten gerecht zu werden, werden in Kapitel 8
dann auch unendlichdimensionale HILBERT-Rdume mathematisch exakt behandelt.
Kapitel 9 gibt dann noch eine kurze Einfithrung in die Theorie der verallgemeinerten
Funktionen und ihre Anwendung auf partielle Differentialgleichungen der Physik .

Warnung: Das vorliegende Skript ist nicht zum Selbststudium gedacht.

Literaturempfehlungempfehlung: (Zecidler, 2003; Grosche et al., 2003; Fischer und Kaul, 2001;
Fischer und Kaul, 2004; Fischer und Kaul, 2003)
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Kapitel 7

Endlichdimensionale komplexe
Vektorriume!

7.1 Grundlegende Definitionen

7.1.1 Lineare Struktur

In den grundlegenden Definitionen fiir Vektorrdume lassen sich die bisher verwen-
deten reellen Zahlen ohne weiteres durch komplexen Zahlen ersetzen:

Definition 7.1.1 Als komplexen Vektorraum? bezeichnet man eine Menge V
zusammen mit emner Additionsvorschrift und einer Vorschrift zur Multiplikation mit
komplexen Zahlen derart, daf

z2vy, vi+ve €V fiir alle vi,ve € V und bel. komplexe z

und die Regeln
(V1)~(V7) aus 1.1.2 fiir belicbige komplexe A, A;, Ay

gelten. Die Elemente von V' nennt man Vektoren.

Definition 7.1.2 Sei V' ein komplexer Vektorraum und sei T eine Teilmenge von
V. Als (kompleze) lineare Hiille von T bezeichnet man dann die Menge L(T)
aller Vektoren v € V', die sich in der Form

v =zv ...+ 2",

mit komplezen 2*, ..., 2" undvy,...,v, €T darstellen lassen, wobein eine beliebige

natirliche Zahl ist.

Version vom 26. Miarz 2009
IDie Theorie der Quantencomputer beschriinkt sich im wesentlichen auf endlichdimensionale
komplexe Vektorrdume.
?Ein komplexer Vektorraum wird allgemein auch als linearer Raum iiber dem Korper der
komplexen Zahlen bezeichnet.
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Definition 7.1.3 Sei V' ein komplezer Vektorraum. Dann heiffen die Vektoren
einer Teilmenge T von' V' (komplex) linear unabhdngig voneinander, falls L(T") #
L(T) fiir jede echte Teilmenge T' von T' gilt. Andernfalls heiffen die Vektoren von T
(insgesamt) linear abhdngig (voneinander). Unter einer (HAMEL-) Basis wvon
V' wersteht man eine Menge T C V' linear unabhdngiger Vektoren mit L(T) =V .

Definition 7.1.4 FEin komplexer Vektorraum V heifit endlichdimensional, falls
eine endliche Zahl von Vektoren vy, ...,v, € V existiert, fir die

LHvi,...,vp,}) =V

gilt. Falls mindestens ein Vektor v € V existiert, fir den v # 0v gilt,®> bezeichnet
man das dabei kleinstmdgliche n als die Dimension (dimV ) von V.

Auch das Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit 148t sich entsprechend auf kom-
plexe Vektoren anwenden:

Lemma 7.1.5

Gegeben: (i)  komplexer Vektorraum V
(i) Teilmenge T von V

Behauptung: Die Vektoren von T sind genau dann linear unabhingig, wenn zu
jeder endlichen Teilmenge {vy,...,v,} von T und zu jedem z € L ({vy,...,V,})
genau ein n-Tupel komplexer Zahlen (2',...2") existiert mit:

z=z2vi+...+2"v,.

Lemma 7.1.6

Gegeben: (i) endlichdimensionaler komplexer Vektorraum V
(ii) linear unabhingige Vektoren vy,...,v, €V

Behauptung: Dann sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:

1. E({vl,...,vn}> =V.
2. {v1,...,v,} ist eine Basis von V.

3. n=dmV.

Version vom 26. Marz 2009

3Sonst setzt man dimV = 0.
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Wie im reellen Falle 148t sich fiir einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum
V eine Basis {by,...,b,} fest wihlen und damit jeder Vektor x € V' in der Form

z=2b+...4+2"b,

mit eindeutigen komplexen Komponenten z', ..., 2" schreiben, was entsprechend

durch

Zl

2

z
z=| . bzgl. {by,...,b,}

Zn

mitgeteilt wird. In diesem Sinne folgt entsprechend aus (V1)-(V7):

.l y! oty
72 y? 2?4 g2

: + . - . (71)

! Azt

x? A\ 22
A = , (7.2)

" Ax”
fiir beliebige komplexe \,z',...,y". In dieser Darstellungsweise bezeichnet man

den komplexen n-dimensionalen Vektorraum als C" . Offensichtlich gilt
C"=R"+:R",

wobei nun R” und ¢R" auf natiirliche Weise als Teilmengen von C" aufzufassen
o4
sind.

7.1.2 Komplexe innere Produkte

Am einfachsten 148t sich ein inneres Produkt (.|.) in einem n-dimensionalen
komplexen Vektorraum V' dadurch einfithren, dafl man eine Basis {eq,...,e,} von
V' zur Orthonormalbasis erklart und dementsprechend definiert:

n

(alb) = > (@) v,
v (7.3)

falls: a= ia”ey , b= ib“ey.
v=1 v=1

Version vom 26. Marz 2009

‘Die Einbettung von R"™ und i R™ in C" hiingt natiirlich von der Basis {by,...,b,} ab.
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Die so eingefiihrten inneren Produkte (.| .) sind offensichtlich durch folgende Eigen-
schaften charakterisiert:”

(v|v)>0 VveV\{0}, (7.4)
(vy | va) = <<v2 | v1>)* Vvi,va €V, (7.5)

<a‘21V1+22V2> =zalv))+2%(a|vy) Va,vi,vo €V, 2z 22€C. (7.6)

Ein inneres Produkt (. | .) ist also antilinear (konjugiert linear ) im ersten Argu-
ment:

<zl vy + 22 Vo

a> = (") (vi]a)+ (%) (va|a) Vavi,vaeV, 2z 22€eC.
(7.7)

Definition 7.1.7 Unter einem EUKLIDischen kompleren Vektorraum V wver-
steht man einen komplexen Vektorraum V', in dem ein inneres Produkt (.| .)
erklart ist, d.h. eine Zuordnung

viv— (V' |V),
——
ev eC

die den Bedingungen (7.4)-(7.6) geniigt.

Definition 7.1.8
Sei V' ein EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Unter einem diskreten Ortho-
normalsystem von V versteht man dann eine diskrete Teilmenge {e;, e, ...} von

V mit
(e leny = {; Mrd ="
! 0 sonst.
Ein Orthonormalsystem® {ey,e,, ...} bezeichnet man als maximal, falls

z 1l {e,e,...} — z2=0 VzeV

gilt. Fiir endlichdimensionales V' bezeichnet man die maximalen Orthonormalsyste-
me auch als Orthonormalbasen.

Wie im reellen Falle 148t sich auch fiir komplexe endlichdimensionale EUKLIDische
Vektorrdume V' zeigen, dafl sich jede Orthonormalbasis eines Teilraumes von V'
zu einer Orthonormalbasis von ganz V' ergénzen laft. Dabei ist offensichtlich, dafl

Version vom 26. Miarz 2009
5In der mathematischen Literatur verlangt man i.a. Linearitdt im ersten Argument. Linearitit
im zweiten Argument (Forderung (7.6)) ist dagegen in der physikalischen Literatur iiblich.
6Nicht diskrete Orthonormalsystem werden erst im niichsten Kapitel behandelt. Bis dahin seien
unter Orthonormalsystemen stets diskrete Orthonormalsysteme verstanden.
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(endliche) Orthonormalbasen tatséchlich (HAMEL-) Basen sind. Jeder Vektors z €
V' 1aBt sich dementsprechend nach einer beliebig vorgegebenen Orthonormalbasis
{e1,...,e,} von V entwickeln:

z= Z (e, | z)e,. (7.8)

Anmerkung: In der DirRACschen , bra-ket-Schreibweise*

la)(bjc & (b|c)a Vab,ceV

wird (7.8) oft auch formal durch

1= Z ley) (e |
v=1

mitgeteilt.”
Auch der Begriff der EUKLIDischen Norm 148t sich direkt iibertragen:

Definition 7.1.9 Als (EUKLIDische) Norm des Vektors v eines EUKLIDischen
komplexen Vektorraumes bezeichnet man die nichtnegative reelle Zahl

def
IVI[= Vv [v).
Auch die entsprechenden Ungleichungen bleiben giiltig:

Lemma 7.1.10

Gegeben: (i) komplezer EUKLIDischer Vektorraum V
(i) vy, veeV

Behauptung: Es gelten der Satz von PYTHAGORAS®
(vi|ve) =0 = v +V2||2 = ||V1||2 + ||V1||2 ’
die Dretecksungleichung

Vi + Vo < [lvall+ vl

Version vom 26. Miarz 2009

"Vgl. Definition 7.3.1.
$Man beachte aber, daB [[vi + va| = ||[v1[|* + |[va|? z.B. auch fiir vo = iv; gilt.
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und die SCHWARZSsche Ungleichung
[(vi [ Vo) < [lvall - [[vall -

In den beiden Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn vi, Vv
linear abhdngig sind.

7.1.3 Stetigkeit und Konvergenz

Wie im reellen Falle dient die Norm zur Definition der Stetigkeit von Abbildungen
zwischen komplexen EUKLIDischen Vektorrdumen sowie zur Definition der Konver-
genz von Folgen in solchen Rédumen (auch im Hinblick auf Differentiation):

Definition 7.1.11 Seien V; und Vy (reelle oder kompleze) EUKLIDische Vektorrdume
mit den Normen ||.||, resp. ||.||l, und sei f eine Abbildung von Vi in Vi . Dann heifit
I (stark) stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

la=bl, <6 = |[[f(a) = f(b)l, <e VabeV;.

Definition 7.1.12 Sei V' ein (reeller oder) komplexer EUKLIDischer Vektorraum
mit der Norm ||.| und seien v,vqi,vo,... € V. Dann sagt man, dafi die Folge
Vi, Vo,... inV (stark) gegen v konvergiert und teilt das durch

lim v, =v (genauer: s- lim v, = V>
V—00 V—00

mit, falls zu jedem € > O eine natirliche Zahl ng existiert mit

lv—v,|<e Yv>ny.

Genauer gehen wir auf diese Punkte aber zweckméfiger erst in Kapitel 8 ein.

7.2 Anwendungsbeispiel: Polarisation von Licht

7.2.1 Monochromatische ebene Wellen

Das elektrische Feld E(x,t) einer ebenen monochromatischen elektromagnetischen
Welle im Vakuum ist bekanntlich von der Form

E(x,{) = R (8 e—"(wt—%S'X>) , (7.9)
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wobei? € € C? und:

= Kreisfrequenz > 0,
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ,
= (reeller) Richtungsvektor .

w o €
I

Die Transversalitdt der elektromagnetischen Schwingung entspricht der Zusatz-
bedingung
(s|€)=0. (7.10)

Indem wir s = ey fiir ein geeignetes rechtshéindiges Orthonormalsystem {e;, ey, €3}
von R3 C C? setzen, kénnen wir € in der Form

E= )Y (N+iB)e (7.11)

JE{3,1}

mit geeigneten (reellen) elektrischen Feldstirken A', ..., B? schreiben. Mit (7.9)
folgt daraus

E(t) € E0,0)= Y (A cos(wt) + Bsin(wt)) e;. (7.12)

JE{3,1}

Im Sinne der Aufgaben 20 —22 nennt man deshalb die Welle

rechtszirkular polarisiert, falls A =+4+B', B> = A' =0,
linkszirkular polarisiert | falls A>= —B', B3>=A'=0, (7.13)
linear || e3 polarisiert | falls A'=B'=0

fiir jeweils geeignete Wahl der es, e; gilt. In allen iibrigen Féllen nennt man die Welle
elliptisch polarisiert.'’

Anmerkungen:

1. Die Polarisation beschreibt den inneren Quantenzustand der entsprechenden
Photonen.

2. Rechtszirkular ist hier — anders als z.B. in (Ebert, 1967, Abschn. 123.230)
— so definiert, dafl der Feldvektor im Rechtsschraubensinn relativ zu s = ey
umliuft. Rechtszirkulares Licht entspricht damit positiver Helizitit (positiver

Version vom 26. Méarz 2009
9Streng genommen miifte man fiir den jeweiligen Vektorraum auch die physikalische Dimension
anzeigen.
10Bzgl. der experimentellen Bestimmung des Polarisationszustands siehe (Gjurchinovski, 2002)
und Aufgabe F13.
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s-Komponente des Drehimpulses) bzw. rechtshindigen Photonen:

A(sin (wt) ey +cos (wt) 63)

N

w>0

3. Die Stromdichte der Photonenzahl (nahezu) monochromatischen Lichts ist pro-
portional zur Energiestromdichte.

Die zeitlich gemittelte Energiestromdichte an der Stelle x = 0 (Zur Zeit t = 0)

ist 2n
/W 1
1= E(0,t) x — B(0,t) dt.
21 Jo R Ho P
POYNTII\‘IE;-Vektor
Mit

1
8251e1+53e3, B(X,t):—GQXE(X,t)
c
(fiir ebene Wellen, die in Richtung von e, laufen) und
ej><(e2><ek):—e2(5j VJ,kG{l,?)}

folgt daraus

2w ' ' 2
1= -2~ > (RE ) a
Ho € 2T Jo je{L3}
£
—= —_ 82
2[u00
und somit
Strahlungsintensitit 1
2
el
2pupc

(im Sinne von 2.1.1 benutzen wir: |&| o ||E|| - Feldstérkeeinheit .)

7.2.2 JoNEs-Formalismus
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Fiir fest vorgegebenes s = e; und w > 0 ist das Feld (7.9) also durch die (29¢)-
fache Strahlungsintensitiit |€|* und den sog. JONES- Vektor

gegeben:

J def 1 (eg'g

e

E(0,1) =& > (R(J)cos(wt) + S(J)sin(wt)) e;.

Jje{3,1}

Insbesondere ist die Welle

rechtszirkular polarisiert , falls  J o (1) ,

linkszirkular polarisiert

linear || sin pe; + cospes polarisiert, falls J (COS(’O) :

sin ¢

Anmerkungen:

1. Die Anderung

J — J=e%J,0peR,

des Jones-Vektors (bei ungednderter Strahlungsintensitét) entspricht
offensichtlich der Anderung

E(x{) - E(xt)—FE (x,t _ £¢>

des elektrischen Feldes, éndert also nicht den Polarisationszustand.

. Je zwei JONES-Vektoren J; und J; beschreiben genau dann den glei-

chen Polarisationszustand, wenn sie zueinander proportional sind.

. Eine Drehung D, e, des elektrischen Feldvektors um den Winkel o

im Rechtsschraubensinn um e, entspricht der Transformation

J — D(a)J, D(a)dif( cosa _Smo‘) (7.16)

+sin « COS (v

des JONESs-Vektors.

Die Raum-Zeit-Spiegelung des elektrischen Feldes entspricht der
Transformation

J— —J". (7.17)

(22 (CF) vasec o

wobel

o '8> bzgl. (es,e;) (7.14)

, falls  J o ( 1.) : (7.15)
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7 (GLAN-TAYLOR-) Polarisationsstrahlteiler

€3

E=EgH+EVV

€2

Abb. 7.1: Beispiel einer Polarisationsmessung.

Die JONES-Vektoren

def 1 1 def 1 1
R= — (. resp. L = — )
\/5() P \/§<—)

fiir rechts- resp. linkszirkular polarisiertes Licht bilden offenbar eine Orthonormal-
basis von C?. Entsprechendes gilt fiir die JONES-Vektoren

det (0 det (1
H_(1> resp. V_(())

fiir linear || 1 resp. || es polarisiertes Licht.

Anmerkung: Fiir das in Abbildung 7.1 skizzierte einfache quantenoptische Experi-
ment gilt z.B.:

Mit polarisationsunabhéngige Photodetektoren D, Dy gleicher Bauart ergibt sich fiir
die entsprechenden Z#hlraten Ry, Rs
Ry |Ev[’ = Ry |En/?

und die beiden Detektoren sprechen (bei nicht zu grofier Strahlintensitit so gut wie)
niemals gleichzeitig an. Dementsprechend interpretiert man fiir die dem Strahl ent-
sprechende Gesamtheit von Photonen:

|4
Es
= [|=]J)

‘Wahrscheinlichkeit fiir horizontale Polarisation =

2
’

Ed
€[
= (VDL

Wahrscheinlichkeit fiir vertikale Polarisation =

Dank H 1 V ist die Summe beider Wahrscheinlichkeiten 1, was der (naiven) Vor-
stellung entspricht, dafl jedes Photon entweder horizontal oder vertikal polarisiert
ist.
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Allgemein entsprechen die JONES-Vektoren Ji,J; komplementdren (im Teil-

chenbild einander ausschlieBenden) Eigenschaften, wenn sie zueinander orthogo-
nal sind, d.h. falls
(Ji[J2) =0

gilt, was auch durch J; L Jy mitgeteilt wird. Die physikalisch anschauliche Inter-
pretation dieser Komplementaritét ergibt sich aus

J,1J, = Jlo<<(1) _(1)>J;

\—A,—/
=D(x/2)

mit der Interpretation von (7.17) und (7.16).

Sei A ein optisches Geriit, das das elektrische Feld E(x,t) (der Form (7.9)) in
das elektrische Feld E'(x,t) = AE(x,t) umwandelt. Dann sagt man, A geniige (fiir
vorgegebene w > 0 und s € R3 C C?) dem Superpositionsprinzip, falls

A (El(x, £) + Eo(x, t)) — AR (x,t) + ABEy(x,1)

fiir alle Ey(x,t), Ey(x,t) der Form (7.9) gilt. Setzt man auBerdem voraus, daB A

~

stetig ist, so folgt, dafl A auf dem zu s orthogonalen Teilraum von C? linear ist:
AMEI + X)) = MAEHMAE, VA, W eEC, E,E€{EcC: (s|E)=0}.

Die Wirkung eines solchen Gerétes 148t sich also durch eine lineare Transformation
des nicht normierten JONES-Vektors

E—s AE

beschreiben. Das 143t sich auch mithilfe der sog. JONES-Matrix

<e3 | /le3> <e3 | Ae1>
<e1 ] Ae3> <e1 | Ae1>

. . e /Alet> &
. <e3 | Ae3> <e3 | Ae1> E3N der ;1< 3| Ae;
AE = X . (€1> = | == . A bzgl. {es e} .
<e1 | A63> <e1 | Ae1> Z <61 | Aej>53
j=3,1
Es ist klar, daB sich jede JONEs-Matrix als (komplexe) Linearkombination der
PAuLI-Matrizen !

%Odiflo 7A_1d£f01 22 def 0 —i 7:3d£f1 0
~\0 1)~ \10)" " \+ 0 " \0 -1

(7.19)

von A ausdriicken:

Version vom 26. Marz 2009
H1Oft wird &, statt 7 geschrieben.
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schreiben 148t (BLocH-Darstellung), die u.a. folgenden Relationen geniigen:'?

svav ] Vv e{0,1,2,3},

Fizk  —  _2kzj Vj,k6{17273}7j7ék7

e e (7.20)
7250 = gt

#3 = 72,

7.2.3 Einfache polarisationsoptische Komponenten

Die (Jones)-Matrizen'

~ —ia#? . A cosa —sina
D(a) =e ™ =cosai’ —isina?? = ) (7.21)
+sina cos a

mit der Wirkung
R—e¢ ™R, L+——emL

beschreiben die Anderung des Lichtes bei Durchlaufen optisch aktiver Medien'*
entsprechender Dicke:

Bei geeigneter Verwendung doppelbrechender Medien kann man z.B. eine Phasen-
verzogerung der e;-Komponente von E(x,¢) gemafl der JONES-Matrix

A def 1 0
Sp = (O ew>

erzielen oder eine Filterwirkungen entsprechend Tabelle 7.1.

Anmerkungen:

1. Besonders niitzliche!® Phasenverzogerer sind die \/4-Bléttchen, deren JONES-

Matrix
A 1 0
Sr = i
2 0 1
Version vom 26. Méarz 2009

12Mit 1 (mitunter auch einfach nur durch 1) wird stets die Einheitsmatrix bzw. der Einsoperator
bezeichnet. Hier gilt also 70 = 1.

13Zum Beweis von (7.21) siche Aufgabe E25b).

In optisch aktiven Medien haben links- und rechtszirkulares Licht unterschiedliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit. Geméf Gleichung (7.43) entspricht das der Wirkung von ﬁ(a) .

15Siehe dazu Aufgaben E13 und E11.




7.2. ANWENDUNGSBEISPIEL: POLARISATION VON LICHT 21

Filter fiir: JONES-Matrix bzgl. (es, e;) :
rechtszirkulares Licht!® Oy & 10+ =1 ( 1 _i>
linkszirkulares Licht o, ¢ (0 -7 =1 ( _1 ;)
. . o : A def q ~0 ~3 ]. O
linear | es polarisiertes Licht | Py = 5 (77 +7°) = 0 0

. .. . A def 1 /4 ~3 0 0
linear || e; polarisiertes Licht | Py = 5 (7° — 7°) = 0 1

Tabelle 7.1: Einfachste Polaristionsfilter

(bei entsprechender Orientierung des Blittchens), die geméf
1 +1 -1 —1i 1
wirkt.

2. Durch Kombination zweier \/4-Bldttchen ergibt sich auch ein \/2-Bldittchen
mit der JONES-Matrix (bei entsprechender Orientierung der Blittchen)

S”_((l) 01) <:%3>
(1)= (o) mer

ist, die geméf
wirkt.

Die JONES-Matrizen D(a) und Sw sind isometrisch, d.h. die entsprechenden
Abbildungen lassen die Norm fiir alle Vektoren ungeéndert. Aufgrund der sog. Po-
larisationsidentitit'”

3
1 - . :
(z1 | 29) = 1 E i (21 + 725 | 21 +20) (7.22)

bilden sie also Orthonormalbasen stets auf Orthonormalbasen ab.

Die JONES-Matrizen P der Polarisations-Filter sind idempotent, d.h. es gilt

A ~

P?=P, (7.23)

Version vom 26. Marz 2009

16Tatsichlich hingen Pgr und Py nicht von der speziellen Wahl der rechtshindigen Orthonor-
malbasis {es, e1,s} ab (sieche Aufgabe E9).
17Zum Beweis von (7.22) siche Aufgabe E57.
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und geniigen der Bedingung

<]5z1 (i — 15) z2> =0 Vz,2, € C2. (7.24)
Man sieht leicht, dafl (7.24) unter der Voraussetzung von (7.23) dquivalent ist zu
Pt=p, (7.25)
wobei die zu A adjungierte Matrix At jeweils eindeutig durch
<AT Z1 zz> = <z1 Az2> V., 21,20 € C? (7.26)

charakterisiert ist.

Beweisskizze: Die Behauptung folgt aus

(7.24) = <}521’zQ> - <le’}522>+<]5z1‘ (LP) z2>

Pa) +<(i—15)=;

= <pZ1 PZ2>

e

(7.23),(7.25) = <]5z1 ‘ (A — ]5) zz> = <]5z1 ‘zz> — <]5z1 ‘ Pzz>
=(z1| P2 25)

Paa)

und

Matrizen mit den Eigenschaften (7.23) und (7.25) bezeichnet man auch als Projek-
toren.'® Speziell die Projektoren Pr und Py, sind zueinander komplementdr:

pRpLIO, pR—l-pLIi
Entsprechendes gilt natiirlich fiir das Paar Py, Pu .
Im Gegensatz zu den etwa durch D(a) oder S, beschriebenen Wirkungen,

lassen sich die Filterwirkungen i.a. nicht mithilfe linearer optischer Komponenten
riickgdngig machen.

7.3 Lineare Operatoren

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur lineare Abbildungen ei-
nes komplexen Vektorraumes V' in sich und in Abschnitt 7.4.1 linea-
re Abbildungen von V' in C, also (lineare) komplexwertige Funktionen
(Funktionale) auf V.

Version vom 26. Mirz 2009
18Sjehe Definition 7.3.14.
9Man beachte: D(—a) D(a) =U_, S, =1.
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7.3.1 Grundlegendes

Quantenmechanische Motivation: Wenn man einen (7.9) entsprechenden Licht-
strahl durch geeignete Strahlteiler n-fach auffiichert, dann sind die (reinen) inneren
Quantenzustinde der entsprechenden (Einzel-) Photonen durch Elemente des C?"
beschreibbar; vgl. Abschnitt 3.1.2 von (Liicke, ¢ip). 2n x 2n-Matrizen beschreiben
dann die Wirkung linear optischer Komponenten, die keine weitere Strahlaufteilung
produzieren. Insbesondere beschreibt |J)(J| fiir normiertes J € C*" jeweils die Wir-
kung eines Filters, der den J entsprechenden n-fach-Teilstrahl passieren 14t und den

(orthogonalen) Rest absorbiert. Das ‘Sortieren’ nach normierten Jy,. .., Ja, entspre-
chenden inneren Zusténden ist genau dann moglich, wenn die Jq,...,J2, eine ONB
bilden:

13, | J>|2 [ Ubergangswahrscheinlichkeit fiir J — J,,
v " | im Zustand J beim ‘Sortieren’ nach Jq,...,Jo, .

Wenn man jeweils dem Vektor J, einer ONB von C?" den Werte a, einer physikali-
schen Grofie A zuordnet, dann ist

(4) ¥ (3]as).

A N6, 13,03, (Observable von A), (7.27)
v=1

wobei

jeweils der Erwartungswert fiir A im Quantenzustand = J; denn

2n

(3)47) (737);% 13, | 3))

und ..
Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang

J — J, bei ‘Messung’ von A .

@19 =

Meistens sind i.d. Quantenmechanik zuniichst nur die Observablen A der Physikali-
schen Groflen A gegeben und ihre Spektraldarstellung (7.27) mufl erst bestimmt
werden. Damit ergibt sich:

Zentrales Problem der Quantenmechanik: Finde zu gegebenem (selbst-
adjungiertem) A eine ONB {Jq,...,J2,} und Werte ay, ..., as, fir A so,
daf3 (7.27) gilt.

Fiir jedes v € {1,...,2n} folgt aus (7.27)
AJ, =a,d,,

d.h.:?0 J, ist jeweils Eigenvektor von A zum FEigenwert a,, .

Will man die Abbildung J — Al Basis-unabhéingig beschreiben, die J also nicht als
Spalten-Vektoren darstellen, dann mufl man die Matrix A durch einen entsprechenden
linearen Operator ersetzen.

Version vom 26. Mdrz 2009

20Siehe Definition 7.3.16.
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Definition 7.3.1 Sei V' ein komplexer Vektorraum. Ein linearer Operator auf
V' ist dann eine Abbildung A von V' in V mit

Alazy +bzo) = aA(z)) +bA(zy) Va,beC, z,z,€V.

Die Bezeichnung ,Operator® bezieht sich auf die Schreibweise

~

Az A(z), ABz o A(B(z)) :

Definition 7.3.2 Seien V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und A ein
linearer Operator auf V. Dann heifst A invertierbar, falls ein linearer Operator
A7 auf V' existiert mit

~ ~

AAT = A1TA=1.

Man bezeichnet A~ als den zu A imversen Operator.?!

Lemma 7.3.3 Seien V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und A ein Ui-
nearer Operator auf V . Dann sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:

1. A ist invertierbar.
2. Az=0=12=0 VYzeV.
3. A bildet jede Basis von V auf eine (i.a. andere) Basis von V' ab.

4. Fs existiert eine eine Basis von V , deren Bild unter A ebenfalls eine Basis
von A ist.

Beweisskizze:

Zu ‘1. = 2.: Wenn A invertierbar ist, gilt

Az=0=2=A1Az=A"10=0 VzecV.

Zu ‘2. = 3.: Wenn die 2. Aussage gilt, ist mit jeder Basis {bi,...,b,} von V
gemifl Lemma 7.1.6 und Lemma 7.1.5 {b’l def Aby, ... , b, def Abn} eine Basis von

V'; denn:
2YAby 4. 2" Ab, =0 = A(z'bi+...+2"b,) =0
— Zlby+...4+2"b, =0
2. Auss.
— Zl=...=2"=0

Version vom 26. Mérz 2009

21Man sieht leicht, daB A~! eindeutig durch A bestimmt ist. Im Unendlichdimensionalen wird
nicht mehr D;_, = V vorausgesetzt!
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Zu ‘3. = 4.”: Voraussetzungsgemifl existiert eine Basis {b1,...,b,} von V und
wenn die 3. Aussage gilt, bildet A diese Basis auf eine (i.a. andere) Basis von V/
ab.

Zu ‘4. = 1.”: Wenn die 4. Aussage gilt, konnen wir eine Basis {b,...,b,} von V

wéhlen, die von A auf eine Basis von V abgebildet wird. Damit ergibt sich gemaf

/Alflzn:z”flb,, def zn:z”b,, Vzl,...,z"eC
v=1

v=1

der zu A inverse Operator A~1 . |

7.3.2 Matrizen und Determinanten

Zur Bestimmung von Eigenwerten a eines linearen Operators A ist ein einfaches
Kriterium fiir die Invertierbarkeit von A — a 1 erwiinscht. Fiir endlichdimensionales
V' dient dazu die Determinante.

Oft nehmen wir stillschweigend an, dafl V' ein n-dimensionaler komplexer Vek-
torraum mit einer ausgewéhlten (geordneten) Basis (by, ..., b,) ist.?? Dann ist jeder
lineare Operator A auf V' durch seine Matrix

Aty ALY
Aro AT

bzgl. dieser Basis eindeutig charakterisiert, deren Komponenten die Wirkung auf die
b, beschreiben:?*

n

Al
Ab, = | bzgl. (by,...,b,) VYve{l,...,n}. (7.28)
A",
Damit gilt ndmlich
At A 21 At 2t AL 2
Az = : : : po| &t : bzgl. (by,...,b,),
ArpoL AN z" A2t AR 2

(7.29)

Version vom 26. Miarz 2009
22Fs sei daran erinnert daff man auf einem endlichdimensionalen komplexen Raum V zur jeder
vorgegebenen Basis ein inneres Produkt einfithren kann, bzgl. dessen diese Basis orthonormal ist
(siehe Anfang von 7.1.2).
ZTm Sinne der Anmerkung zu (7.8) gilt also

A= Z A, lew) (el
pr=1 \/
:<eM|Aey>

wenn (by,...,b,) mit der geordneten Orthonormalbasis (eq,...,e,) iibereinstimmt.
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wobei die z¥ natiirlich die Komponenten von z bezeichnen:

Zl

z=| : bzgl. (by,...,b,) .

In diesem Sinne werden wir oft — sofern dadurch keine Mifiversténdnisse zu befiirch-
ten sind — einen linearen Operator mit seiner Matrix bzgl. der ausgewihlten Or-
thonormalbasis identifizieren®* und damit gilt dann

N

C=AB < (=) A"B Vpvefl,.. n}. (7.30)

A=1

Lemma 7.3.4 Gegeben seien V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum, eine

Basis (by,...,b,) von V und ein invertierbarer linearer Operator
A B ... B!,
B ... B",

auf V. Dann gilt fir allez € V :

z
z=| : bzgl. (by,...,b,)
z'I’L
BY ... BN\ /:
—z= : = bzgl. (Bbl, ,an)
B™ B" z"

Beweisskizze: Fiir
14 v

Zz”bu:Zz’VBbl,

v=1 v=1

folgt aus der Invertierbarkeit von B
E‘lzz”by = Zz'"bu
v=1 v=1

Version vom 26. Mirz 2009
24Tats#chlich haben wir das bereits in 7.2.3 getan.
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und somit?®

BY, ... B!, z! 2
: : | = bzgl. (by,...,b,) . 1
B", ... B", 2" 2"
Folgerung 7.3.5 Seien V' ein n-dimensionaler komplezer Vektorraum, (by,...,by)

ewne Basis von V' und A B lineare Operatoren auf V. Wenn B invertierbar 15t,
dann stimmt die Matriz von A bzgl. (B by,... ,B bn> mit der Matriz von B-'A B
bzgl. (by,...,by,) tberein.

Beweisskizze: Fiir

z
z = : bzgl. (by,...,by,)

Z’I’L
11

= : bzgl. (Bby,...,Bb,
=) e (8

gilt
Al Al 2"
Az = bzgl. (by,...,by,)
A™ Amr z"

und somit gemifl Lemma 7.3.4 bzgl. (é by, ..., B bn> :

-1

1 1 1 1 1
By ... B, A LAY, =~
Az = Do : : : : :
n n n n n
B ... B", Ar Lo AT, z
1 1\ ! 1 1 1 1 1
By ... B, A LAY, B4y ... B, P
n n n n n n /mn
B* ... B", Ary Lo AT B*, ... B", Z
=Matrix von B-1A B bzgl. (B’ bi,...,B b,,,)
Version vom 26. Mirz 2009
25Wir kennzeichnen mit ~! natiirlich die durch
1 1\ ! 1 1 1 1 1 1\ !
By ... B, By ... B, By ... B, B4y ... B,
: : : : = : : : : : : =1
n n n n n n n n
B* ... B", B™ B", B* ... B", B* ... B",

charakterisierte inverse Matrizx. Siehe dazu auch Aufgabe E17.
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Eine wichtige Kenngrofle linearer Operatoren auf endlichdimensionalen komplexen
EukLipischen Réaumen ist ihre Determinante (vgl. (2.34) und Lemma A.3.2)

n

det(A) = Y sign (1) [ A%, (7.31)

TFGSn v=1

wobei S,, die Menge aller riickeindeutigen®® Abbildungen von {1,...,n}auf {1,...,n}
bezeichnet?” und die sog. Signatur sign () von m € S, so definiert ist daf

II ey =) =sien(x) J] (@ —2) Var,...2,€R

v,ue{l,...,n} v,ue{l,...,n}
v<p v<p
und somit?®

sign () def | +1 falls 7 = Produkt einer geraden Zahl von Transpositionen,
& | =1 falls 7 = Produkt einer ungeraden Zahl von Transpositionen

(7.32)
gilt. In der Schreibweise
Al
A=(AL,... A, A, =| : bzgl. (by,...,by)
Am
gilt dafiir offensichtlich
det (Aﬁ(l), . ,Aw(n)) =sign (m) det (Ay,...,A,) V7w eES,, (7.33)
woraus mit
det (A1 +AB, Ay, ... A,)
(7.34)

= det (Aq,...,A,) + Adet(B,Ay,...;A,) YAeC,BeC"
auch
det (A1 + XA, As, ... A,) =det (Ay,...,A,) VAeC,ue{2,....,n} (7.35)
folgt.

Anmerkung: Mithilfe von (7.33) und (7.35) lassen sich die Determinanten von n x n-
Matrizen auch fiir n > 3 leicht bestimmen.

Version vom 26. Marz 2009
26Riickeindeutige Abbildungen nennt man auch injektiv.
2"Diese Abbildungen nennt man auch Permutationen.
28Als Transposition bezeichnet man eine Permutation m € S, , die genau zwei der Zahlen
1,...,n dndert (miteinander vertauscht).
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AuBlerdem gilt

det (AT) — det(A), (7.36)
wobei AT die zu A transponierten Matriz?
A AL NT Al LAY
: : : def : :
An oA AL oA

bezeichnet.

Verallgemeinerungen:

1. Fiir beliebige komplexe n x m-Matrizen definiert man

T n
Aty AL, Aty LAY
o EL s (7.37)
Ar o AN At AM,
und . .
A, AY . (A" AT
A I D R IR
ArL A (AL)" .. (A
2. Fiir beliebige komplexe j x m- und m x k-Matrizen Definiert man
At AL B ... Bl
AL A B™ ... B™,
(7.39)
le:lAlﬂB”1 Eu:lAluBMk
def . . .
S A B LA BY
3. Aus . "
a=| : , b=1": bzgl. der ONB (eq,...,e,)
a” b"
folgt damit stets
al\ T /pt .
(a|b) = _ (ay)* %
am pr =1

al piy T at (b)) o et (i)
|a)(b| = ( : ) ( : ) = : : : bzgl. (e1,...,e,) .

a™ b a™ (bl)* ceooam (b
Lemma 7.3.6 Version vom 26. Mdrz 2009
2YWarnung: Welchem Operator die transponierte Matrix entspricht, hingt i.a. von der Basis

ab, auf die sich die Matrix bezieht!




30

Seien V' ein komplexer Vektorraum und (b, ...

qilt bzgl. dieser Basis
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,by,) eine Basis von V. Dann

det (fl B) = det(A) det(B).

fiir alle linearen Operatoren A B auf V.

Beweisskizze:??

det (A B)

Anmerkung: Fiir

= Z sign (7 H ZA” B“W(V
TES, v= 1/:1 1

= Zsign( ) Z HA” B““
TES, Pl seens pn=1v=1

= Z sign () Z HA” B“"
TES, TR nn€{l,..., n}r=1

1 F k for j#k

— Z sign (7 Z H A”m(y)BM(V)7r )
TES, T €S, v=1

ZE:S sign (7 1;[ ) HBm (1)

2, demlrom) HA V>HB’” ()

" =sign () sign (1)
:Hu 1
( Z sign (my) H Aum(u > <Z sign (7
e =1 TES
det (A) det (B’) |

7r(u)

H B W(u)>

invertierbares A folgt aus Lemma 7.3.6

det (A—l) — 1/ det(A),

insbesondere fiir A = 1 also

Version vom 26. Mérz 2009

det(1) =1.

30{Tblicherweise bezeichnet man mit f o ¢ die Komposition der Abbildungen f und g :

(fog) () ¥ f(g(x)).
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Folgerung 7.3.7 Die Definition (7.31) hingt nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweisskizze: Nach Lemma 7.3.5 stimmt die Matrix von AA bzgl. (b},...,b.) mit
der Matrix von B~' A B bzgl. {by,...,b,} iiberein, wobei B den durch

Bb,=b!, Yve{l,...,n}

charakterisierten linearen Operator auf V' bezeichnet. Der Wert der Determinante
von A bzgl. (b),...,bl) stimmt also mit dem Wert der Determinante von B~* A B

n

bzgl. (by,...,b,) iiberein. Die Behauptung folgt damit gemif

det (B‘l AB) Lemm:a - det (E‘l) det (AB

)
- det Bfl) det (A) det (B)
)

= det

(

Lemm:a 7.3.6 det (
(

= det (

Lemma 7.3.8 Seien V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und A ein li-
nearer Operator auf V' . Dann gilt:

A invertierbar < det A #0.

Beweisskizze: Falls A invertierbar ist, folgt aus

1 =det(1) = det (/1*1 fl) e 7 5. det (/1*1) det (/1)

unmittelbar det (A) # 0. Falls A nicht invertierbar ist, existiert ein z € V mit

Die Spalten-Vektoren der Matrix von A sind also linear abhingig. Mit (7.33) und
(7.35) folgt daraus, daf die Determinante verschwindet.

Anmerkung: det(Aq, ..., A,) ist also genau dann von Null verschieden,
wenn die Ay, ..., A, linear unabhéngig sind.
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7.3.3 Selbstadjungierte und unitidre Operatoren
Definition 7.3.9 Seien V ein komplezer Vektorraum mit EUKLIDischer Norm ||.||

und A ein linearer Operator auf V' . Dann nennt man A isometrisch, falls

HAZ —|zl| VzeV

gilt. Falls zusdtzlich>"
def

Ry = AV =V

gilt, nennt man A unitér.

Folgerung 7.3.10 SeienV ein (nicht notwendig endlichdimensionaler) EUKLIDischer
komplexer Vektorraum und A ein linearer Operator auf V. Dann sind folgende drei
Aussagen dquivalent:

1. A ist isometrisch.

2. Es gilt
<A VAL

3. Fiir jedes (nicht notwendige endliche) Orthonormalsystem {ejy,es, ...} von V

Az2> =(z1]20) Vz1,20€V.

ist auch {A e, Aey,.. } ein Orthonormalsystem von V' .
Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Polarisationsidentitét (7.22). I

Definition 7.3.11 Sei V' ein komplezer Vektorraum mit innerem Produkt (.| .)
und Orthonormalbasis {ey,...,e,}. Sei weiterhin A ein linearer Operator auf V .
Dann bezeichnet man den durch

Az 3™ (de,

v=1

z>e,, VzeV

charakterisierten linearen Operator At als den zu A adjungierten Operator. Im
Falle A = A" nennt man A selbstadjungiert.

Version vom 26. Mdirz 2009
31'Wir benutzen die iibliche Schreibweise

AMdéf{Az:ZEM}

fiir Operatoren A auf und Teilmengen M von V.
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Folgerung 7.3.12  Unter den Voraussetzungen von Definition 7.3.11 ist der ad-
jungierte Operator der einzige Operator At fiir den

(a

gilt, also von der speziellen Wahl der Orthonormalbasis unabhdngig.

Az2> = <ATZ1 ‘z2> Vzi,29 €V

Anmerkung: Geméfl den Folgerungen 7.3.10 (2. Aussage) und 7.3.12
gilt X o
Aisometrisch = ATA=1.

Lemma 7.3.13 Seien V ein endlichdimensionaler®* komplexer Vektorraum und U
ein linearer Operator auf V . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. U ist unitdr-.
2. Fiir jede diskrete Teilmenge {e;,eq,...} von V gilt
{e1,€9,...} maximales Orthonormalsystem von V
— {Uel, UeQ, .. } maximales Orthonormalsystem von V .

3. Es gilt o o
UUt=U'U=1.

Beweisskizze: Sei U unitéir und sei {e1,es,...} ein Orthonormalsystem von V' . Nach

Folgerung 7.3.10 ist dann auch {ffel, Ue,,...} ein Orthonormalsystem von V. Da

voraussetzungsgemif Ry = V' gilt, mufl auch {U ey, Ueg, .. } maximal sein, wenn

{e1, e, ...} maximal ist.>® Damit ist ,1. = 2.“ bewiesen.

Version vom 26. Mérz 2009
32Das Lemma ist so formuliert, dafl es auch fiir separable HILBERT-RAume gilt (sieche Kapitel 8).
33Wahrend das fiir endlichdimensionales V evident ist, 1ift sich fiir unendlichdimensionales V'

wie folgt argumentieren: Wire {U e1,Ues, .. } nicht maximal, giibe es ein z’ € V mit

lz|=1 2 LUe, Vv
Wegen R =V wiirde dazu ein z € V existieren mit Uz = 7' und somit, gemifl Folgerung 7.3.10,
Iz =1 zle, Vv,

Dann wére {ej,es,...} aber nicht maximal.
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Wenn (A]' maximale Orthonormalsysteme von V' wieder auf solche abbildet, dann exi-
stiert U~! und dafiir gilt

(071 e e = (evlew)
~—~
e,
= 511#
= (Ue,|Uey)

Ueu> Vv, i,

- <e;
wenn {ejq, es, ...} und damit auch {e], €}, ...} ein maximales Orthonormalsystem von
V' ist. Daraus folgt

(07 m )= o
und somit, geméfl Lemma 7.3.12, Ugt=0-1 , also UU'=U'U = 1. Damit ist auch

»2. = 3.“ bewiesen.
Wenn U Ut = Ut U =1 und somit UT = U~ gilt, dann folgt daraus

ﬁZ2> V21,29 €V

(0

Uz2> = <z1\UTUZQ>
= <z1 ‘ U-t Uzz>
= (21 |2z2)21,20 €V
und somit die Isometrie von U . Da U~! auf ganz V definiert ist, gilt auch Ry = V.

U ist also unitéir. Damit ist schlieBlich auch ,3. = 1. gezeigt und die Beweiskette
geschlossen. |

Anmerkungen:

1. Fiir isometrische Operatoren A auf endlichdimensionalen euklischen
Réumen gilt stets R ; = V/, sie sind also stets auch unitér.

2. Fiir isometrische Operatoren A auf unendlichdimensionalen eukli-
schen Rdumen gilt R; = V jedoch nicht immer, wie etwa das
Beispiel**

A def
Ae,,ée,,ﬂ VveN

mit einem maximalen Orthonormalsystem {e, : v € N} zeigt.

Die einfachsten selbstadjungierten Operatoren sind Orthogonalprojektoren, wie z.B.
Pr, P, Py und Py aus 7.2.3.

Version vom 26. Mdrz 2009

34Dje Definition fiir A ist natiirlich linear und stetig fortzusetzen.
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Definition 7.3.14 Sei ein en V' ein endlichdimensionaler® EUKLIDischer kom-
plexer Vektorraum und P ein linearer Operator auf V. Dann nennt man P einen
(Orthogonal-) Projektionsoperator (kurz: Projektor), wenn®

~ A ~

pP?=p=pf

gilt.

Folgerung 7.3.15 Seien V ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vek
torraum und P ein linearer Operator auf V. Dann ist P genau dann ein Projektor,
wenn ein Teilraum T von V' existiert mit

5z firzeT,
PZ_{O firz 1L T. (7.40)

Wenn P ein Projektor ist, dann stimmt der Teilraum T von (7.40) mit PV iiberein
und fiir jede Orthonormalbasis {ey,...,en} von PV gilt:

Pz=) (e,|2z)e, VzeV. (7.41)

Beweisskizze: Sei P ein Projektor. Dann folgt (7.40) fir z € T = PV aus P2 = P
und fir z L T'= PV aus
) o5 (P2
P=pt

(+

Umgekehrt, falls (7.40) gilt, dann folgt daraus®” T'= PV und (7.41). Aus letzterem
folgt aber P? = P = PT.

z>:0 vz e V.

Anmerkung: Nach Folgerung 7.3.15 existiert eine eineindeutige Zu-
ordnung zwischen Projektoren P und Teilrdumen 7T'. Dementsprechend
bezeichnet man mit Pr jeweils den Projektor mit PV = T. Im Falle
T = {\z: X\ € C} schreibt man dafiir auch kiirzer P, . Damit gilt

bz = <Hz|\ >HZ_H Va2 € V\ {0},

was man — im Sinne der Anmerkung zu Gleichung (7.8) — auch formal
mitteilt.

durch
z > < z
Izl / \ =]
Version vom 26. Marz 2009

35Definition 7.3.14 gilt mit Definition 8.3.7 auch fiir HILBERT-R4ume; siehe Definition 8.3.13.

36Man sieht leicht: P2 = P = Pt «— PP =P.
3TMan ergiinze {e1, ..., e, } zu einer Orthonormalbasis von V (falls T # V).

~

7 =
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Reelle Linearkombinationen von Projektoren auf einem endlichdimensiona-
len EukLIDischen komplexen Raum sind offensichtlich ebenfalls selbstadjungiert.
Wir werden sehen, dafl damit bereits alle selbstadjungierten Operatoren auf solchen
Réumen erfait sind.

7.3.4 Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition 7.3.16 Seien V ein komplezer Vektorraum und A ein linearer Operator
auf V. Dann versteht man unter einem Eigenvektor wvon A einen Vektorz € V
mit

Azxz#0.

Unter einem Eigenwert von A versteht man eine komplexe Zahl E | fiir die A-FE1
nicht invertierbar ist.

Lemma 7.3.17 Seien V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum, A ein
linearer Operator auf V und E € C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. FE ist ein Eigenwert von A.
2. det (A-E1) =0.

3. Es existiert® ein Eigenvektor zp von A mit Azp = Ezp .

Beweis: Siehe Lemma 7.3.3 resp. Lemma 7.3.8. i

Beispiel A=72.

det<A—Ei> _ det<_E _i>:E2—1.

Hier gilt

ngl. {eg,el} +Z _E

Die Menge der Eigenwerte besteht also aus allen reellen Zahlen F mit
E? = 1; d.h. die Eigenwerte von 72 sind +1 und —1. Die zugehérigen
Eigenrdume werden offensichtlich von den JONES-Vektoren fiir rechts-
und linkszirkulares Licht aufgespannt:

722JR:—|—JR, 7A'2JL:—JL.

Dementsprechend gilt
.9 0 —1 ~ ~
T = . =B R — B L (742)

Version vom 26. Marz 2009
38Es kénnen durchaus mehrere Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert existieren.
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(vgl. Tabelle 7.1) und somit

>

2

~ ~ A2 7~
7" Pr=4+Pr, 7T PL=-PF.

Daraus ergibt sich fiir D(a) = ¢~ die Zerlegung

>

() =e Pr+e P,
also ,
~ R e—ZOé 0
D(a) = 0 etia bzgl. {Jr,JL} ,

und damit die physikalisch gut interpretierbare Wirkungsweise

~ A

D(a)Jgr =e"*Jr, D(a)Jp=e""*Jy. (7.43)

Lemma 7.3.18 (SCHUR-Zerlegung) SeienV einn-dimensionaler EUKLIDischer
komplexer Vektorraum und A ein linearer Operator aufV . Dann eine Orthonormal-
basis {e1,...,e,} von V mit

V> = <e,,

Aeu>:O Yo,ue{l,....n}. (7.44)

Beweisskizze: Fiir n = 1 ist die Aussage des Lemmas trivial.

Sei nun n > 1 und das Lemma bereits fiir n — 1 anstelle von n bereits bewiesen.
Dann koénnen wir jeden normierten Vektor e; € V' so zu einem Orthonormalsystem
{e1,...,e,} von V erginzen, daf

vV>pu = <ey

Ae#>:0 Vv,ue{2,...,n}

gilt.?” Wir miissen also nur noch zeigen, dal A mindestens einen (normierten) Eigen-

vektor e; besitzt:

det (fl - F 1) ist ein Polynom n-ten Grades in E. Gemafl Fundamentalsatz der
Algebra (siche Folgerung 4.5.18) gilt deshalb

det(A—Ei) «ﬁ(E—EV)

fiir geeignete Ey,...,E, € C. Diese E, (vpn denen u.U. einige gleich sein kénnen)
sind gemafl Lemma 7.3.17 Eigenwerte von A . Zu jedem Eigenwert von A gehort aber
definitionsgem#fl mindestens ein Eigenvektor. |

Version vom 26. Miarz 2009

39Man wende das Lemma einfach auf

A'=Py A)Vy, Vi={zeV:zle},

an.
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Anmerkungen:

1. GemB (7.44) hat die Matrix von A bzgl. (ey,...,e,) obere Drei-
ecksform, d.h. die Elemente links unterhalb der Diagonalen sind alle
Null.

2. e ist dementsprechend ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A!; .

Folgerung 7.3.19 (Spektralsatz fiir endlichdimensionale Rdume) Seien V'
ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer EUKLIDischer Vektorraum und
A ein normaler Operator auf V , d.h. es gelte ATA = A AV . Dann ezistieren eine

Orthonormalbasis®® {ay,...,a,} von V und Eigenwerte E\, ..., E, € C mit
Ey 0 0 ... 0
0O FEy 0 ... O
A= 0 0 E5 ... 0 bzgl. (ay,...,a,) . (7.45)
o o 0 ... E,

Die E,, sind reell (resp. haben den Betrag 1), wenn A selbstadjungiert (resp. unitdr)
18t.

Beweisskizze: Nach Lemma 7.3.18 geniigen die Matrix-Elemente A", = <al, A a#>
von A bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis {ai,...,a,} von V der Bedingung
v>p = A, =0 Vvpe{l,...,n}. (7.46)

Da A normal ist, folgt daraus

S (A”A)* = Y (A A, Vepe{l..w}  (747)
)\6{1 ..... n’} Ae{l,...,n’}
A>v,p A<v,p

fiir n = n’. Speziell fiir v = 1 = n bedeutet das

2 2
|Ann| = Z |A)\n|
Ae{1,n}
A<n

und somit
AN, =0 VYA<n.

Aus (7.47) fiir n’ = n folgt damit (7.47) fir n’ = n — 1 und durch Iteration dieser
Argumentation
v<p = A, =0 Vvpe{l,...,n}.

Version vom 26. Miarz 2009

40Die Menge der zugehorigen 1-dimensionalen Teilriume {za, : z € C} ist natiirlich nur dann
eindeutig, wenn alle Eigenwerte F,, voneinander verschieden sind. Fiir n = 2 lassen sich a; und as
entsprechend Aufgabe E20 leicht bestimmen.
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Zusammen mit (7.46) und

def
E, = <al,

Aa,,> Vve{l,...,n}

folgt daraus (7.45). g

Anmerkung:

1.

Die selbstadjungierten Operatoren A auf V sind natiirlich schon
aufgrund ihrer Definition alle normal.

Daf§ auch die unitdaren Operatoren A auf V alle normal sind, folgt
aus der dritten Behauptung von Lemma 7.3.13.

Man sieht auch sofort, dafl ein Operator A auf V normal ist, wenn
eine Orthonormalbasis {ay,...,a,} von V existiert, beziiglich de-
rer er die Diagonalform (7.45) mit geeigneten Fi,..., F, € C
annimmt.

Die den PAULI-Matrizen als JONES-Matrizen entsprechenden Ope-
ratoren sind selbstadjungiert und zu sich selbst invers. Solche Ope-
ratoren auf endlichdimensionalen Vektorrdumen sind nach Lemma
7.3.13 stets unitar und als Wert ihrer Determinante resp. Eigen-
werte kommen geméfl Spektralsatz resp. 7.3.19 nur +1 und —1 in
Frage.

(7.45) ist dquivalent zu
A=>"E,P,.
v=1

(7.45) erlaubt die Definition von f(A) fiir beliebige komplexwertige
Funktionen f iiber C :

FAEN F(B) P, .
v=1

Dafiir gilt
[e's) 1 . o0 1 .
o (v) v o (v) v
f(a:)—ugzo—y!f (0)z" Ve e R = f(A)_HEZO—V!f (0) A”.

Nicht jeder lineare Operator A auf einem n-dimensionalen komple-
xen Vektorraum besitzt n linear unabhéngige Eigenvektoren (siehe
Aufgabe E15).

39
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Lemma 7.3.20 Sei V' ein endlichdimensionaler komplezer EUKLIDischer Vek-
torraum. Dann erlaubt jeder lineare Operator A auf V eine Polarzerlegung*!

A= U B .
~—

unitdar >0

Dabei ist B = VAt A. Falls A invertierbar ist, ist auch U eindeutig.

Beweisskizze: Weil
2

|

Vit

fiir alle z € V' gilt, ist

ﬁ(mz) iz VaeV

eine konsistente Definition fiir eine lineare Abbildung U des Teilraumes T = VAT AV

auf AV . Da U die Norm nicht #ndert, gilt dim(7T') = dim(A V) und somit — da V
endlichdimensional ist — dim(V ©T) = dim(V & AV, wobei

veT ¥ (zeV:zlT} VI'CV. (7.48)

Deshalb existieren lineare Abbildungen W von VoT auf Vo AV, die die Norm
nicht &ndern und fiir jede solche Abbildung ergibt sich mit den Definitionen

BY VATA, 0¥ 0P +W Pror
eine Polarzerlegung von A, denn
zeVoTl = <mz\z’>:0 vz eV

- mz =0

— Az=0.
Fiir jede Polarzerlegung gilt

AtA = B'UTUB = B?
und somit B = m Falls A und somit auch (m) invertierbar ist, folgt
daraus U = A ( m)_l. |

Version vom 26. Mdirz 2009

1B > meint, daf} B ein selbstadjungierter Operator auf V' ist, der nur nichtnegative Eigenwerte
hat. Ublicherweise benutzt man in der Polarzerlegung den i.a. nur partiell isometrischen, dafiir

aber eindeutigen, Operator UPr anstelle des unitiren Operators U . Da die Polarzerlegung mit
unitdrem U funktioniert, ist ndmlich nur fiir endlichdimensionales V' garantiert.
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Lemma 7.3.21 Seien V' ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplezer Vek-
torraum, A ein normaler Operator auf V und e ein Eigenvektor von A zum Eigen-
wert E € C. Dann ist e Eigenvektor von AT zum Eigenwert E* .

Beweis: Die Behauptung folgt fast unmittelbar aus dem Spektralsatz. |

Lemma 7.3.22 Seien V' ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplezer Vek-
torraum und A, B normale Operatoren auf V . Dann existiert genau dann eine Or-
thonormalbasis {e1,...,e,} von V mit

Ae,xe,, Be,xe, Vve{l,...,n}

(gemeinsame Diagonalisierbarkeit von A und B), wenn A und B miteinander
vertauschen, d.h. wenn AB = BA.

Beweisskizze: Sei {El, .. .,Em} die Menge der Eigenwerte von A und seien Ty,
., T, die zugehorigen Eigenrdume. Im Falle AB=BA gilt dann

zcl, — A(Bz)— (AZ): (E z) EHBZ
— Bze T, .
Geméifl Lemma 7.3.21 folgt mit Al statt A wegen
AB=BA — A'B' =Bt A",

analog X
zcl, = Bize T,

Folglich ist die Einschréinkung von B auf T, auch jeweils normal und besitzt eine Or-
thonormalbasis von Eigenvektoren. Da die Eigenrdume zueinander orthogonal sind,
folgt daraus die Existenz einer Orthonormalbasis, deren Elemente Eigenvektoren so-
wohl von A als auch von B sind. Daf umgekehrt aus letzterem die Vertauschbarkeit
von A und B folgt, ist offensichtlich. |

Anmerkung: Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.3.22 gilt*?

AB=BA = [(A)g(B)=yg(B)f(A)

fiir alle komplexwertigen Funktionen f und ¢ iiber C.

Geméfl Anmerkung 1 zu Lemma 7.3.13 ist der einer polarisationsoptischen Kom-
ponenten im Sinne von 7.2.2 entsprechende Operator A stets unitér, wenn sich die

Version vom 26. Mdrz 2009
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Intensitdt von Lichtstrahlen durch diese Komponente nicht &dndert. Insbesondere
sind also die Operatoren D(a) und S, aus 7.2.3 unitéir. Die Familien {f)(a)}

|a€]R

und {510} sind Beispiele fiir stetige 1-parametrige Gruppen unitirer Operatoren:
PER

Definition 7.3.23 Sei V' ein EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Dann bezeich-

net man eine Familie {U(t)} von Operatoren aufV als stetige 1-parametrige
Gruppe unitdirer Operatoren, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1.) U(t) unitir VteR.

2.) Uty +t) =U(t1) Ulty) Vit €R.

3.) <z1 ‘ U(t) z2> stetig in t (an der Stellet =0) Vzy,z0 €V .

Stetige 1-parametrige Gruppen unitdrer Operatoren sind eineindeutig selbstad-
jungierten Operatoren zugeordnet:

Lemma 7.3.24 (Satz von STONE fiir endlichdimensionale Rdume) SeiV ein
endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Dann ist eine Familie

{U(t)}l von Operatoren auf V' genau dann eine stetige I1-parametrige Gruppe
teR

unitdrer Operatoren auf V', wenn sie einen selbstadjungierten Generator besitzt,
d.h. einen selbstadjungierter Operator A mit

Ut)=e 4 vteR. (7.49)

Fin solcher Generator ist, falls er existiert, durch die Bedingung

<z1 Azz> =1 (% <zl

eindeutig festgelegt.

0(t) z2>) Va2 €V (7.50)

[t=0

Beweisskizze: Sei {U (t)} eine stetige 1-parametrige Gruppe unitiarer Operato-

teER
ren auf V. Dann folgt aus der zweiten Bedingung von Definition 7.3.23

Ut)U(ty) = U(ta) U(ty) Vi, by €R,
und mithilfe der Beweistechnik zu Lemma 7.3.22 erkennt man daraus leicht, daf} eine

Orthonormalbasis existiert, bzgl. der alle U(t) diagonal, aufgrund ihrer Unitaritiit
also von der Form

eler(t) 0 0 0
0 ete2(t) 0 0
Uty=| 0 0 e 0 bzgl. (e1,...,en)

0 0 0 ... ienl®
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mit reell-wertigen ¢, (t) sind. Aufgrund der zweiten Bedingung in Definition 7.3.23
gilt dabei

(Pu(tl +t2) = gﬁy(tl) + (p,,(tg) mod 27 th,tg € R, IS {1, . 771} .
Deshalb und dank der dritten Bedingung in Definition 7.3.23 existieren ¢1,...,¢, €
R mit

w(t)=p,tmod2r VteR,ve{l,...,n}.
Damit gilt also

eleit 0 0 - 0

0 elp2t _O . 0
U(t) - 0 0 ewst . 0 bzgl. (e1,...,en) ,
0 0 0 ... elent
d.h. (7.49) mit

—p1 0 0 0

0 —¢p2 O 0
A= 0 0 -3 0 bzgl. (e1,...,e,) .

0 0 0 cee —p

Umgekehrt folgt aus (7.49) mithilfe des Spektralsatzes fast unmittelbar, da$ die U (t)
eine stetige 1-parametrige Gruppe unitérer Operatoren auf V' bilden. g

Beispiel b(a): Der Generator der 1-parametrigen Gruppe {ﬁ(a) = i’ }I aus
— a€ER

7.2.3 ist offensichtlich 72 . Sein Erwartungswert
Ey(7%) € (3| #27)

in dem durch den JONES-Vektor J charakterisierten Polarisationszustand hat folgen-
de Interpretation:

|E3(7%)| = 22177;262

, € 4f Bxzentrizitit der Polarisationsellipse ,
E3(7?) >0 = rechtshiindige (elliptische) Polarisation,
E3(7#?) <0 = linkshindige (elliptische) Polarisation
(vgl. Aufgabe E7). Kontinuierliche Zustandstransformationen dieser Art, i.a. aller-

dings mit komplizierteren Generatoren (z.B. HAMILTON-Operatoren), sind besonders
typisch fiir die allgemeine Quantentheorie.
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7.4 Multilineare Funktionale (komplexe Tensoren)

7.4.1 Lineare Funktionale

Fiir jeden Vektor z, eines EUKLIDischen komplexen Raumes definiert

L(z) ¥ (20 |2) VzeV (7.51)

ein lineares Funktional® L auf V :

Definition 7.4.1 Sei V' ein komplexer Vektorraum. Als lineares Funktional auf
V' bezeichnet man dann eine Abbildung L von V in C, die der Bedingung

L(/\l Z1 + )\2 Zg) = )\1 L<Z1> + /\2 L(Zg)

fur alle z1,z9 € V und alle A\, Ay € C geniigt.

Lemma 7.4.2 (Satz von RiEsz fiir endlichdimensionale Riume) Sei V' ein

endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Dann sind alle linearen
Funktionale L aufV vom Typ (7.51).

Beweisskizze: Man wiihle eine Orthonormalbasis {ej,...,e,} von V und beachte,
daf

n

ORES LD tev | 7)e)

v=1

Fiir jeden komplexen Vektorraum V' hat die Menge
L(V,V) o {lineare Operatoren A auf V)

eine natiirliche Vektorraumstruktur, die durch die iiblichen Addition und Multipli-
kation mit komplexen Zahlen gegeben ist. Ein wichtiges lineares Funktional auf
L(V, V) ist jeweils die Spur:

Version vom 26. Mdrz 2009
43Fiir diese Funktional wird im Sinne der Anmerkung zu Gleichung (7.8) oft auch (zg| statt L
(gleichzeitig mit |z) statt z.) geschrieben (DIRACsche bra-ket-Schreibweise).
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Definition 7.4.3 Seinen V ein EUKLIDischer komplexer Vektorraum, {eq,...,e,}
eine Orthonormalbasis von V' und A ein linearer Operator auf V' . Dann bezeichnet

man .
Spur (A) ¢ Z <ey | fle,,>

v=1

als die Spur wvon A.

Lemma 7.4.4

Sei V' ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Dann ist
die Definition der Spur auf L(V, V') unabhingig von der Wahl der Orthonormalbasis
fiir V- und stellt ein lineares Funktional auf L(V,V') dar, das aufferdem positiv ist,
d.h. der Bedingung

Spur (AUi) >0 VAeLV,V)
gentigt. Dabei gilt sogar
Spur (ATA> =0 = A=0
fiir alle A e L(V,V).

Beweisskizze: Seien {ei,...,e,} und {e}, ..., e, } Orthonormalbasen von V. Dann
gilt fur alle A € L(V, V)

(e det) = X (ellen (e de,) (e, le))

n
v=1 v, p,p=1
n

=L el idle (a]de)

p=1

=(eple,)=0pp.
(ou| de)
und somit die Unabhéngigkeit der Spur von der Wahl der Orthonormalbasis. Der
Rest folgt aus
Spur (/ﬁfl) = Z <eu

p=1
n R 2
> fded -

p=1

n

v

=

I
M=

pn=1

Atde,)

Folgerung 7.4.5 Sei V' ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vek-
torraum. Dann ist durch

<A | B> & Spur (AU@) VA BeL(V,V) (7.52)
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ein inneres Produkt auf L(V,V) gegeben und zu jedem linearen Funktional L auf
L(V,V) existiert ein Operator p auf V mit L = wj, wobei

wy(A) % Spur (,3 A) VAeLWV,V). (7.53)

Beweisskizze: Die (7.4) entsprechende Bedingung folgt unmittelbar aus Lemma
7.4.4. Die (7.5) entsprechende Bedingung folgt gemés

<B | A> = Spur (BT A)
= Z <eu | B’Tfle,,>

r=1
n

= > ((Bthe,| e>)

v=1
- S ((erpe)
v=1
(Spur (AT B))*
((418)"-
DaB§ die (7.6) entsprechende Bedingung erfiillt ist, ist offensichtlich. Also definiert

(7.52) tatséchlich ein inneres Produkt (.|.) auf L(V,V). Aus Lemma 7.4.2 folgt
damit, daf lineare Funktionale auf L(V, V') von Typ (7.53) sind. g

Anmerkungen:

1. Fir jedes z € V' \ {0} gilt
wp, (A) = <

Dementsprechend ist wp positiv und normiert:

V4

Ai> VAe LV, V).

2|1 =]

w]sz(i) =1.

2. Mithilfe des Spektralsatzes zeigt man leicht, dafl zu jedem positiven,
normierten, linearen Funktional L eine Orthonormalbasis {e;, ey ...}
von V und nichtnegative Zahlen ¢y, ¢, . .. existieren mit

L:Zc,,wp , ch, =1.
ey N
v 12 20

3. Positive, normierte, lineare Funktionale bezeichnet man auch als
Zustdnde. Einen Zustand L bezeichnet man als rein, wenn er
von der Form

L=wp , zeV,
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ist, sonst als gemischt.**

Lemma 7.4.6 Seien V' ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektor-
raum und A, B € L(V,V'). Dann gilt

Spur ( A B) = Spur (éfl) ) (7.54)

Beweis: Fiir Orthonormalbasen {ey,...,e,} von V gilt

Spur (AB) = i<ey

v=1

ABey>

Die in 7.2.2 angegebene Transformation (7.17) der JONES-Vektoren, die der
Raum-Zeit-Spiegelung des zugehorigen elektrischen Feldes entspricht, hat alle Ei-
genschaften einer Konjugation:

Definition 7.4.7 Seit V' ein EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Dann versteht
man unter einer Konjugation auf V eine Abbildung K von V in V| die den
Bedingungen

(K(z1) | K(22)) = ({z1 | 22))" Vz1z20 € V. (7.55)

und X
K*=1. (7.56)

gendigt.*

Lemma 7.4.8 Seien V' ein EUKLIDuscher komplexer Vektorraum und K eine Kon-
Jgugation auf V' . Dann gilt

K@) =z vzeV

Version vom 26. Mdrz 2009
44Man beachte in diesem Zusammenhang Aufgabe E75.
45 Abbildungen K von V auf V mit (7.55) bezeichnet man auch als antiunitdr (vgl. Lemma
7.4.10).
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und K ist konjugiert linear,® d.h.:

K()\l 7z + )\2 Zg) = )\y{ K(Zl) -+ )\; K(ZQ) \V/)\l,)\g S C, 71,7y € V. (757)

Beweisskizze: Fiir z € V gilt

IK(=)]* = (K(2) | K(2))
= ((z|=z)

2
= =l

und somit tatséchlich || K (z)| = ||z||. Andererseits gilt

<z | K (A 21 + Ao Zg)> <K(K(z)) | K (A 21 + Ao Z2)>
(<K(z) | Ad1z1 + Ao Z2>)*

= (M (K(2)]|2z1) + Ao (K(2) | 22))"
M (z| K(z1)) + A5 (z | K(22))

- <z | A} K (z1) +A§K(22)>

fiir alle z,z;,22 € V und alle Aj, Ay € C. Also gilt auch (7.57). |

Lemma 7.4.9 Seien V' ein n-dimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektorraum
und K eine Konjugation auf V . Dann existiert eine Orthonormalbasis {ey, ..., e,}

von V. mit
K(waazz)kVVMww%eC (7.58)
v=1 v=1

Beweisskizze: Die Menge

Fdéf{zeV: K(z) =z}
aller Fizpunkte von K hat eine natiirliche Struktur als reeller EUKLIDischer Vektor-
raum.*” Wegen
1
z = f(z + K (z) +i(i K (z) — zz))
2 \e—— ———
€F €F

ist jede Orthonormalbasis {e1,...,e,} dieses Raumes auch Orthonormalbasis von V',
fiir die (7.58) gilt. g

Fiir jeden EUKLIDischen komplexen Vektorraum V' hat die Menge

zwmn@{@pzev}

Version vom 26. Marz 2009
46Konjugationen sind also riickeindeutige Abbildungen.
4"Man lasse bei der Multiplikation einfach nur reelle Zahlen zu.
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(beachte Fufinote 43) eine natiirliche EUKLIDische Vektorraumstruktur®

(z1| + (22| = (21 +2f,
| = (3],
def
¢zl =

Dafiir gilt:

Lemma 7.4.10 Seien V ein endlichdimensionaler EUKLIDischer Vektorraum und
K eine Konjugation auf V. Dann definiert

def

Uz) < (K(z)] VYzeV

eine unitdre Abbildung von V auf L(V,C); d.h. eine lineare Abbildung U von V
auf L(V,C) mit

HUzH:Hﬂ| VzeV.

Beweisskizze: Daf} U eine lineare, normerhaltende Abbildung ist, ist offensichtlich.
Da U den Vektorraum V auf seinen Dualraum L(V,C) abbildet, folgt aus Lemma
742, g

7.4.2 Bilineare Funktionale

Definition 7.4.11 Sei V' ein komplezer Vektorraum. Eine Bilinearform (=kom-
plexer kovarianter Tensor 2. Stufe) auf V' ist dann eine Abbildung B von V x V in
C mat

B (Z, )\1 VAl + )\2 ZQ) == )\1 B(Z, Zl) + )\2 B(Z, Zg)
B ()\1 71 + )\2 ZQ,Z) = )\1 B(Zl,Z) + )\2 B(ZQ,Z)

} Vz,21,29 €V, A, s € C.
Fine Bilinearform B auf V' heifst symmetrisch, falls
B(z1,22) =+ B(z9,21) Vzi,20 € V.

Sie heifit antisymmetrisch, falls

B(Zl,ZQ) = —B(z2,z1) VZl,ZQ eV.

Version vom 26. Mdrz 2009
“®Erinnerung: Das innere Produkt mit der EUKLIDischen Norm |.|| ist durch die Polarisationsi-
dentitét (7.22) gegeben. Dementsprechend gilt

<<Z1| ’ <Z2|> = (20| 2z1) Vz1,22€V.
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Lemma 7.4.12 Seien V ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer Vek-
torraum, B eine Bilinearform auf V und K eine Konjugation auf V. Dann existiert
ein linearer Operator B auf V mit®

B(Zl,Zg) = <K(Z1) ‘ BZ2> , VZ1,Z2 ev.

Beweisskizze: Geméfl Lemma 7.4.9 existiert eine eine Orthonormalbasis {e1,...,e,}
von V' mit

K(e,)=e, Vved{l,...,n}. (7.59)
Damit gilt fiir alle z1,z5 € V

Blaz) = 3 (ev | 21) (e | 22) Bles, )
PN (K (m) | K(ew)
oy K e
= <K(z1) BZ2>

mit

Bz i (B(el,,e#) (e | z))el, vzeV. |

Anmerkung: Bzgl. jeder Orthonormalbasis {ey, ..., e,} von V mit (7.59)
stimmen die (kovarianten) Komponenten

By, = B(e,,e,)

von B mit den Matrixelementen von B bzgl. {ey,...,e,} iiberein:

(7.59) — Byu:<ey|f3eu> Vv,ue{l,...,n}.

Lemma 7.4.13 Seien V' ein n-dimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektor-
raum, B € L(V.V) und K eine Konjugation auf V. Falls die B entsprechende

Bilinearform

def

B(Z17Z2) = <K(Z1) | BZ2> VZl,ZQ eV

Version vom 26. Mdrz 2009
“Innere Produkte sind dagegen Semibilinearformen (englisch: sesquilinear forms), d.h. in
einem Argument linear, im anderen aber konjugiert linear. Semibilinearformen S, fiir die auflerdem

S(z1,22) = (S(Z27Z1)> Vzi1,20 €V

gilt (wie fiir innere Produkte), nennt man HERMITEsch.
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symmetrisch oder antisymmetrisch ist und >

(K (z0) | 20) # 0 fiir alle Eigenvektoren zo von B (7.60)

gilt,”!

1. {by,...,b,} ist eine Basis von V .

2. (K(b,) | b,) = {1 fiir v =y,

0 sonst.

dann existieren Vektoren by, ..., b, € V mit folgenden Eigenschaften:

3. Alle b, sind FEigenvektoren wvon B.

4. Die Komponenten der Bilinearform B bzgl. {by,...,b,} stimmen mit den
Komponenten der Matriz des Operators B bzgl. {by,...,b,} tberein.

Beweisskizze: Gemafl Lemma 7.3.18 besitzt jeder lineare Operator auf einem end-
lichdimensionalen komplexen Vektorraum mindestens einen Eigenvektor. Wir kénnen
also einen Eigenvektor by von B wihlen und (voraussetzungsgeméifl) so normieren,
dal by - by =1 gilt, wobei:

def
71 Zo = <K(Z1) |Z2> Vz1,20 € V.

Sei nun m € {1,...,n — 1} und seien by, ..., b,, Eigenvektoren von B mit
by~bH:{1 firv=p
0 sonst

fir v,p € {1,...,m}. Dann gilt

z-b, — (Bz)~bl, =

= b,) | B z>
= B(b,,z)
_ +B(z,b,) fiir symmetrisches B
B —B(z,b,) fiir antisymmetrisches B
x z-b,=0
fiir v € {1,...,m}. B liBt also den (n — m)-dimensionalen Teilraum

{zeV:z-b,=0firv=1,...,m}

von V invariant. Deshalb enthélt dieser Teilraum mindestens einen Eigenvektor by, 41
von B, der sich (voraussetzungsgeméifl) so normieren 1a8t, dafl

bu'buz{l firv=yp

0 sonst

fiir v, u € {1,...,m+ 1} gilt. Ausgehend von m = 1 ergibt sich auf diese Weise nach
n — 1 Schritten die gewiinschte Basis. |

Version vom 26. Miarz 2009
%00hne die Voraussetzung (7.60) 1aBt sich zeigen, dafl zu jeder Orthonormalbasis {ei, ..., e,}
von V ein unitdrer Operator U auf V existiert, fiir den die Matrix von U BUT bzgl. dieser Basm
diagonal ist (Eckert et al., 2002, Equation (9)).
51Bzgl. der Notwendigkeit dieser Zusatzbedingung siehe Aufgabe E15.
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Geméf Lemma 7.4.2 (Satz von RIESZ) existiert fiir endlichdimensionales V' zu
jedem komplexen kontravarianten Tensor L' erster Stufe iiber V', d.h. zu jedem
linearen Funktional L' iiber £L(V,C) genau ein zo mit L' = |z,) , wobei

120 ((21) & ( (2ol

In diesem Sinne lassen sich also die zg € V' mit den |zg) € L(E(V, C), C) identifi-

zieren. Das dyadische Produkt, d.h. das Tensorprodukt z,; ® zs von |z;) und |zy)
ist durch

<z\> —(z|2)) VzeV. (7.61)

(21 ® 2) ((a| , (b|>  alz)(b|z) VabeV (7.62)

als kontravarianter Tensor 2. Stufe iiber V', d.h. als Bilinearform auf £(V,C) defi-
niert. Auch die Bilinearformen auf £(V,C) haben eine natiirliche komplexe Vektor-
raumstruktur. Dafiir gilt:

Lemma 7.4.14 SeienV ein EUKLIDischer komplezer Vektorraum und {ey, ..., e,}
eine Orthonormalbasis von 'V . Dann gilt fir jede Bilinearform B' auf L(V,C)

n

B = Z B’((ey| , (eu|) e, e, (7.63)

v,p=1

und

n

def 2
181 | S B (el el
1

V,u=

definiert eine EUKLIDische Norm auf dem Tensorprodukt V @V wvon V mit sich
selbst, d.h. auf dem Vektorraum aller Bilinearformen B’ auf L(V,C) . Fir das dieser
Norm entsprechende innere Produkt gilt:

{e},...,e,,} Orthonormalbasis von V

— {e, @€, :v,pe{l,...,n}} Orthonormalbasis von V@V .

)

(e | 22))" Ieu>>

Beweisskizze: (7.63) folgt geméis

B <<Z (e, | z1) e, ,<

B (Z (es | 21))"les)

v=1 I

B (e, (22])

(e | z2) ey

N

1
n

= Y B(leleul) (@l e) (2 | e,)

v 1

I
=3

B (el (eul) (v @e,) (1] (22l

1

v,
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Daf die auf V ® V eingefithrte Norm EUKLIDisch ist, ist offensichtlich. Sei schliellich
{€],..., el } eine weitere Orthonormalbasis von V. Dann gilt:

n

e, ®e;t = Z (e, | €) <eﬁ | e’u>ea ®eg
a,B=1

und somit:
(e, @e, | e,®e)
n

= 3 (lealel) (enle)) (o) | €)) (es| e} ea @ s ey @ es)

«a,B,v,0=1 5 555
=Y ((ealel)(esle))” (eal€))(es]e))
a,f=1
= (<e:, | eq) <ea | e;>) (<e1 e5> <eﬁ | e/T>)
a,B=1
= (el | ) (e} | e7)
= 5yp 5/”' I

Lemma 7.4.15 Sei V' ein n-dimensionaler EUKLIDischer komplexer Vektorraum.
Dann ezistiert zu jeder Bilinearform B auf L(V,C) eine SCHMIDT-Zerlegung,
d.h. eine Darstellung der Form

n
/
B:Z wy ey®ey

v=1l >

mit geeigneten (von B abhingigen) Orthonormalbasen {ey,...,e,} und {e},..., e}
von V . Dabei hangt die Anzahl der von Null verschiedenen w,, , die sog. SCHMIDT -
Zahl, nur von B ab.

Beweis: Siehe z.B. (Niclsen, 2000, Anhang A). g

7.4.3 Allgemeinere Tensorprodukte

Definition 7.4.16 Seien Vi, ..., VN komplexe Vektorriume. Dann bezeichnet man
den natirlichen komplexen Vektorraum aller Abbildungen T' von L(Vi,C) x ... X
L(Vy,C) in C, die in jedem Argument linear sind, als das algebraische Tensor-
produkt V| Qg . .. Qag Vv der Riume Vi, ..., Vy.
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Lemma 7.4.17 Seien Vi, ..., Vy endlichdimensionale EUKLIDische komplexe Vek-

torrdume und sei fir j € {1,..., N} jeweils {eﬂ, e ,ej,n].} eine Orthonormalbasis
von V; . Dann gilt fiir jedes T' € Vi Qg - . . Qalg Vv

ni nnN
= Z o Z T’((e1,U1| e <eN’,,N|> €1, ®...0€eN,,

r1=1 vy=1

wobei:
N
(el,m@...@eN,yN)((zﬂ ZN\) H<zj lejn) V(z1,....zx) €Vix... Vy.
Dabei ist durch
/ def 2
) T'((ernl - fenanl)| (7.64)
vi=1 vy=1

etne EUKLIDische Norm auf Vi ®alg . . . @a1g Vv gegeben, die nicht von der speziellen
Wahl der Orthonormalbasen abhdngt.

Beweis: Direkte Verallgemeinerung des Beweises von Lemma 7.4.14. i

Anmerkungen:

1. Das algebraische Tensorprodukt von Vi,...,Vy mit dem (7.64)
entsprechenden inneren Produkt wird als EUKLIDzsches Tensor-
produkt V| ® ... ® Vy bezeichnet.

2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.4.17 ist
{em @ ... @enuy: Vi €{l,...,n;} VjE {1,...,N}}

eine Orthonormalbasis von V; ® ... ® Vy .

Definition 7.4.18 Seien Vi, .. , Vv endlichdimensionale kompleze Vektorrdume
und sei fir j € {1,...,N} jewezls A; € L(V;,V;). Dann versteht man unter dem
A ® ... Ay der Opemtoren Al, .. AN den durch

def

(A1®...®AN)(Z1®...®ZN) = <A1 z1)® ®(ANZN> V(21,...,2,) € ViX.. . xVy

(gemafS Lemma 7.4.17) eindeutig charakterisierten linearen Operator auf Vi Qag
.. ®alg VN .



Kapitel 8

Unendlichdimensionale komplexe
Vektorriaume

8.1 Grundlegende Definitionen

8.1.1 Maximale Orthonormalsysteme

Fiir viele Betrachtungen im Zusammenhang mit EUKLIDischen Vektorrdumen
kann man sich auf dichte Teilmengen beschranken.

Definition 8.1.1 Seien 'H ein EUKLIDischer komplexer Vektorraum und T eine
Teilmenge von 'H . Dann sagt man, T liege in H dicht, falls

d(e,7)« inf [ - V=0 VoM,

Zum Nachweis dichter Teilmengen ist vielfach folgender Sachverhalt niitzlich:

Satz 8.1.2 (WEIERSTRASSscher Approximationssatz) Seien n € N, G eine
beschrinkte Teilmenge von R™ und F(x) eine stetige Funktion iber R™. Dann exi-
stiert eine Folge { P,,(x)} ey von Polynomen P, (x) diber R , die firx € G gleichmdfig
gegen F(x) konvergiert.

Beweisskizze:' Wihlt man N gro genug, dafl
xeg = |z’ < N Vve{l,...,n}

Version vom 26. Mérz 2009

Wgl. (Courant und Hilbert, 1968, Kap. II, §4).

95
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gilt, dann sind die

o ([ Y o) [ ()

v=1

geeignete Polynome. |

Als Beispiel betrachten wir den Raum? C/(S?) der stetigen Funktionen f(ip) iiber R
mit der Periode 27,

flo+27)=flp) VoeR

mit der natiirlichen linearen Struktur und dem inneren Produkt

(f19) ‘izef%/()%(f(w))*g(so)ds@ VfgeC(S).

Offensichtlich ist dies ein unendlichdimensionaler komplexer EUKLIDischer Raum.
Fiir v € Z bezeichne jeweils e, die durch

e (p) L give VeoeR

definierte Funktion. Dann ist {e, : v € Z} ein Orthonormalsystem (ONS), d.h. es
gilt

1 firv=uy,
<€V|€M>_{O sonst .

Dieses ONS ist zwar keine Basis von C'/(S!) im Sinne der Definition 7.1.3, aber der
WEIERSTRASSsche Approximationssatz zeigt, dafl die lineare Hiille dieses ONS in
C(S') dicht liegt; man mufl dazu also nicht die Theorie der FOURIER-Reihen (siehe
z.B. 6.2.1 bereits entwickelt haben.

Begriindung:® Zu gegebenem g(¢) € C(S*!) withle man eine beliebige stetige Funk-
tion x(r) iiber R mit x(1) = 1 und

1 1
x(r)=0 Vre (—2,+2) :

Dann ist die Definition
F(erti) € x(e") g(e) VppeR
erlaubt und liefert (mit F'(0) %ef 0) eine stetige Funktion F(z) iiber C mit
F(e%) =g(p) Ve€eR.

Da sich F(z) geméf Satz 8.1.2 gleichméBig fiir |z| < 2 durch Polynome in z und z*
approximieren li3t, folgt daraus die Behauptung. |

Version vom 26. Marz 2009
2Hier bezeichnet S' den durch das Bogenmafl modulo 27 parametrisierten Einheitskreis im R? .
3Vgl. (Courant und Hilbert, 1968, Kap. II, § 4, Nr. 4).
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Daraus ergibt sich, dafl das ONS maximal im Sinne von Definition 7.1.8 ist, d.h. fiir
alle f € C(S) gilt

<<6V|f>:0 vyez> —  f=0.

Eine naheliegende Verallgemeinerung ist die folgende:

Definition 8.1.3 SeiH ein EUKLIDischer komplexer Vektorraum. Als Orthonor-
malsystem (ONS) von H bezeichnet man dann eine Familie {®,},., C H mit

.. _ /
<®L | (I)L’> = {é fUTL—L '
sonst .
Als mazximales Orthonormalsystem (MONS) von H bezeichnet man ein ONS,
daf sich nicht in ein echt grifieres ONS einbetten lifst. Wir nennen H separabel,
wenn ein endliches oder abzdhlbares MONS von 'H existiert, dessen lineare Hiille in

H dicht liegt."

Anmerkung: Jedes endliche MONS ist natiirlich eine (HAMEL-) Basis.

Die Giiltigkeit des folgenden Lemmas ist fiir unendlichdimensionales H — im
Gegensatz zu Folgerung 2.1.6 — nicht so selbstverstéandlich, wie es vielleicht scheinen
mag, sondern beruht auf dem sog. ZORNschen Lemma.’

Lemma 8.1.4 Sei 'H ein (komplexer) EUKLIDischer Vektorraum. Dann lafst sich
jedes ONS {®,},., von H zu einem MONS {®,},., von 'H erginzen (I D I').

Lemma 8.1.5 Seien H ein EUKLIDischer komplezer Vektorraum und {®4,...,Px}
ein ONS von 'H . Dann gilt die BESSELsche Ungleichung

N
1W)* >, | ) Ve,
v=1

Beweisskizze: Mit
N
v E N e, e, v Y vy

v=1

Version vom 26. Mirz 2009
4Man beachte in diesem Zusammenhang Lemma 8.1.8.
®Bzgl. dieses ‘Lemmas’ siehe z.B. (Rédei, 1959, Kap I §11). Man beachte allerdings die 3. An-
merkung zu Folgerung 8.3.14.
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gilt
||‘I’||2 = H\I’H“F\I’J_H
= eyl + el
> gy
N

Dol W g

Lemma 8.1.6 Seien H ein EUKLIDischer komplever Vektorraum, {®,},., ein ONS
von H und W ein Vektor aus H. Dann existiert eine endliche oder abzdhlbare Teil-
menge Iy von I mit

(O, | V) #0 <= 1€ 1y.

Beweisskizze: Sei I,, jeweils die Menge aller ¢ € I mit [(®, | ¥)|> > 1/n. Da gemif
Lemma 8.1.5 die Ungleichung

W)= (@ | ©)[°
el

fiir jede endliche Teilmenge I’ von I gilt, mufl I,, jeweils endlich sein. Daraus folgt
aber, dafl Iy = U, enI,, hochstens abzahlbar ist. |

Folgerung 8.1.7 SeiH ein unendlichdimensionaler separabler EUKLIDischer kom-
plexer Vektorraum. Dann ist jedes unendliche ONS von H abzdhlbar.

Beweisskizze: Da H separabel ist, existiert ein MONS {W¥,} .y von H. Sei nun
{®.},c; ein beliebiges unendlichdimensionales ONS von H. Dann existieren geméf
Lemma 8.1.6 zu jedem v € N nur abzihlbar viele ®, mit (®, | ¥,) # 0. Da aber
{¥,}, ey maximal ist, kann kein ®, existieren mit

(®,|V,)=0 VveN.

Also ist I die Vereinigung abzihlbar vieler hochstens abziahlbarer Mengen und somit
abzéhlbar unendlich. |

Anmerkung: Auch wenn H nicht separabel ist, hat jedes MONS von H die gleiche
Michtigkeit; vgl. Aufgabe 18 von (Liicke, fuan).

Lemma 8.1.8 Seien H ein EUKLIDischer komplever Vektorraum und {®,},., ein
ONS von 'H , dessen lineare Hiille in H dicht liegt. Dann ist {®,},., ein MONS von
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H und es gilt®

U=> (0, |V)D, VIeEH (8.1)
el
sowie
19)2 = ST1@, | WP Ve en. (8.2)
el

Beweisskizze: Sei U € H . Da die lineare Hiille von {®,},_; in M dicht liegt, existiert
dann zu jedem € > 0 ein Vektor der Form”

=M, +...+ X, , {t1,...,0n}C1T,

mit )
e > || —-0
n

= |e-> @, 1ve,
v=1

2

r Hi(@w [0) =A@,

und somit
n

H\IJ - Z <<I)LV | \I]> (I)L,/

v=1

2
‘<e.

Da auflerdem

n 2 n+n/ 2 n+n/ 2
[v-> @, 1v)e, o= @, e, +]| Y @, 1ve,
v=1 v=1 v=n-+1
n+n’ 9
> |e-Y @, ve,
v=1
fiir alle n’ € Nund ¢y11, ..., tntn € I gilt, folgt daraus (8.1) und damit auch

«¢4m>=0‘w61) — U=0.

Da das fiir alle ¥ € H gilt, ist {®,},.; also ein MONS von H . Da weiterhin
2 "

5 (e o)
v=1

(el

fir alle n’ € Nund ¢}, ..., € I gilt, ist nach Lemma 8.1.6 klar, da$} (8.2) aus (8.1)
folgt. |

JeiP = v - (e,
v=1

— 0
!’

n’ —oo 7271,’
- v=1

2

v)o,

2

Version vom 26. Marz 2009
6Man beachte, dafl nach Lemma 8.1.6 nur iiber hochstens abzihlbar viele ¢ € I zu summieren
ist. Fiir abzdhlbare Mengen Iy meint W = Z (P, | ) P, stets:

ely

N
Iy ={u,:veN} — Qﬂ;E:@w|%@w:W

v=

(vgl. Definition 7.1.12).
"Die t1 + ...+ ¢, sollen alle voneinander verschieden sein.
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Anmerkungen:

1. Anwendung von Lemma 8.1.8 auf den Fall

H = C(Sl) ) {q)L}LeI = {el/}uez

liefert mit (8.1) die FOURIER-Rethenentwicklung

flo)=) les | fee Vfeo(sh (8.3)

VEZL

(starke Konvergenz in C'(S) , auch Konvergenz im Mittel genannt),

wobel

1 27 i
<€u|f>:§ fle)e™"?dy Vv eZ.
0

2. Man sieht leicht (Aufgabe E51), da8 die unendliche Reihe in (8.3)
sogar absolut und gleichméBig konvergiert, wenn f(¢) stetig diffe-
renzierbar ist.

8.1.2 Schwache Konvergenz und Beschrinktheit

Der Begriff der starken Konvergenz wurde bereits in Definition Definition 7.1.12
eingefithrt. Wenn der Zusatz ‘stark’ weggelassen wird ist, stets starke Konvergenz
gemeint. Oft jedoch sind auch andere Konvergenzbegriffe niitzlich.

Definition 8.1.9 Seien H ein EUKLIDischer Vektorraum und {¥,}, . eine Folge
in H . Falls ein W € 'H existiert mit

lim (& | W,) = (& |T) VbeH,

V—00

dann sagt man, daf die Folge schwach gegen V konvergiert und teilt das durch

w- lim ¥, =W

V—00

mit.

Anmerkungen:

1. Die Grenzwerte s- lim ¥, und w- lim W, sind natiirlich stets ein-

V—00 V—00

deutig, sofern sie existieren. Wenn beide Grenzwerte existieren,
stimmen sie iiberein.

2. Fiir jedes ONS {®,}, . von H gilt: w- lim &, =0.

V—00
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Folgerung 8.1.10 Fiir jede Folge {V,}, .y in einem EUKLIDischen Vektorraum
qilt

w-lim ¥, =W,
s-lim ¥, =¥ «— e

oo lim ||V, [| = [|¥] .

V—00
Beweisskizze: Aus

(@ |0)—(2|W,) = [V V-V,

< e le =,
Schwarz

erkennt man sofort, daf§ aus der starken Konvergenz stets die schwache folgt. Mit
2 2 2
W =W, [|7 = [[]" = 2R (¥ | ¥,) + [0, | (8.4)

folgt daraus auch
im0, = (] .

Umgekehrt folgt aus der schwachen Konvergenz und der Konvergenz der Normen mit
(8.4) unmittelbar die starke Konvergenz. g

Definition 8.1.11 Seien ‘H ein EUKLIDischer Vektorraum und T eine Teilmenge
von H . Dann heifit T beschrdnkt, falls

sup | V]| < co.
weT

Entsprechend nennt man eine Folge {V,} . C H beschrinkt, falls die Menge
{U, : v &N} beschrinkt ist.

Lemma 8.1.12 Sei 'H ein EUKLIDischer Vektorraum. Dann ist jede schwach kon-
vergente Folge {V,} . C H beschrinkt.

Beweisskizze: Angenommen, {V¥,}, . C H sei schwach konvergent aber nicht be-
schrinkt. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf {¥, }, .\ schwach gegen 0 konvergiert.
Dann lassen sich iterativ eine Teilfolge {W],} .\ von {¥,} .y und ein ONS {®,}
von H konstruieren mit

veN

(U, |®,)>v?> VveN

und

1

u<u:>’<WL|¢V>’<y_ Vu,v € N.

Bei geeigneter Wahl der Vorzeichen o, € {—1,+1} gilt damit
(¥, | ®) >v—2 VveN,

fiir
o0

def Oy
o = —®, eH.

Das steht aber im Widerspruch zur schwachen Konvergenz von {U,}, .
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Definition 8.1.13 Seien ‘H ein EUKLIDischer Vektorraum und W (t) eine Abbil-
dung von R in ‘H . Dann heifit diese Abbildung (stark) differenzierbar, falls

o def d def . U(ty) — U(ty)
B 9 Sy o iy T )
)= ¥ = s Iim t— 1y

t1#to

existiert.® Falls (® | W(t)) fiir alle ® € H nach t differenzierbar ist, nennt man V()
schwach differenzierbar.

Anmerkung: Falls U(¢) stark differenzierbar ist, dann ist W(¢) geméaf
Folgerung 8.1.10 auch schwach differenzierbar und es gilt

%(cp [w(n) = (®]W@0) veen.

8.1.3 HILBERTsche Riaume

Definition 8.1.14 Als HILBERT-Raum bezeichnet man einen EUKLIDischen
komplexen Vektorraum H , in dem jede CAUCHY-Folge, d.h. jede Folge {V,},  C
H mit

I 7
i sup [, =2, =0,

eine starken Grenzwert besitzt:

s— lim ¥, =Y fir geecignetes ¥ € H .

v——+400

Unter HILBERT-Raum-Basis® versteht man ein MONS eines HILBERT-Raumes.

Folgerung 8.1.15 Seien ‘H ein HILBERT-Raum und {®,}, ., ein MONS von H.
Dann' gelten die Gleichungen (8.1) und (8.2).

Version vom 26. Méarz 2009

8Eigentlich haben wir die starke Konvergenz nur fiir diskrete Folgen definiert. Trotzdem sollte
klar sein, was hier gemeint ist.

9Warnung: Nur fiir endlichdimensionale HILBERTsche Réume sind die HILBERT-Raum-Basen
auch Basen im Sinne der Definition 7.1.3.

10Bzgl. der Notwendigkeit der Vollstindigkeit von H siche Aufgabe E56.
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Beweisskizze: Dank der BESSELschen Ungleichung existiert
> (@, | 0) @,
A<

fiir jedes ¥ € 'H und dafiir gilt

\I/fz<<bb|\11><l>b 1@, V/€eI.

vely

Da {®,},.; maximal ist, folgt daraus (8.1). Daraus folgt auch, daf die lineare Hiille
von {®,},., in H dicht liegt und geméf Lemma 8.1.8 somit (8.2) gilt. g

Lemma 8.1.16 Die Menge
CEL = {2 CC: 2P E Y ) <0 (8.5)
r=1
aller quadratsummierbaren Folgen komplexer Zahlen mat ihrer natirlichen linearen

Struktur und dem inneren Produkt

def

(21| z2) = (2) 28 V2,20 € 12 (8.6)

M8

v=1

1st ein HILBERT-Raum.

Beweisskizze: Offensichtlich gilt
Az={Xz" A%} €’ VIEC,z€l?
gilt, ist offensichtlich. Dafl auch
21+ 20 = {z} + 23,22 +z§,...} €’ Vz,2€0?

gilt folgt aus

N N N
>l + 2 < PIE N DI 1
v=1 v=1 v=1

Dreiecisungl.

< lzill + ||lz2]] VN €N.

2 ist also sicherlich ein komplexer Vektorraum. Daf} die rechte Seite von (8.6) endlich
ist, folgt aus

N N
PEE = DI
v=1 v=1
N N
2 2
< PRI
Schwarz — —
v=1 v=1

< Jall |22l VN eN.
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Der komplexe Vektorraum ¢? ist damit EUKLIDisch. Sei nun {z,}, .y eine CAUCHY-
Folge in £? . Wenn dazu iiberhaupt ein Grenzwert z € ¢ existiert, mufl dafiir

)

2= ev|2)

lim <el,

=00

= lim 2¥
H—>00 H

gelten, wobei

e, ¥ {6,1,0,2,...} VYveN.

Fiir
v def M]LH;O z, YveN (8.7)

ist also zu zeigen:
1. z—{z 22 }652 und
2. ,nggo |z — ZuH =0.
Zu 1.: Da {2,},.y eine CAuCHY-Folge ist, existiert zu jedem e > 0 ein N, € N mit

e > la—al?

oo

= Ylam-al
A=1
L 2
= Z’zl’)—zﬂ Vu,v>N.,LeN.
Mit (8.7) folgt daraus
L
Z’z —z <e Vv>N.,,LeN
und somit -
Y- <e Vv N (8.8)
Daraus folgt insbesondere

{zl fzjlve,zz 7212\,5,...} € ¢

und wegen 2y, € 0% somit
z= {21722,...} €.

Zu 2.: Da (8.8) fiir beliebes € > 0 mit geeignetem N, € N gilt, folgt daraus

(o]
le-2l® = |-
A=1
— 0. 1

V—00
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Lemma 8.1.17 Seien H ein EUKLIDischer komplexer Raum und {®,}, .\ ein ONS
von 'H , dessen lineare Hiille in H dicht liegt. Dann ist H genau dann ein HILBERT-

Raum, wenn zu jeder Folge z € (% ein ¥ € 'H existiert mit U = Z 2P, .
veN

Beweisskizze: Wenn man die Elemente ¥ € H gemifl Lemma 8.1.8 mit den ent-
sprechenden Folgen z = {2"} .\ der Entwicklungskoeffizienten 2 = (®, | ¥) identi-
fiziert, dann stellt sich H als EUKLIDischer Teilraum von ¢? dar. Da, ¢? gem&8 Lemma
8.1.16 ein HILBERT-Raum ist, ist also nur zu zeigen, daf} jeder vollstéindige Teilraum
von 2 | der alle abbrechenden Folgen

{217...,ZN7070,...} , NeN,

enthilt, mit ¢ iibereinstimmt:

Sei also ‘H ein solcher Teilraum und sei z = {2¥}, ey ein beliebiges Element von (2.
Dann bilden die

2y def {zl,...,z”,0,0,...}

wegen
v

|z, — Zu||2 = Z ’z)‘IQ fir p < v
A=p+1

eine CAaucHY-Folge in H. Gem#B Definition 8.1.14 muf also ein z = {#"} _y € H
existieren mit

0 = lim ||z -2,
H—00
- 2 > 2
= lim (> |2 -2+ > |2
U0
A=0 A=p+1

Daraus folgt Z = z und somit, da z € £2 beliebig vorgegeben war, (2 C H . 1

Folgerung 8.1.18 Seien H und {®,}, .y wie in Lemma 8.1.17 vorgegeben. Dann
ist !

o0

= def y

H = E XD, e (P
v=1

mit seiner natirlichen linearen Struktur und dem inneren Produkt

e¢]
v
522@,
v=1

o0
Zzg‘ D, o (z1 | 20) V21,2 €0
pn=1

ein separabler HILBERT-Raum, der 'H als dichten EEUKLIDischen Teilraum enthdlt
und fir den {®,},.y ein MONS ist. Falls H ein HILBERT-Raum ist, dann gilt H =
H.

Version vom 26. Marz 2009

"Diejenigen Reihen von H , die nicht in H konvergieren, stehen einfach fiir sich selbst.
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Anmerkungen:

1. Alle separablen unendlichdimensionalen HILBERT-Raume stimmen also
i.w. mit 2 iiberein.

2. Alle endlichdimensionalen EUKLIDischen Vektorrdume sind vollstandig,
also HILBERT-R&ume.

8.2 Beispiele fiir vollstindige Funktionensysteme

In physikalischen Anwendungen wird oft der Funktionenraum L*(G) be-
nutzt, wobei G ein hinreichend gutartiges Gebiet des R™, n € N, bezeich-
net. Um nicht auf die mafitheoretische Formulierung eingehen zu miissen,
fassen wir hier den L?(G) im Sinne von Folgerung 8.1.18 als HILBERT-
Raum-Vervollstindigung des EUKLIDischen komplexen Vektorraumes
C(G,d|gG]) aller stetigen komplexwertigen Funktionen f(x) iiber G auf,
fiir die die EUKLIDische Norm

T /g F&)P dlg),

als gewohnliches (RIEMANNsches) Integral existiert. Das innere Produkt
stetiger Funktionen f,g € L?(G) ist also durch

1= [ (169) s dldl; (89)

gegeben. Wendet man das im Beweis von Folgerung 2.1.6 und in 2.1.3 be-
schriebene SCHMIDTsche Orthonormalisierungsverfahren auf eine abzéhl-
bare Menge von Vektoren an, deren lineare Hiille in C(G,d|G|) dicht
liegt, dann'? erhilt man stets ein MONS von L*(G) .

8.2.1 LEGENDRE-Polynome

Version vom 26. Mdirz 2009

12Reihen, die nicht in C(G,d|G|) konvergieren, aber deren Differenz in C(G,d|G|) gegen Null
konvergiert, werden identifiziert.
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Lemma 8.2.1 Durch Anwendung des SCHMIDTschen Orthonormalisierungsver-
fahrens auf

{my(a:) def xv}yez+ C C’([—l, +1],d$>

ergibt sich das aus den sog. LEGENDRE-Polynomen'?
P(z) Y L (4 U(xQ—l)V Ve [-1,+1],v € Zy; (8.10)
v 2v vl \dx ’ ’ ’

durch Normierung gebildete MONS

von LQ([—L —l—l]) .

Beweisskizze: Aus dem WEIERSTRASSschen Approximationssatz folgt, dafl die li-
neare Hiille der m,(x) in C([—L +1], dm) dicht ist. Das gleiche gilt deshalb fiir die
lineare Hiille der LEGENDRE-Polynome, denn wegen

Rang ((z° — 1)V — 2®) < 2v

gilt
@)t
Rang <Pl,(x) = Wﬂr <v, (8.11)
woraus iibrigens'*
2v)!
PV () = (QVVZ‘ Vo e [-1,+1] (8.12)

folgt. Gemif3 Folgerung 8.1.18 ist also nur noch zu zeigen, dafl die v, (z) ein ONS von
C([—l, —|—1],dx> bilden:

Aus (8.11) erkennt man mithilfe (v + 1)-facher partieller Integration leicht:

+1
(P, | P,) = P,(z)Py(x)de =0 firv<pu.
-1

Version vom 26. Méarz 2009
13Siehe (Jahnke et al., 1960, Kap. VIII).
“Wir verwenden die {ibliche Notation f)(x) def (di)u f(z).
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AuBerdem ergibt sich durch wiederholte partielle Integration:'”

(P P) = - /+1($2 — 1)V P)(x) dz
810y  2¥vl )4 v
_ (@) /+1 iy _ o\
(832) (2y V!)Q o (1+$) (1 33) dx
+1
-1
-1

2721/

(1+2)* dz

= (v+3) - 0

Anmerkung: Bzgl. der Bedeutung der LEGENDRE-Polynome fiir die Multipolent-
wicklung siehe Aufgabe E47 und Abschnitt 1.4.2 von (Liicke, edyn). Zur Vollstandig-
keit der Kugelfliichenfunktionen siehe (Fischer und Kaul, 2004, § 15, Nr. 3.5).

8.2.2 HERMITEsche Polynome

Lemma 8.2.2 Die lineare Hiille wvon

(@) Gy e

a2
2

:V€Z+}

ist dicht in L*(R) .

Beweisskizze: Sei )
def _z= ;.
U, (r) = e T e Va,zeR.

Mithilfe der SCHWARZschen Ungleichung und der Formel

no—a? . T firn =20
/xe dx—{(1_;).--(k_;)ﬁ firn—2k ken  (513)

sieht man leicht, daf§ die TAYLOR-Entwicklung von
def
fo(z) = (U |¥,) VzeR

fiir jedes ¥ € L?(R) an der Stelle z = 0 existiert und einen unendlichen Konvergenz-
radius hat. Wegen

$0) = (¥ ] %)

Version vom 26. Marz 2009
5Die vorletzte Gleichung ergibt sich durch wiederholte Anwendung von

o 8 g +1 -1
1+ 2)°(1 — = 1+ 2)°t (1 — 2)P- .
[1 (1+2)*(1—2) dxpart. meatll) 14+z)*(1-2)"""der Va,feN
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folgt daraus

Ul {Y,:veZ,} = (W|P,)=0 VzeR
— v=0
FOURIER-Theorie

fiir alle ¥ € L?(R) . Deshalb enthiilt die lineare Hiille der Menge aller ¢, ein MONS
von L?(R) und liegt somit gemif Folgerung 8.1.15 in diesem HILBERT-Raum dicht.

Folgerung 8.2.3 Die aus den HERMITEschen Polynomen 'S

H,(z) & (-1)" e <%) e VreR,veZ,

of Hy _a?
apu(x)d:f¢e 7 VeeR,veZ;

bilden ein MONS von L*(R) .

Beweisskizze: Aus
Rang(Hl,(x) — (230)”) <v

folgt mit Lemma 8.2.2, daf8 die lineare Hiille der ¢, gemif Lemma 8.2.2 in L?(R)
dicht liegt. Mit
d K
) e da

1
ol o) = [ Hy(2) (-D)" [
(o) = e [ ) 1
ergibt sich auflerdem durch p-fache partielle Integration
(oo | ou) =0 firv<p

und

ol o) = ﬁiﬁ/m(x) (-1)" (i)e d
- ﬁ / H (@) e da
= %/6712 dzx

= 1.
{¢v},ez, ist also tatsiichlich ein MONS von L*(R).

Version vom 26. Marz 2009

16Siehe (Jahnke et al., 1960, Abschn. VIL.C). Bzgl. der Bedeutung der HERMITEschen Polynome
fiir den quantisierten harmonischen Oszillator siehe Aufgabe E62.
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Es sei angemerkt, dafl alle ¢, zum SCHWARTZ-Raum S(R) der temperierten
Funktionen iiber R gehoren:!”

SR) € {peC®R): p|y <ooVNeN},

(%)V ()

. (8.14)
lely = sup (142" sup
z€R ve{0,...,N}

8.2.3 LAGUERREsche Polynome

Folgerung 8.2.4 Die lineare Hiille wvon
def _z
{\If:j(x) =2'e2:vE Z+}
ist dicht in L2<[0, oo)) .
Beweisskizze: Sei [ eine stetige Funktion iiber [0,00), die bei x = 0 sowie fiir
hinreichend grofles = verschwindet, und sei € > 0. Dann geniigt es zu zeigen, daf} ein
Polynom P(x) iiber [0, c0) existiert mit
oo . )
/ |f(z) = Px+1)e 2| da<e. (8.15)
0

Gemii Lemma 8.2.2 existiert ein Polynom P(z) iiber R mit!'®

e > /)xf(xQ—l)—P(J:)e_% dz
s P -Pla) 2l
> /xf(x—l)—fe dz
g P@-PCa) 2l
= 2/0 x f(z®—1) 5 d

2
B P R o
0

o T ' dx
2
e / P(erl) P<+x/) z’ /
> z —1)— e 2| dx
> [ - L~

Version vom 26. Mérz 2009
1"Mit C°°(R) wird i.a. der Raum aller beliebig oft ableitbaren komplexwertigen Funktionen iiber
R bezeichnet.
8Man beachte fiir die zweite Ungleichung:

L*(R) N C(R) > u(x) ungerade B
L*(R) N C(R) = g(x) gerade } = /g(:v)u(x) de =0.
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wobei
P(¥) - p (¥7)
P ’ d;f _1
(o) 2! o o
ein Polynom in a’ ist. Daraus folgt (8.15) durch Variablensubstitution ' — z = 2’/—1.
]

Folgerung 8.2.5 Die aus den LAGUERREschen Polynomen '’

e d\"”
L,(x) W o <a> (z7e™") Ve eR,veZy

gebildeten Funktionen

of 1 &
Oy () o —e? L,(x) Ve>0,veZ,
V!

bilden ein MONS von L2<[O, oo)) .
Beweisskizze: Analog?’ demjenigen von Folgerung 8.2.3. i

8.3 Lineare Operatoren

8.3.1 Grundsatzliches

Die in der Quantenmechanik benutzten Operatoren sind vielfach nur auf lz-
nearen (nicht HILBERTschen) Teilrdumen des HILBERTschen Zustandsraumes H
definiert.

Definition 8.3.1 Sei 'H ein (komplerer) HILBERT-Raum. Ein linearer Opera-
tor in H ist dann eine lineare Abbildung A eines linearen Teilraumes Dj von H in

H . Dabei bezeichnet man Dj als den Definitionsbereich von A.
Version vom 26. Mdirz 2009

YSiehe (Jahnke et al., 1960, Abschn. VILB).
20Dabei ist allerdings zu beachten, daf

—+oo
/ Ve Pde=v! YvezZ,.
0
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Den linearen Operator B in 'H nennt man eine Erweiterung des linearen Ope-
rators A in ‘H und dementsprechend A die Einschrdnkung von B auf D = Dy,
wenn

AU =BV VYUeD;cC Dy

gilt. Dann schreibt man fir A auch BﬁD :
Den Operator A nennt man HERMITEsch, falls*

(v

Das Operatorprodukt A B linearer Operatoren fl, B in H ist die durch

A\I/2> - <A\1/1

Wy) VW, Wy € Dy

DAB = {\IJEDB:B\IJEDA}7
ABw ¥ A(Bw) vweD,

gegebene Abbildung von D 4 5 in 'H .
Die Operatorsumme A+ B linearer Operatoren A, B in 'H ist die durch

def
Dip = DinDg,

AA def 2 A
(A+B)v © Aw+BY vWeD;,

gegebene Abbildung von D 4, 5 in 'H .
Mit 1 bezeichnet man den durch D; = H und

vy voen

gegebenen Einsoperator. )
Fiir komplexe Zahlen A und lineare Operatoren A in 'H definiert man aufserdem

Dya = Dj,
(M)w © A(dw) veeny.

Statt A1 schreibt man oft einfach nur \ .

Unter einem FEigenwert des linearen Operators A versteht man eine komplexe
Zahl, zu der ein Vektor U e D ; \ {0} existiert mit

AU =\,

Solche Vektoren bezeichnet man als Eigenvektoren von A.

Version vom 26. Mdrz 2009

2'Wenn auBerdem noch Dj; in 'H dicht liegt, nennt man A symmetrisch.
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Lemma 8.3.2 Seien ‘H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A ein linearer Ope-
rator in 'H . Dann gilt:

1. Wenn A HERMITEsch ist, dann sind alle FEigenwerte von A reell.
2. Wenn A isometrisch ist, dann haben alle Eigenwerte von A den Betrag 1.

3. Wenn A HERMITESsch oder/und isometrisch ist, dann sind Figenvektoren von
A zu ungleichen Figenwerten zueinander orthogonal.

Beweisskizze: Fiir je zwei Eigenvektoren ¥y, U5 von A folgen die Behauptung durch
Anwendung von Folgerung 7.3.19 auf A/\ﬁ({\lfl, \Ilg}) 1

Viele Sétze iiber lineare Operatoren auf endlichdimensionalen EUKLIDischen
Vektorrdaumen gelten auch fiir beschrdankte lineare Operatoren auf unendlichdimen-
sionalen HILBERT-R&umen.

Definition 8.3.3 Seien H ein (komplerer) HILBERT-Raum und A ein linearer
Operator in H . Dann nennt man A beschrdnkt, falls

T beschrinkt =—> AT beschrinkt

fiir alle Teilmengen T" von Dy gilt. Die Menge aller beschrdinkten linearen Operatoren
auf H wird mit B (H) bezeichnet. Die Operatornorm eines Operators A € B (H)

18t R
A

def n
= sup HA\IJH .
UEH

wli=1

Anmerkung: Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl ||.|| tatsdchlich alle

Eigenschaften einer Norm hat:*
HAH —0 — A=o0, (8.16)
|| I ]A\ >0 VzeC,AcB(H), (8.17)

A+ B

< HAH+HBH VA BeB(H) . (8.18)

Leider sind aber z.B. die quantenmechanischen Orts- und Impulsoperatoren
nicht beschrankt.

Version vom 26. Mdrz 2009

22Man beachte allerdings Aufgabe E68c).
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Lemma 8.3.4 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A ein linearer Ope-
rator auf H (also D; = H), der alle schwach konvergenten Folgen in H auf schwach

konvergente Folgen in H abbildet. Dann st A beschrinkt.

Beweisskizze: Wire A unbeschriinkt, so miite ein Orthonormalsystem {®,}, ey in
‘H existieren mit

HA@, >v VveN.

Geméfl Lemma 8.1.12 und Anmerkpng 2 zu Definition 8.1.9 stiinde das aber im
Widerspruch zur Voraussetzung an A . |

Folgerung 8.3.5 (Satz von Hellinger und Toeplitz) Seien H ein (komplezer)
HILBERT-Raum und A ein linearer Operator in 'H . Dann gilt:

A HERMITEsch

D, =M } — A beschriinkt .

Beweisskizze: Aus den Implikationsvoraussetzungen ergibt sich geméif

)-(v

w-limy oo Uy = U — <\Il’

Av, = AW
) =
. <A o

V—00

A\p> VO e H,

daB8 A die Voraussetzungen von Lemma 8.3.4 erfilllt. g

Unbeschrankte quantenmechanische Observable konnen also nicht auf dem ganzen
Zustandsraum definiert sein!

Ganz offensichtlich gilt das folgende Lemma:

Lemma 8.3.6 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum, ® € H und A ein linea-
rer Operator in 'H , dessen Definitionsbereich Dy in H dicht liegt. Dann existiert
héchstens ein ® € H mit

<q>f‘@>=<q>‘fxxy> YW e D

Das ermoglicht folgende Definition:*

Version vom 26. Mdrz 2009
23Man beachte die Konsistenz mit Definition 7.3.11.
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Definition 8.3.7 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A ein linearer
Operator in 'H , dessen Definitionsbereich Dy in 'H dicht liegt. Dann bezeichnet man
den durch

D ;4 aof {CID : ®F entspr. Lemma 8.3.6 exz'st.} ,
und A
At ¢ @i (entspr. Lemma 8.3.6) Y ® € D 4
gegebenen — offensichtlich linearen — Operator AT als den zu A adjungierten

Operator. Im Falle A = A" nennt man A selbstadjungiert.

Definition 8.3.8 Seien H ein komplexer EUKLIDischer Vektorraum und L ein
lineares Funktional®* auf H . Dann heifst L beschrdnkt,” falls

T beschrankt =  L(T) beschrinkt

fiir alle Teilmengen T von 'H gilt.

Lemma 8.3.9 (Satz von RIESz) Seien H ein (komplexer) HILBERT-Raum und L
ein beschrinktes lineares Funktional auf H . Dann existiert ein ¥ € 'H mit L = (¥].

Beweisskizze: Zu je zwei linear unabhiingigen Vektoren ¥y, ¥y € H mit L(Vy) #
0 # L(Ws) gibt es ein Wy € c({\pl, \1/2}) \ {0} mit L(W3) = 0. Folglich existiert ein
U e H\ {0} mit

Ho{VeH: L(¥)=0}={\¥V: XeC}.
Dafiir gilt offensichtlich L oc (¥'|. g

Anmerkung: Aus dem Satz von RIESZ — zusammen mit Lemma 8.1.12
und der SCHWARZschen Ungleichung — erkennt man leicht, dafl jeder
HiLBERTRaum auch bzgl. der schwachen Konvergenz vollstandig ist.

Folgerung 8.3.10 Seien H ein HILBERT-Raum und A ein linearer Operator in
H , dessen Definitionsbereich Dy in H dicht liegt. Dann stimmt D 3; mit der Menge
all derjenigen W € 'H diberein, fiir die

D;i3 0 (v ‘ Ao)
ein beschrinktes, lineares Funktional auf Dj ist.

Version vom 26. Miarz 2009
24Giehe Definition 7.4.1.
25Die Begriffe ‘stetig’ und ‘beschrinkt’ sind fiir lineare Abbildungen #quivalent; siche Aufgabe

E48a).




76 KAPITEL 8. UNENDLICHDIMENSIONALE KOMPLEXE VEKTORRAUME

Beweis: Die Behauptung folgt mit Aufgabe E79 unmittelbar aus dem
Satz von RIESZ. g

Folgerung 8.3.11 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A e B(H).
Dann ist der adjungierte Operator der einzige Operator AT € B(H) , fiir den
<\p1 ‘A\I/2> <AT v, ] \1/2> VUL, W, € H (8.19)

gilt. Dementsprechend gilt u.a.

1" =1, (8.20)

<A) = A vzec, (8.21)

( ) = A, (8.22)

Atll = ||4], (8.23)

( B) = A+ B' VBeB®H), (8.24)

(AB) — BYAl VB eBMH) (8.25)

und

AW:Z( qf>c1>L Ve H. (8.26)

el

fiir jedes MONS {®,},.; von 'H .

Beweisskizze: Aus Folgerung 8.3.10 ergibt sich D ;; = H und damit

|49 e (47| )

S(HWARZ veH
fler]l=1
= sup ‘<\I/’A\I/>
U'eH
ferfl=1
< ) sup |[Aw

SCHWARZ ' cH
[lw’{]=1

= |4 ner,

also At € B(H). DefinitionsgemiB gilt damit (8.19). Die iibrigen Behauptungen
folgen fast unmittelbar. |
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Folgerung 8.3.12 Seien H ein separabler (komplexer) HILBERT-Raum und U ein
linearer Operator auf H . Dann gilt*°

U isometrisch <= {

und?’
U isometrisch

it =1,
U bildet mindestens ein MONS von H
{ auf ein MONS von 'H ab

U bildet jedes MONS von H
{ auf ein MONS von 'H ab.

U unitir <= {

Definition 8.3.13 Sei H ein HILBERT-Raum. Unter einem (Orthogonal-) Pro-
jektionsoperator (kurz: Projektor) in H versteht man dann einen linearen Ope-
rator P auf H mit

Anmerkungen:
1. Definition 8.3.13 ist eine konsistenten Verallgemeinerung von Defi-
nition 7.3.14.
2. GeméaB Lemma 8.3.4 sind alle Projektoren beschrankt.

Folgerung 8.3.14 Seien H ein HILBERT-Raum und P ein linearer Operator auf
H . Dann ist P genau dann ein Projektor, wenn ein HILBERTscher Teilraum T von

‘H existiert mit ¥ frveT
Ao ur Vel
P\II_{O fir v 1L T. (8‘27)

Wenn P ein Projektor ist, dann stimmt der Teilraum T von (8.27) mit PH iiberein
und fiir jedes MONS {®,},.,, von T gilt

PU=> (2 |T)® VIEH. (8.28)
el

Version vom 26. Mirz 2009
26Siehe Definition 7.3.9 und Lésungsvorschlag zu Aufgabe E58a).
2"Denn:

Ot = i N
DUIZH}:> (UU)\I/ — 00U Ow
U YU enH.
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Beweisskizze: Sei P ein Projektor. Dann folgt (8.27) — wie im Beweis zu Folgerung
7.3.15 — fir W € T = PH aus P? = P und fiir ¥ 1. 7 = PH aus

<\1ﬂ | P\p> = <ﬁxp' | \1/> =0 YU enH.
pP=pt

Wir miissen nun aber noch zusétzlich zeigen, dafl PH vollsténdig ist. Sei also {¥, }, o
eine CAUCHY-Folge in PHCH.DaH voraussetzungsgemif vollstindig ist, existiert
dann ein ¥ € H mit

s- lim ¥, =U.

V— 00

Da P beschrinkt ist, folgt daraus
PU = slim, .. P0,

= U

und somit ¥ € PH . Damit ist die Vollstindigkeit von P H gezeigt.

Umgekehrt, falls (8.27) fiir einen geeigneten HILBERTschen Teilraum 7" C M gilt,
dann folgt mit Lemma 8.1.4 daraus®® 7 = P'H und (8.28). Aus letzterem folgt aber
P?2=p =Pt |

Anmerkungen:

1. Nach Folgerung 8.3.14 existiert eine eineindeutige Zuordnung zwi-
schen Projektoren P und HILBERTschen Teilrdumen 7 von H.
Dementsprechend bezeichnet man mit Pr jeweils den Projektor mit

PH =T .Im Falle T = {A\U: X € C} schreibt man dafiir — wie
fiir endlichdimensionales H bereits eingefithrt — auch kiirzer Py .

2. Aus (8.27) folgt fiir alle Projektoren P :

_ {o falls P =0,
1 sonst.

P

3. Fiir separable HILBERT-Raume lafit sich Lemma 8.1.4 auch ohne
Berufung auf das ZORNsche Lemma beweisen:
Sei {®7},.; ein ONS von H . Da H separabel (und O.B.d.A. unend-
lichdimensional) ist, kénnen wir ein MONS {®, } . wihlen und

Sy & {®): €1},

sowie iterativ

S, falls @41 € £(S,),

def A
S = Ppur1—Prg 5 Putt
w1 S, U £ sonst

w1~ Pris,y @t |

fir p = 0,1,2,... definieren. Geméfl Lemma 8.1.8 ist dann U;2,.5),
ein MONS des gewiinschten Typs. g

Version vom 26. Marz 2009

*Man ergéinze {®,},.;, zu einem MONS {®,},_, von H (falls T # H).




8.3. LINEARE OPERATOREN 79

8.3.2 Kompakte Operatoren

Definition 8.3.15 Seien H ein HILBERT-Raum und A e L(H,H). Dann heifit
A kompakt (=vollstetig), falls zu jeder beschrinkten Folge {V,}, . C H eine

stark) konvergente Teilfolge*® von A\Ifl, existiert.
9 g
veN

Anmerkung: Wenn H endlichdimensional ist, dann sind alle A € L (H,H)
kompalkt.

Lemma 8.3.16 Seien H ein HILBERT-Raum und A ein kompakter Operator auf
H . Dann ist A beschrdnkt.

Beweis: Wiire A unbeschriinkt, giibe es eine Folge {¥,}, ey € H mit

| =1, wa; >v  VYveN,

also eine beschrénkte Folge, deren Bildfolge keine konvergente Teilfolge besitzt. g

Lemma 8.3.17 Seien H ein HILBERT-Raum und A ein kompakter HERMITEscher
Operator auf H . Dann ist mindestens || A|| oder — ||A|| ein Eigenwert von A .

Beweisskizze: Wir betrachten nur den nichttrivialen Fall A #0:

Wir wihlen eine Folge {t,}, .y C H mit

im ‘A%

V— 00

- HAH £0, || =1 VYveN.

Aufgrund der Kompaktheit von A existiert dann eine Teilfolge {1}, en von {1, }

veN?
fiir die ot R
¢ = lim Av)
V—0Q0
konvergiert. Dabei gilt natiirlich
loll = ||4] - (8:29)
Version vom 26. Mérz 2009
?Man bezeichnet {¥),}, . als eine Teilfolge von {A \I/l,} 0 wenn eine streng monoton wach-
ve

sende Abbildung j von N in N existiert mit

\I/;, :A‘I/j(l,) Vv eN.
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Aus X
[V e Y
| 44]
Ao
Sdnzwarz A ” /1¢,H ¢>
— ﬂfiqﬁ
[[4¢]
- Jao
= g l(e]49)
= g [(Ae]e)
> Jim (49]|6)
= (9]¢
112
o 1
folgt
<AngH ¢> = ’ A”;ﬁ” | loll = ol
sowie . 2
4] = 4]
und somit )
wom|a's

Da letzteres dquivalent ist zu
A(do |4 ¢) = 4] (40 + 4] o) ,
ist also entweder A ¢ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert — HAH , oder A o+ HAH ¢

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert + HA
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Folgerung 8.3.18 (HiLBERT-SCHMIDT-Theorem) Seien H ein HILBERT-Raum
und A ein kompakter HERMITEScher Operator auf H . Dann gilt:

1. Es existiert ein MONS {®,},., von H mit

Ad, x®, Viel.
2. Fiir jedes v € N gilt

dimE({\I' eH: AU =a¥ fir geeignetes a € C mit |a| > 1/1/}) < 00.

Beweisskizze: Wir bezeichnen mit o(A) die Menge aller Eigenwerte von A . GemiB
Lemma 8.1.4 existiert dann zu jedem Eigenwert a € o(A) ein MONS {cbi“’} von
vel,

T, {\peH:A\p:a\If}.

Die Einschréinkung von A auf den HILBERTschen TeilraumH © U T, | ist

0#aco(A
ein kompakter HERMITEscher Operator, der jedoch keinen von Null versc)hiedenen
Eigenwert hat und deshalb nach Lemma 8.3.17 mit dem Nulloperator iibereinstimmen
muf:
(\IJLTG Van(A)\{o}) — Av=0. (8.30)

Gemé&f Lemma 8.3.2 ist U {@,(j“) v e Ia} ein ONS von H, laft sich also
0#£aco(A)

gemifl Lemma 8.1.4 zu einem MONS von H erweitern. Geméifl (8.30) miissen aber

alle Zusatzelemente Eigenvektoren von A zum Eigenwert 0 sein. Damit ist die er-

ste Behauptung bewiesen. Die zweite folgt fast unmittelbar aus der Definition der

Kompaktheit. 1

Anmerkungen:

1. Zu jedem kompakten HERMITEschen Operator A auf einem unend-
lichdimensionalen HILBERT-Raum H existieren also ein ein MONS
{®,},cy von H und eine Folge {a,}, .y C R mit:

AV =>"0a,(®, | V)@, V¥eH, lima,=0.

V—00
veN

2. Umgekehrt sieht man leicht,*® daf jeder Operator mit solchen Ei-
genwerten und Eigenvektoren kompakt und HERMITEsch ist.

Version vom 26. Marz 2009

30Siehe auch Aufgabe E68D).
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3. Mithilfe der Zerlegung

wobel

o def A‘i‘AT I def A_AT
A+ = ) A 2, )

sieht man leicht, daf} die Behauptungen von Folgerung 8.3.18 fiir
alle normalen kompakten Operatoren A gelten.?!

Definition 8.3.19 Sei H ein (komplexer) HILBERT-Raum. Die Menge T,(L) aller
Spurk:lasse:Opemtoren auf H ist dann die Menge aller kompakten HERMITEschen
Operatoren A auf H , fiir die

Spur </1i/ﬂ) défZAdim{foeH: (flifﬂ)\l/:)\\lf}

AER

absolut konvergiert. Dafiir definiert man die Spur >
) 2 L (A A1)+ Lspur (A A) v
spur(A) L 2Spur(A:|:A>—|—2Spur<A:l:A> VAeT(L).

Unter einem statistischen Operator (Dichteoperator) versteht man einen

Operator T € T; (L) mit Spur (T) =1, der keinen negativen Eigenwert besitzt.

Anmerkung: 7Z.B. ist

~mik def  amik mik
5™ = pu SPUT(PU ) )
N———’
» Zustandssumme*

wobel

mik def
P = > U ) (Vg |,

veN
E,<U

der statistische Operator der sog. mikrokanonischen Gesamtheit zur inneren
Energie U, wenn {¥g, }, .y ein (i.a. nicht eindeutiges) MONS von Eigenvektoren
der Energie-Observablen H ist, wobei ¥ g, jeweils zum Eigenwert F, gehort:

HVy =E, ¥y YveN.

Version vom 26. Marz 2009

31 Piir normales A sind némlich fl+, A_ vertauschbare HERMITesche Operatoren.
32Man beachte die Konsistenz mit Definition 7.4.3.
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A

Lemma 8.3.20 Seien H ein separabler HILBERT-Raum, B € L(H) und T ¢
T (L). Dann gilt T B, BT € T, (L) und

Spur (TB) = Z <<I>l, | TB <I>,,> fiir jedes MONS {®,}, . von H.

veN

sowie o o
Spur (TB) = Spur (B T> .
Beweis: Siehe Abschnitt 3.1.3 von (Liicke, fuan). i

Lemma 8.3.21 Seien H ein separabler HILBERT-Raum und Ty ,T, € T, (H) .
Dann gilt

Spur (Tl 3) = Spur (TQ B) VB e B(H) - T, =1T,.

Beweisskizze: Sei {®,},,, ein MONS von H . Dann gilt

Spur((T1 fT“Q) B) =0 VBeB(H)

= Spur((ﬂ - TQ)T (Tl — Tz)) = 0
Lomma®.3.20 i <(I>” (Tl B Tz)T (T1 - Tz) <I>u> =0
mmao.o. =1
=[[(Ti -T2 |*
- (Tl_jé)(by = 0 VveN

und somit die Behauptung. |

Folgerung 8.3.22 Seien 'H ein separabler HILBERT-Raum und T ein statistischer
Operator auf H . Dann gilt fiir normiertes ¥ € 'H :

Spur <TB> = <\I/ ‘ B\I/> VB e B(H) (831)

~ A

= T=Py.

Beweisskizze: Gemifl Lemma 8.1.4 kénnen wir ¥; = ¥ zu einem MONS {®,}
von H erginzen. Geméfl Lemma 8.3.20 gilt dafiir

Spur (7 5) = (w| 75w) + 3 (o,

v=2

veN

TB@D> VB eB(H),


file:fuan.pdf#fuan-S-StatOp
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wegen

P,u Ll ¥V Vv>1

also
T=P, = Spur(TB):<\If‘TB\I/> VBeB(H).

Mit Lemma 8.3.21 folgt daraus die Behauptung. g

Geméf den Regeln der Quantenmechanik gilt:

e Der Zustandsraum eines quantenmechanischen Systems ist stets ein HILBERT-
Raum H .

e Der Zustand eines quantenmechanischen Systems ist stets durch einen stati-
stischen Operator T auf seinem Zustandsraum gegeben.

e Jeder moglichen Figenschaft E eines quantenmechanischen Systems entspricht
genau ein Projektionsoperator Py seines Zustandsraumes.

e Die Wahrscheinlichkeit fiir den positiven Ausgang eines optimalen Tests®® der
Eigenschaft E eines quantenmechanischen Systems im T entsprechenden Zu-
stand ist**

wi(Pg) © Spur <T]5E> .

Alle grundsétzlichen Strukturen der Quantenmechanik lassen sich daraus ableiten.

Anmerkungen:

1. GemiB dem HILBERT-SCHMIDT-Theorem existieren zu jedem statistischen Ope-
rator 7" ein MONS {®,} _y von H und eine Zahlenfolge {p, },y mit

P=S mle)@l . S p =1,

und somit

wi(Bg) = ipu <<I>V

2. Eine einfache — in der Regel aber unangemessene — Beschreibung der durch
T entsprechenden Situation ist folgende:

Py <I>l,> .

(a) ‘Tatsiichlich’ liegt ein reiner Zustand = ¥ € {®, : v € N} vor.
(b) Die Wahrscheinlichkeit fiir ¥ o< ®,, ist jeweils p,, .

Version vom 26. Méarz 2009
33Man beachte jedoch, daB die gefundene Eigenschaft u.U. erst das Resultat des Tests ist, was
in der klassischen Physik nicht beachtet wird.
34In diesem Zusammenhang sei an Folgerung 7.4.5, insbesondere Gleichung (7.53), erinnert.
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3. Fiir normierte ¥ € H gilt

i (Pe) = (v[Pov)
i ’ (v faiu>

—_———
{ Wahrscheinlichkeit fir & — P / HP \I/H

'"U>

,» Wahrscheinlichkeitsamplitude®
bei optimaler Uberpriifung von F .
4. Fiir nicht notwendig normierte ¢ € H gilt
. v |. U
(P ) — — |\ P —
or,(Pe <w . wP|>
. 2
Pp v H
2
]|

Satz 8.3.23 (Gleason) Seien H ein separabler HILBERT-Raum der Dimension
> 2 und w eine Abbildung von der Menge aller Projektoren P € B(H) in das
abgeschlossene Intervall [0, 1] mit folgender Figenschaft:

Fiir jede Folge von Projektionsoperatoren PP, ...eL (H) gilt

PZ,P#:OﬂZrV#,u == w (i}:’y) :iw (Py) :
v=1 v=1

Dann existiert ein  statistischer Operator T auf H mit w = Wi .

Beweis: Siehe z.B. (Gleason, 1957), (Cooke et al., 1985); oder (Fuchs, 2002, pp. 17/18).

8.3.3 Unbeschriankte Operatoren

Satz 8.3.24 (Spektralsatz) Seien H ein (komplexer) HILBERT-Raum und A ein
linearer Operator in H , dessen Definitionsbereich Dy in 'H dicht liegt. Dann ist A
genau dann selbstadjungiert, wenn dafir eine Spektralschar existiert, d.h. eine

Schar {E’f} von Projektionsoperatoren mit folgenden Eigenschaften:®®
AER
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) (Mm=x = (w|Blw) <(w|BLlw)) veenr areR.
) Jim (| Efw) =0 vwen.

3' Jim (| E{w) = @) veen.

' tim (| B 0) = (0| B{w) vweH, AcR.

i DA:{q/eH: /|A|2d<\lf\E§\p><oo},

6

<@‘Aw>—/m<xp(ﬁ’§w> YW e D;.

Wenn A selbstadjungiert ist, dann ist die zugehorige Spektralschar {Ef} emndeu-
AER
tig.>

Beweis: Siehe z.B. Sitze 3.1.2 und 3.2.7 von (Liicke, fuan).

Anmerkung: In der Quantenmechanik interpretiert man — im Sinne
der vor Satz 8.3.23 angegebenen Regeln — selbstadjungierte Operatoren
A folgendermafien als Observable physikalischer Gréflen A :

E = Wert von A € (A, o] <= Py = Eji — E'jf‘l )

Version vom 26. Miarz 2009

35Wenn ¢ eine monotone und f eine stetige (komplexwertige) Funktion iiber R ist, dann ist fiir
beliebige A1, A2 € R mit A\; < Ay :

/ (N dg()
(A1,A2]

n+1
Ao — A Ao — A Ao — A
_,}Ln;ozf<)‘1+y 2n 1) <g<>\1+y2nl>—g<)\1—l—(1/—1)2nl)>
v=2

(RIEMANN-STIELTJES-Integral).

36Das (i.a. nicht diskrete) Komplement der Vereinigung aller offenen Intervalle, iiber denen Ej\“
(als Funktion von \) konstant ist, bezeichnet man als das Spektrum von A.


file:fuan.pdf#fuan-T-SSfsyOp
file:fuan.pdf#fuan-T-SSfsaOp
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Dementsprechend gilt fir ¥ € D :
< v
]

Daf3 dieser Ausdruck i.a. nicht fiir alle ¥ € H existiert, ist physikalisch
verstandlich.

0 Erwartungswert fir A in dem
AT> = {dem statistischen Operator Py
Ml entsprechenden Zustand.

Folgerung 8.3.25 Seien H ein (komplever) HILBERT-Raum, {®,} . ein MONS
von H und {a,},.y C R. Dann ist der durch

D; e {\I/ ceH: Z’al, (D, | \If>‘2 < oo}

veN

und
def

AVED "a, (@, | V)P, VD
veN

gegebene Operator selbstadjungiert und seine Spektralschar ist

/\A o A~
{EA -3 P‘I’"}AGR'
veN

ap <A

Definition 8.3.26 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A ein linearer
Operator in 'H . Dann nennt man A sei im wesentlichen selbstadjungiert,
wenn genau eine selbstadjungierte Erweiterung von A existiert.

Anmerkung: In der Quantenmechanik werden die Observablen {ibli-
cherweise mithilfe HERMITEscher Operatoren identifiziert, die nur im
wesentlichen selbstadjungiert sind.

Folgerung 8.3.27 Seien 'H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A ein beschrink-
ter linearer Operatoren in H , dessen Definitionsbereich Dj in 'H dicht liegt. Dann

existiert genau ein Ae B(H), das eine Erweiterung von A ist.

Beweisskizze: Da A beschriinkt ist, existiert gem#f den Definitionen 8.3.3 und 8.1.11
ein C' > 0 mit R
o] =1 = HA\I!H <C YUeD;.
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Aufgrund der Linearitit von A folgt daraus
HA\DH <C|v| v¥eD;.

Seien nun ¥ € H beliebig vorgegeben. Da Dj; in H dicht liegt, existiert dazu eine
Folge {V,}, oy C D4 mit

U= lim V¥,.
V—00
Die Definition _ )
Av € jim Aw,

ist aber offensichtlich von der Wahl der Folge {¥, }, .y unabhéngig und liefert somit
den gesuchten Operator A € B(H), dessen Eindeutigkeit offensichtlich ist. |

Satz 8.3.28 Seien H ein HILBERT-Raum und A ein symmetrischer Operator A
in H , also ein HERMITEscher Operator, dessen Definitionsbereich in H dicht liegt.
Dann besitzt A genau dann eine selbstadjungierte Erweiterung, wenn seine
Defektindizes

na(A) < dlm({\If €Dy AW = iz\p})

iibereinstimmen (also n_(A ) =n +(A)). A ist genau dann im wesentlichen selbstad-
jungiert, wenn n_(A) = n(A) =0 gilt.

Beweis: Siehe (Reed und Simon, 1975, Th. X.2). g

Definition 8.3.29 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum und A, B selbstad-
jungierte Operatoren in 'H . Dann nennt man A und B (mztemander) vertausch-
bar, falls ihre Spektraloperatoren im naiven Sinne vertauschbar sind; d.h. falls

ELER —EP B VA, MmeR
gilt.
Anmerkung: In der Quantenmechanik nennt man vertauschbare Obser-

vable auch kommensurabel, da sie physikalischen Gréfien entsprechen,
die gemeinsam ,,mefbar® sind.?"

Version vom 26. Mdrz 2009

3TVgl. Aufgabe E65.
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Definition 8.3.30 Seien H ein (komplezer) HILBERT-Raum, A ein selbstadjun-
gierter Operator in H und f eine stetige (komplexwertige) Funktion auf R. Dann
ist die entsprechende Funktion von A durch

D d:‘*{\peH: /|f(>\)|2 d<\1/ | E§m> <oo}
und

<\If|f(fl)\1/> d:ef/f(A)d<qf|E§\11> Ve D
gegeben.

Lemma 8.3.31 Unter den Voraussetzungen von Definition 8.3.30 gelten folgende
Aussagen:

fNER YAeR = f(A) selbstadjungiert,
f beschrinkt — — f (fl) beschrdnkt,
fN[=1 VAeR = f(A) unitir.

Beweisskizze zur 1. Behauptung: Fiir jedes A € R existiert eine hochstens abzahl-
bare Menge Z, paarweise disjunkter, links offener, rechts abgeschlossener Intervalle

mit
F ((foo, A)) - Uz
ZEZ)\
Damit ergibt sich der entsprechende Spektraloperator von f (/1) gemif
EWw=stim > (BL-B)v vier wen.

e—+0
(A1, 2]€20 4

Anmerkungen:

1. In der Quantenmechanik abgeschlossener Systeme ist die Zeitent-
wicklung (im SCHRODINGER-Bild) stets mithilfe eines selbstadjun-
gierten HAMILTON-Operators H , der Observablen der Energie,
durch

T(t)=e n tT(0) etn At
gegeben, wobei T(t) jeweils den statistischen Operator zum Zeit-

punkt t beschreibt.®® Das entspricht formal der sog. LIOUVILLE-
Gleichung

ih—T(t)=[H,T{t)- VYteR.

Version vom 26. Marz 2009
38Ein eventueller MeBeingriff wiirde die Abgeschlossenheit natiirlich storen.
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Insbesondere fiir Vektorzustéinde gilt also
T(0) = [Wo)(Wo| = T(t) = [Te)(W ,

wobei o
U, ¥ ity vieR

der zeitabhdngigen SCHRODINGER-Gleichung

9 X
th—V,=HWV
at t t
geniigt, die — ohne distributionstheoretische Interpretation®’ —

allerdings bestenfalls fiir ¥y € Dy Sinn macht.

2. Wenn man ein solches System (mit geeigneten Randbedingungen)
auf ein endliches Volumen V' beschréinkt, dann gehort der Operator

ey < et
(k =BorLrzMANN-Konstante, 7" =absolute Temperatur) i.d. Regel

zu Spurklasse und damit ist der statistische Operator
T%a{} def e’%/Spur (e"g)

der sog. kanonischen Gesamtheit® wohldefiniert. Der damit
gegebenen Zustand entspricht — makroskopisch betrachtet — dem
thermodynamischen Gleichgewicht des Systems bei der absoluten
Temperatur T'. Die frete Energie in diesem Zustand ist

F (T, V) < kT In 29T, V),
wobei B
Zn (T V) © Spur (e‘ﬁ>

die sog. kanonische Zustandssumme bezeichnet. Die zugehori-
ge Entropie ist

Sanr,v) O e, v)

. ~kan Mkan
= —kSpur (TT’V In TTy) .
Version vom 26. Marz 2009

39Siehe dazu Abschnitt 9.1.1.
40Giche z.B. (Liicke, tdst, Abschn. 3.2).
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stimmt also in diesem Falle*! bis auf den Faktor k In(2) mit der
sog. VON NEUMANN-Entropie

Sl(qufa‘?) Spur( Tikan v log, (TAF&))
iiberein, die ihrerseits fiir

TV_ZpV vy 19}y MONS von H,
v=1

mit der sog. SHANNON-Entropie

({pv yeN : Zpu lOgQ pu

der klassischen Informationstheorie*? iibereinstimmt.

Lemma 8.3.32 Secien H ein (komplezer) HILBERT-Raum, A selbstadjungierter
Operator in H und f, g stetige Funktionen auf R. Dann gilt*?

fA) +g(A) C (f+9)(A),
f(A)g(d) c (fg)(A),

und**

Beweis: Ubungsvorschlag. I

Version vom 26. Marz 2009

4IMan beachte aber, daf die thermodynamische Entropie — im Gegensatz zur VON NEUMANN-
Entropie — fiir abgeschlossene Systeme wachsen, kann solange das thermodynamische Gleichge-
wicht noch nicht erreicht ist! Siche dazu z.B. (Adami, 2004, Sect. 1.4).

42Giehe (Shannon, 1949b).

BWenn B eine Erweiterung von A ist, wird das iiblicherweise durch A C B mitgeteilt. Mit fog
bezeichnet man tiblicherweise die Komposition der Funktionen g und f :

(Fog)N) & f(g(n) VAreR.

#Die linke Seite ist bisher, streng genommen, allerdings nur fiir reell-wertiges g erklirt.
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8.3.4 Symmetrien

Eine konkrete Quantentheorie mit dem Zustandsraum H verlangt eine Zuord-
nung der Observablen A zu den physikalischen Grofen, fiir die man sich interessiert.
Erst dadurch bekommt ein Zustandsvektor — im Sinne der vor Satz 8.3.23 an-
gegebenen Regeln — seine physikalische Bedeutung. Dabei spielt es aber aus rein
physikalischer Sicht keine Rolle, welche der beiden in Tabelle 8.1 angegebenen Zu-
ordnungen man wéhlt, wenn U ein unitérer Operator auf H ist.

Zuordnung 1 | Zuordnung 2

-l

Zustandsvektor Y

s
Observable von A A UAU!

Tabelle 8.1: Wirkung eines unitdren Symmetrieoperators U

In diesem Sinne entspricht jedem unitdren Operator auf ‘H eine Symmetrieope-
ration (WIGNER-Symmetrie). Das wird z.B. bei dem in Tabelle 8.2 beschriebe-
nen Wechsel zwischen SCHRODINGER- und HEISENBERG-Bild ausgenutzt. Dabei ist
jedem Zeitpunkt ¢ ein Symmetrieoperator U (t) = ein 1t zugeordnet. Die gesamte
Schar bildet offensichtlich eine stetige 1-parametrige Gruppe unitéirer Operatoren,*

obwohl H i.a. unbeschrinkt ist.
Anmerkung: Aus

oy - U(t)\sz

I
~
S\)
X
S
S>
1S
~—
_|_
=
=
Nt
1S
~—

Il
o
=
o
I
o
=
S
S>
d
S)
=

U(—t')

Version vom 26. Méarz 2009

45Giehe Definition 7.3.23.

SCHRODINGER-Bild HEISENBERG-BIld

Zustandsvektor U(t) U(0) = ei Tt W(t)
Observable von A A(0) Alt) =ei Ht A et A

Tabelle 8.2: SCHRODINGER- und HEISENBERG-Bild zum Zeitpunkt ¢
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erkennt man leicht, daf die in Definition 7.3.23 geforderte schwache Stetigkeit (Be-
dingung 3) starke Stetigkeit impliziert:

s-tl;mtz}(t')\pzﬁ(t)qf VteR, U eH.

Satz 8.3.33 (Satz von STONE) SeiH ein HILBERT-Raum. Dann ist eine Familie
{U(t)}l von Operatoren auf H genau dann eine stetige I1-parametrige Gruppe
teR

unitarer Operatoren auf H , wenn sie einen selbstadjungierten Generator besitzt,
d.h. einen selbstadjungierter Operator A mit

Ut)=e1 VieR. (8.32)
Falls ein solcher Generator existiert, ist er durch
D; = {\II eH: UtV (stark) diﬁerenzierbar} (8.33)
und 4
AV =(=U@t)V YV € Dy (8.34)
dt =0
gegeben.

Beweis: Siehe z.B. (Reed und Simon, 1972, Theorem VIILS).

8.4 Multilineare Funktionale

8.4.1 Beschriankte lineare Funktionale

Lemma 8.4.1 Sei H ein HILBERT-Raum. Dann ist auch L(H,C) ein HILBERT-
Raum,*® denn fiir jede Konjugation®™ K auf H definiert

A~

U() € (K(W)] VU eH
eine lineare Abbildung U von H auf L(H,C) mit

‘U(xp)” — ||| vUenH.

Als Menge stimmt L(H,C) mit der Gesamtheit aller beschrinkten linearen Funktio-
nale auf H tberein.

Version vom 26. Méarz 2009
46Der EukLiDische Vektorraum £(H, C) wurde direkt im Anschlufi an Lemma 7.4.9 eingefiihrt.
4"Der Begriff der ,,Konjugation“ wurde in Definition 7.4.7 eingefiihrt.
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Beweis: Die Behauptungen folgen unmittelbar aus Lemma 7.4.8 und dem Satz von
RIESz.

Anmerkungen:

1. Den HiLBERT-Raum £ (H, C) nennt man auch den (topologischen)
Dualraum von 'H .

2. Die Elemente des Dualraums nennt man auch Kovektoren.

Folgerung 8.4.2 Seien H ein HILBERT-Raum und L' ein beschrinktes lineares
Funktional auf L(H,C). Dann existiert genau Wy € H mit L' = [¥y) , wobei’®

W) ((qf|) Ly v YO enH. (8.35)

Beweis: Nach Lemma 8.4.1 ist £(H,C) ein HILBERT-Raum. Deshalb gilt auch fiir
L(H,C) der Satz von Riesz, d.h. es existiert ein Lo € L(H, C) mit

L'(Lo) = <L0 ’ L> VL€ L(H,C).

Da nach dem Satz von RIESZ andererseits zu je zwei beschrénkten linearen Funktio-
nalen L, Ly auf H eindeutige Vektoren ¥, ¥, € H existieren mit*’

L=(¥|, Ly= (¥, <L0‘L>=<‘I’|‘I’o>7

folgt daraus die Behauptung. |

Lemma 8.4.3 Seien 'H ein separabler HILBERT-Raum und K eine Konjugation
auf H . Dann ezistiert ein MONS {®,}, von H mit™

K(Z 2 cb,,) => 5d, Vzel (8.36)

veN reN

Beweis: Analog demjenigen von Lemma 7.4.9. g

Version vom 26. Marz 2009
48Gleichung (8.35) ist die direkte Verallgemeinerung von (7.61).
49Es sei daran erinnert, dafl

/\1<\I/1|+/\2<‘1’2|:<)\I\I/1—|—)\;‘l’2| VWU, Uy eH, A, eC.

*0Der Folgenraum ¢? wurde in Lemma 8.1.17 eingefiihrt.
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Definition 8.4.4 Seien H ein HILBERT-Raum und w ein lineares Funktional auf

B(H) . Man nennt w positiv, wenn

gilt. Man nennt w normiert, wenn w(1) = 1 gilt. Unter einem Zustand versteht
man normiertes, positives, lineares Funktional w auf B(H) . Einen Zustand w nennt

man

Lemma 8.4.5 Seien 'H ein HILBERT-Raum und w ein positives, lineares Funk-

w(ATA) >0 VAeB(H)

normal, wenn ein statistischer Operator T e T\(H) existiert mit

w(A) = Spur(TA) VAeL(H).

tional auf B(H) . Dann gelten folgende Aussagen:

W(AT) = <w(A))* v A e B(H) (Hermitezitit) .
a2 e o
’w(ATB)‘ < w(AtA)w(B'B) VA, BeB(H)
(ScHwARzZsche Ungleichung) .
w(A) < ||Al] w(1) VA e B(H) (~ Beschrinktheit) .

Beweisskizze zu (i): Aus
0<w((i+ANA+A4)) =w(l@) +wATA) +w(A) + w(AT)
~— —— Y—-.
>0 >0 also reell

folgt . R X
A=A" = w(d) =wd)*

und daraus mit

g AvAL L A- ANy
-
selbstadj. selbstadj.

die Behauptung. 1

Beweisskizze zu (ii): Im Falle w(AtA) # 018t sich die Behauptung wie die gewdhn-
liche Schwarzsche Ungleichung beweisen:Mit den Definitionen

def

g d WAD) 4wty

Bi = w(ATA)

gilt o o
w(B[B1) =w(B| B)) =0
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und somit

w(B'B) = w(B|B))+w(B] B.)
w(B| By)
- ]w(fﬂ B)\/W(ATA).

v

Aufgrund der HERMITEzitét von w folgt damit (ii) auch fiir w(B' B) # 0. Im Falle
w(ATA) = w(BT B) = 0 gilt andererseits

0 < w((Aié)T(AiB))
= w(ATA) +w(B' B) i(w(ETA) + w(Af B))

= 12 %(w(_f% B))

sowie

0 < w((Aiz’B)T(AiiB))
— W) + w(BT B i(w(BTA) — w(d' B))

= 29 W(AT B))

und somit w(At B) = 0. 1

Beweisskizze zu (iii): Wegen

<\p‘ (HAHi—A)\p>zo VU eH

=

.~ def
1sth§

AH i—A selbstadjungiert®! und fiir die zugehérige Spektralschar muf

E{ =0 VA<0

gelten. Daraus folgt

o
IA

y ( ve' va)
w(C)

A

wl) -w(d). g

=1

8.4.2 Beschriankte bilineare Funktionale

Definition 8.4.6 Seien H ein EUKLIDischer Raum und B eine Bilinearform auf
‘H . Dann nennt man B beschrdnkt, falls

T beschrinkt =  B(T x T) beschrinkt
fir jede Teilmenge T von H gilt.

Version vom 26. Marz 2009

5IMan beachte Aufgabe E57.2.




8.4. MULTILINEARE FUNKTIONALE 97

Lemma 8.4.7 Seien H ein HILBERT-Raum, B eine beschrankte Bilinearform auf
H und K eine Konjugation auf H . Dann gilt:

1. Es existiert genau ein B € B(H) mit

B(W,, U,) = <K(\Ifl) | B\If2> VU, W, € H.

2. Genau dann, wenn B = B qgilt, definiert
Q(Ty, Ty) B(K(\Ifl),\llz) YUy, Uy € H

eine HERMITEsche Semibilinearform®? auf H .

Beweisskizze: Fiir jedes feste Uy € H ist
H>V; — B(\Ifl,\Ilg) eC

ein beschrinktes lineares Funktional auf H . Nach dem Satz von RIESZ existiert
deshalb zu jedem W, € H genau ein U2 € H mit
B(Uy,¥y) = <\IIQB | \Ill>
= <K(\I/1) | K(\IIQB)> VU, eH.
Mit . .
BU, ¥ KWB) v, eN
und der Antilinearitir der Abbildung Wy +— W2 folgt daraus die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung ergibt sich mit Folgerung 8.3.11 aus

Q(¥,¥,) = <K(K(‘111)> ‘B\Il2>
= <\I’1|B\I’2> VU, ¥y eH. i
(7.56)

Lemma 8.4.8 Seien H ein HILBERT-Raum und {®,}, . ein MONS von 'H . Dann

st durch
2
1814 3 (B (@), (@)

v,u€N

eine EUKLIDische Norm auf dem Vektorraum H & H aller beschrankten Bilinearfor-
men B’ auf L(H,C) gegeben, die nicht von der Wahl des MONS {®,}, . abhingt.
Bzgl. dieser Norm ist H ® H ein HILBERT-Raum, das sog. (topologische) Tensor-
produkt von H mit sich selbst, und®

{®, ® Qu}, oy st ein MONSvon HeH.

Version vom 26. Méarz 2009

®3Das Tensorprodukt von Vektoren wurde in Gleichung (7.62) eingefiihrt.
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Beweis: Analog demjenigen von Lemma 7.4.14. |

8.4.3 Allgemeinere Tensorprodukte

Definition 8.4.9 Seien Hy,...,Hy (komplexe) HILBERT-Rdume. Dann bezeich-
nen wir mit L(L(Hl, C),...,L(Hy,C), C) den komplexen Vektorraum aller Abbil-

dungen von Hy % ... x Hy in C, die in jedem Argument linear sind. Ein M, €
L(E(Hl, C),...,L(Hn,C), C) nennt man beschrdankt, wenn

Ly, ..., Ly beschrinkt == My(Ly,...,Ly) beschrinkt

fiir alle Ly CL(H,,C), ..., Ty CL(Hy,C) gilt. Mit H1®...@Hy wird der Teilraum
aller beschrinkten M € L(E(Hl, C),...,L(Hn,C), C) bezeichnet.

Lemma 8.4.10 Seien Hy,...,Hy (kompleze) HILBERT-Rdume und sei fir j €
{1,..., N} jeweils {®;,}, .y ein MONS von H; . Dann ist durch

def

=N ‘M((@LM,...,<<1>N,VN|)(2 VM eH, ®...@Hy (8.37)

vi,....,yNEN

eine EUKLIDische Norm auf H1®...Q@Hx gegeben, die nicht von der speziellen Wahl
der MONS {®;,}, . abhingt. Bzgl. dieser Norm ist H; ® ... ® Hy ein HILBERT-
Raum und>*

{01, ® ... QJNJ,N}V1 77777 oyen i MONS von H{®...® Hy.

Beweis: Direkte Verallgemeinerung des Beweises von Lemma 8.4.8. |

Anmerkungen:

1. Den HILBERT-Raum H; ®...® Hy mit dem (8.37) entsprechenden
inneren Produkt bezeichnet man als das (topologische) Tensor-
produkt der HILBERT-Rdume H;,..., Hy .

Version vom 26. Mirz 2009
54Das Tensorprodukt mehrerer Vektoren wurde in Lemma, 7.4.17 eingefiihrt.
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2. Den linearen Teilraum®®

i@y Gaghy © LW @ @ Uy Uy €N, i j =1, N})

davon bezeichnet man (in Verallgemeinerung von Definition 7.4.16)
als das algebraische Tensorprodukt der linearen Réume H; .

3. Offensichtlich gilt

N
(T ®.. Uy | Ve.. oW =][w|v) (8.38)

v=1

fiir beliebige W1,V € Hy, ..., YN, Uy € Hy .

Definition 8.4.11 Seien Hy,..., Hy (komplexe) HILBERT-Rdume und seien flj

fir j = 1,...,N jeweils ein linearer Operator in H;. Dann bezeichnen wir den
durch

DA1®...®AN défﬁ({\lllg)u-@)qjNi v, GDAj fiiTjIl,...,N})

und

o def

(A1®...®AN) (U ®...0Uy) < <A1@1)®...®<AN\I/N>

V(\Ifl,...,\I’N)EDAl X...XDAN

festgelegten linearen Operator A®.. @Ay in Hi, ..., Hy als das Tensorprodukt
der Operatoren Ai,..., Ay .

Quantenmechanische Bedeutung:

e Wenn jeweils ‘H, der Zustandsraum des quantenmechanischen Sy-
stems S, ist und die S, unterscheidbar sind, dann ist H1 ®...®H,
der Zustandsraum des aus Sy, ..., S, bestehenden (Gesamt-) Sy-
stems S .

e Wenn auBerdem 4, jeweils die Observable der physikalischen Grofie

A, von S, ist , dann ist 1211 ®...® fln die Observable der Grofie
Ay---A,von S.

Version vom 26. Miarz 2009

5Es sei daran erinnert, dafl £(T) die lineare Hiille von T bezeichnet.




100KAPITEL 8. UNENDLICHDIMENSIONALE KOMPLEXE VEKTORRAUME

e Dementsprechend gilt dann z.B.

(w ‘ (Pr @ Pr, ) w)

Wahrscheinlichkeit dafiir, daf bei optimaler Uberpriifung
=< im Zustand =V € H; ® ... ® H, fiir jedes v € {1,...,n}
jeweils die Eigenschaft E, an S, festgestellt wird.

e Speziell fiir Zustandsvektoren der Form
V=", ®...0%,

gilt dabei die Beziehung

(¥ (oo o)) =TT (v

pEl \IIZ/> Y

also die statistische Unabhéingigkeit der Teilsysteme Si,...,S, .



Kapitel 9

Verallgemeinerte Funktionen

9.1 Grundlegendes

9.1.1 Definitionen

Die elementare SCHRODINGERGleichung

0 h?

ih 5 U (x) = <—% Ay + V(x)) T, (x) (9.1)

macht nicht fiir alle Anfangsbedingungen
T, € L*(R?)

Sinn, wenn man die partiellen Ableitungen im iiblichen Sinne als Grenzwerte entspre-
chender Differenzenquotienten interpretiert. Man kann die Elemente ¥ von L*(R?)
aber auch als temperierte SCHWARTZ-Distributionen interpretieren.

Definition 9.1.1 Sei n € N. Dann versteht man unter einer temperierten
Distribution iiber R™ eine lineares Funktional F' auf dem SCHWARTZ-Raum!

SER") = {peCR"):|l¢lly <coVN €N},
o\ o\
bei: o 1 N ) ..
woei: el = s ()Y s () () e
al4.. 4+an<nN
(9.2)
das stetig in folgendem Sinne ist:

leuly — 0 YNeN = F(p,)—0. (9.3)

Version vom 26. Mdrz 2009

'Fiir n = 1 wurde S(R™) bereits in (8.14) definiert. C°°(R") bezeichnet die Menge aller beliebig
oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen iiber R™ .

101
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Fiir Distributionen F' benutzt man aus mnemotechnischen Grinden die (i.a. nur)
formale Schreibweise?

/ Fx)px)dVe < Fly) Vo e SERY). (9.4)

Wenn F(x) eine gewdhnliche Funktion ist, fir die dieses Integral im iiblichen Sinne
existiert, dann identifiziert man F(x) mit dem im Sinne von (9.4) zugeordneten
linearen Funktion F auf R™. Temperierte Distributionen dieses Typs nennt man
reguldr. Die Elemente von S(R™) nennt man temperierte (Test-) Funktionen
tiber R™ .

Im Sinne von (9.4) identifiziert man jedes ¥ € L?(R™) gemf3
def * n n
T(p) = (" |p) Vo eSR") C L (R") (9.5)

mit einer temperierten Funktion iiber R™.

Fiir polynomial beschrinkte® differenzierbare Funktionen F(x) iiber R" gilt

Im Sinne von (9.4) liegt es deshalb nahe, (9.6) als Definition fiir die partielle Ablei-

tung E F von Distributionen F' zu verwenden. Damit bekommt Ay W;(x) in (9.1)
T

auch fiir (im gewohnlichen Sinne) nicht differenzierbare W € L?(R?®) die richtige
Bedeutung.

Erlduterung: Die eigentliche Aufgabe der SCHRODINGER-Gleichung (9.1) ist die
Festlegung der Zeitabhiingigkeit®

Wy(x) = e 7 71w (x) (9.7)

fiir beliebige L?(R)-Anfangsbedingungen durch i.w. selbstadjungierte HAMILTON-
Operatoren H mit
Dy = S(R?)
und
N h2
o0 = (=3 e V00 ) 0lx) Yo Dy

Version vom 26. Marz 2009
?Fiir x € R™ meint dVy stets dz!'...dz" in karthesischen Koordinaten.
3 Polynomial beschridnkt meint:

sup (1+ ||x|)Y |F(x)] <o VN eN.
x€R”

. 4In (9.7) miifite, streng genommen, eigentlich die eindeutige selbstadjungierte Erweiterung von
H eingesetzt werden.
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Fiir solche H gilt

o d d
Zﬁ&‘l’t(@) = Zha< PR
— h +i’I:It\I}*
on dt<e ! |‘p>

= (VW)(p) = 5 VilAp) Ve eSRY), Uy e L*(RY),

d.h. aus (9.7) folgt (9.1) im distributionstheoretischen Sinne. Umgekehrt folgt (9.7)
aus der so interpretierten SCHRODINGER-Gleichung, wenn W4 () — wie normalerweise
der Fall — fiir eine in L?(R) dichte Teilmenge von Elementen ¢ € S(R?) als Funktion
von t an jeder Stelle TAYLOR-entwickelbar ist.

Die Definition der partiellen Ableitung von Distributionen ist nur ein Spezialfall
der folgenden allgemeinen Regel:

Definition 9.1.2 Seienn € N, F eine temperierte Distribution tiber R™ und T , T
stetige® lineare Abbildungen von S(R™) in S(R™) mit

/ () (x)p(x) dVy = / b)) (o)) Ve Vb, € SR™).

Dann definiert man:

~ def

(TF)(p) = F(T'¢) Ve SR.

Anmerkungen:

1. Die formale Schreibweise (9.4) ist in folgendem Sinne konsistent:

Wenn F(x) eine regulére temperierte Distribution ist, fiir
die das Integral / <T¢(X)) ¢(x) dVy auch im gewohnlichen

Sinne existiert, dann stimmt der Wert des gewohnlichen
Integrals stets mit dem des formalen distributionstheoreti-
schen Integrals iiberein.

Version vom 26. Marz 2009

5Im Sinne von Definition 9.1.1 heifit eine lineare Abbildung 7' von S(R™) in S(R™) stetig, wenn

levly 2 0 YNeN = |To,

— 0 VN eN.
N v—oo

fiir alle Folgen {¢}, .y C S(R™) gilt.
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2. Die Definition der partiellen Ableitung einer Distribution entspricht
offensichtlich dem Fall

von Definition 9.1.2.
3. Man sieht leicht, dafl temperierte Distribution F' beliebig oft partiell
differenzierbar und ihre partiellen Ableitungen vertauschbar sind:
g 0 g 0
L F(x) = —
oxV OxH (x) oxt Oxv

F(x) Yv,ued{l,....,n}.

4. Die in Definition 9.1.2 eingefithrten Operationen 7' sind in folgen-
dem Sinne stetig:

Fiir jede Folge {F,}, .y temperierter Distributionen iiber
R™ gilt

E () — Fi(p) Ve SR

V—00

— (TF) () — (TFl) (p) Vg€ SRY.

V—00

Natiirlich sind die ¥ € L*(R?) nicht die einzigen temperierten Distributionen
iiber R3. Ein besonders wichtiges einfaches Gegenbeispiel ist die §-Funktion (in
diesem Falle iiber R?):

Definition 9.1.3 Sein € N. Dann versteht man unter der &-Funktion tiber R"

die durch

5(p) = / 5(x) p(x) dVe & (0) Vo € SRY).

gegebene temperierte Distribution (‘verallgemeinerte Funktion’) § . Unter einer §-
Folge versteht man eine Folge {0,},.; requldrer temperierter Distributionen 6, mit

6.(¢p) — (0) Vpe SR")

L—00

(die Anforderungen sind also schwicher als die in Definition B.1.1 an Folgen vom
Typ d gestellten), wobei I eine geordnete, unendliche Indexmenge ist.

Man sieht leicht, daf®
d(x) = —0(x) (9.8)

Version vom 26. Marz 2009

d 0
6 Auch fiir Distributionen schreiben wir im Falle n = 1 natiirlich P statt — .
T

ox
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im distributionstheoretischen Sinne gilt, wobei 6 die sog. HEAVISIDE-Funktion
{ 1 falls x > 0

def

O(x) =4 1/2 fallsz=0 VzeR (9.9)

0 sonst

bezeichnet.

Definition 9.1.4 Seienn € N, F eine temperierte Distribution tiber R und O ein
offenes” Teilgebiet von R3 . Dann sagt man, F sei Null in O und teilt dies durch

Fx)=0 vVxeO

mit, wenn F(p) = 0 fir alle ¢ € S gilt, die auferhalb einer abgeschlossenen Teil-
menge von O Null sind. Die Vereinigung aller y € R™ | zu denen kein € > 0 mit

F(x)=0 VxeUd(y)

existiert, bezeichnet man als den Trdger supp F' von F'.

Anmerkung: Der Triger der J-Funktion ist offensichtlich die einele-
mentige Menge {0} .

Es seien noch zwei weitere Definitionen angefiigt:

Definition 9.1.5 Seienn € N und F eine temperierte Distribution tiber R™ . Dann
i1st die komplexe Konjugation F* von F' durch

Fi(p) & (F(e) Ve SR
gegeben.

Definition 9.1.6 Seien n € N, F' eine requldre temperierte Distribution tiber R™
und p € S(R™). Dann bezeichnet man die durch
def

(Fr o)) [ Pix)olx - x) ali

gegebene Funktion F' x ¢ als die Faltung von F mit ¢.

Anmerkung: Durch die Definitionen 9.1.6 (fiir F'(x) € S(R")) und 9.1.2
ist natiirlich auch die Faltung F'xp = @« F' fiir nicht regulére temperierte
Distributionen F' und ‘Testfunktionen’ ¢ € S(R") festgelegt.

Version vom 26. Marz 2009

" Offen meint: Zu jedem Punkt in O gibt es eine ganze Umgebung, die in O liegt.
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9.1.2 Zerlegungen der Eins®

Lemma 9.1.7 Zu jedem abgeschlossenen endlichen Intervall I und zu jedem e > 0
existiert ein @ € S(R) mit’

=1 firxzel,
o(x) >0 firzeUJ(I),
=0 firxe¢U(]).

Beweisskizze: Man sieht leicht, daf§ die Funktion
z? . €
SE(SC) déf {exp(_ez'élzz) fiir ‘l’l < 2 VzeR
0 sonst

temperiert ist und den Bedingungen

‘ 0 sonst

geniigt. Deshalb ist

(SU) def @' €U, /o (I) 55(1’ — l") da’
7 [ se(a’) da!

eine Funktion der gewiinschten Art. |

VreR

Folgerung 9.1.8 Seien {1,},.y eine Folge abgeschlossener endlicher Intervalle in
R und {e,},.y eine Folge positiver Zahlen mit

Jv.m) =R

veN

und
{veN:zeU,(I,)} endlich YxeR.

Dann ezistiert eine den U, (I,) angepafite Zerlegung der Eins, d.h. eine Folge
{Xv}en € S(R), die folgenden drei Bedingungen gendigt:

1.
ny(x) =1 VzeR

veN

Version vom 26. Mdrz 2009
8Der Einfachheit wegen betrachten wir in diesem Abschnitt nur temperierte Distributionen iiber
R. Die Verallgemeinerungen fiir temperierte Distributionen iiber R™ mit beliebigem n € N sind
offensichtlich.
9Wir benutzen die iibliche Notation

U(l) € {2 €R: |z —2/| < e fiir geeignetes o € I} .




9.1. GRUNDLEGENDES 107

Xo(r) =0 VzeR\U,(l,),veN.
xv(z) €[0,1] VzeR,veN.

Beweisskizze: Gemif Lemma 9.1.7 existiert zu jedem v € N ein ¢, € S(R) mit

(@) >0 firzeU.,(I,),
PN =0 fira ¢ U (1,).

Die Definition

o pu(x) .
Xol) < { Sroven@ W EEULL), vy eN, zeR
0 sonst

liefert dann eine Folge {x,},cy der gewiinschten Art.

Lemma 9.1.9 Zu jeder Funktion ¢ € S(R) ewistiert eine Folge {¢,}, .y C S(R),
die folgenden beiden Bedingungen gendigt:*°

1.
lo—ully — 0 YNEN.

lz] >v+1 = ¢, (x)=0 VzeR,veN.

Beweisskizze: Man sieht leicht, dafl die durch

def |x\<y31($_m/)dxl
v(z) = -

B [ s1(2") da’

gegebene Folge {¢,}, .y die gewiinschten Eigenschaften besitzt, wenn s;(x) die im
Beweis von Lemma 9.1.7 eingefiihrte Funktion bezeichnet. g

p(x) YreN,zeR

Aus Folgerung 9.1.8 und Lemma (9.1.9) ergibt sich unmittelbar:

Folgerung 9.1.10 Sei F' eine temperierte Distribution tiber R . Dann R\ suppF
die grofite offene Teilmenge von R, in der F' verschwindet.

Version vom 26. Marz 2009
Der Einfachheit halber setzen wir x physikalisch dimensionslos voraus.
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9.1.3 Beispiele und einfache Resultate

Lemma 9.1.11 Seien n € N und F eine temperierte SCHWARTZ-Distribution
iiber R™ . Dann ezistieren eine polynomial beschrinkte, stetige Funktion G(x) tber
R™ und ot,...,a" € Z, mit

roo=(2) (%) 0w

(im distributionstheoretischen Sinne) .

Beweis: Siehe (Gelfand und Schilow, 1962, Kap. IT §4 Nr. 3). i

Anmerkung: Als Spezialfall von Lemma 9.1.11 bestétigt man leicht:
d\? [*
d(z) = (£> /Oo O(z") da’ .

Lemma 9.1.12 Gemdf$ Definition 9.1.2 gelten u.a. folgende Beziehungen fiir tem-
perierte Distributionen F diber R® und ¢ € S(R3) :

1. Fiir jedes x € R :
/F(x—xo)gp(x) dVi :/F(x)go(x—i—xo)dvx.

2. Fiir jede tnvertierbare 3 x 3-Matriz M :

/ PN ) () Vs = [det 3T~

/ F(x) (') Vs
3. Fiir die 3-dimensionale FOURIER- Transformation :'!

[rocea, - [Fo)  gep) v

—
 (omh) 2 [ p(x) e h AV,

und

o(p) = (2mh) 2.
4. Fliir jedes k(x) € C°(R?) , dessen Ableitungen alle polynomial beschrinkt sind:
[ (v 00t Vi = [ F160) (k) 00t

Version vom 26. Mdrz 2009

HSiehe Aufgabe E1.
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5. Fiir jedes %(p) € C=(R?), dessen Ableitungen alle polynomial beschrinkt sind:

/(h*F)(x) gp(x)de:/F(x) (h*p)(x)dVi.

Beweis: Aufgabe ES81. i

Lemma 9.1.13 Durch

def Sin (n.z)

O () VzeR,neN

™I

ist eine §-Folge {0y}, o tiber R gegeben.

Beweisskizze (siche auch Satz B.2.3): Fiir ¢ € S(R) gilt

/Sinizx)@(x)dx - /(;}T/;neipxdp>(p(1‘)d£
- L (e

I
= \/—2?/_” @(p)dp
— (\/12?/55(19) e””(h?)m =¢(0). g

Lemma 9.1.14 Seien O ein offenes (nicht unbedingt endliches) Intervall in R und

F eine temperierte Distribution iber R mit'?
d F(z)=0 VzeO
— F(z) = x
dz

Dann ezistiert ein ¢ € C mit!?

F(x)—c=0 VzeO.

Version vom 26. Méarz 2009
2{Tbrigens folgt aus Lemma 9.1.11, daBl jede temperierte Distribution eine Stammfunktion be-
sitzt.
13Hierbei ist die Konstante ¢ natiirlich als regulire Distribution (siehe Definition 9.1.1) aufzu-
fassen.
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Beweisskizze: Man wihle ein'? ¢q € S(O) mit /wo(x)dx = 1. Fiir beliebiges
» € §(0) gilt dann:

0 - [rw ( /- (wx’) ~ e [ :O o) dy) dx'> de

/ F(x) <soo(x) /_ :O e(y)dy — w(@) da

=F(@o)/ py)dy — F(p). g

— 00

Lemma 9.1.15 Seien O ein offenes (nicht unbedingt endliches) Intervall in R
und M (x) eine komplexe, stetig von x-abhdngige N x N-Matriz, N € N. Zu jeder
N-komponentigen temperierten Distribution F(x) iber R mit

L P(@) - (@) Pa) =0 YreO (9.10)

ezistiert dann eine gewéhnliche Losung Fieg(x) von (9.10) mit

F(z) —Fi(z) =0 V2eO.

Beweisskizze: Man wihle ein gewohnliches fundamentales Losungssystem

(Fi(a),.... Fr(a)} (9.11)
von (9.10), d.h. gewdhnliche Losungen F(z) derart, daf (9.11) fiir jedes feste x € O
eine (nicht notwendig orthonormierte) Basis von C¥ ist (vgl. 5.3.1). Dann ist die
komplexe N x N-Matrix
Fl@) - Fli)
Uz) = : :
Ff(z) -+ F{(2)
fiir jedes x € O invertierbar. Sei nun F(z) eine temperierte Distribution iiber R, fiir
die (9.10) gilt. Dann gilt im distributionstheoretischen Sinne

M(z)F(z) = d%(U(z) (U(:c)*lF(x)))
_ (d% 0(2)) U(2) " F(2) + 0 () % (0()F (@)
NICAgS
=N () U(x) 1
= M(x)F(m)+U(x)d

X

((](x)—lp(g;)) Vzeo
und somit

d 0
= (U(m) F(w)) =0 VzeO.
Mit Lemma 9.1.14 folgt daraus die Behauptung. g

Version vom 26. Marz 2009

HMit S(O) bezeichen wir die Menge aller temperierten Funktionen iiber R, die auBerhalb einer
abgeschlossenen Teilmenge von O verschwinden.
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Aus Lemma 9.1.15 und Satz 8.3.28 erkennt man z.B. sofort, dafi der

durch ot
Dy, = S(R)
und , )
N of N d
(Ho s&) () & 5 (£> p(r) YpeSR),zeR

gegebene HAMILTON-Operator Hy in L*(R) im wesentlichen selbstad-
jungiert ist.

Erlduterung: Sei ¥ € Dyt und gelte ﬁOT U = 4+¢¥. Dann gilt gemif
0
Definition 8.3.7 X
(V| Hop) =Fi(¥ | ),

(3 )2w<x>=m<x>

d.h. es gilt

om \ dz
im distributionstheoretischen und somit nach Lemma 9.1.15 auch im
gewohnlichen Sinne. Da keine der nichttrivialen klassichen Losungen die-
ser beiden Differentialgleichungen zu L?(R) gehort,'> muf also ¥ = 0
sein. Nach Satz 8.3.28 ist Hy somit im wesentlichen selbstadjungiert, da
ni(Ho) = 0.

9.2 GREENsche Funktionen

9.2.1 Fundamentallésungen partieller Differentialgleichun-
gen

Sei Dy ein linearer partieller Differentialoperator iiber R", d.h. eine endliche
Summe von Ausdriicken der Form

o\ o\ .
CLa(X) (@) (axn) s aEZ+,

mit (hinreichend gutartigen) Funktionen aq(x) itber R"™. Statt die entsprechende
partielle Differentialgleichung

Dy ®(x) = p(x) (9.12)

Version vom 26. Marz 2009
Die allgemeinsten Losungen sind ja

\I/(l‘) =cy e+\/:i:2mi:1:/h +e 67\/:|:2mix/h )
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direkt zu losen, sucht man i.a. eine zugehorige GREENsche Funktion, d.h. eine
(hinreichend gutartig) von x” abhéngige temperierte Distribution Gy (x) = G(x; %)
iiber R"™ mit

Dy G(x;x") =0(x — x'). (9.13)
Denn mit (9.13) ist
5, / Gx:x') p(x) dVig (9.14)

fiir jedes p € S(R™) eine Losung von (9.12).

Wenn zusétzlich zu (9.12) gewisse Randbedingungen zu erfiillen sind, miissen
diese natiirlich bei der Wahl der GREENschen Funktione entsprechend beriicksich-
tigt werden. In typischen Anwendungfillen legen die geforderten Randbedingungen
die Losungen von (9.12) eindeutig (in Abhéngigkeit von p(x)) fest.

Beispiele:

(i) Das elektrostatische Potential ®,(x) einer Ladungsverteilung p(x) € S(R?) ist
durch die inhomogene LAPLACE-Gleichung

A®,(x) = —% p(x)

und die Randbedingung
lim &,(x)=0

x| —o0

eindeutig festgelegt, wie der Satz von EARNSHAW zeigt. Geméfl Aufgabe E82
ist

1
Gx;x) = ———
(x;x) A eg |x — X/|
die diesem Problem entsprechende GREENsche Funktion:'6

/
P, (x) = / Ldvx/ (CouLoMB-Potential) .

AT € |x — X/|

(ii) Die sog. retardierten Losungen W*(x,t) der inhomogenen Wellengleichung
o (10
Dx,t\IJ(X’ t) = ](Xa t) 9 |jx,t d:f (E a) - Ax )
zu j(x,t) € S(R*) mit

t<0 = J(x,t) =0 VvxeR?

Version vom 26. Miarz 2009
Entsprechendes gilt natiirlich fiir das Gravitationspotential ®,, einer Massenverteilung p(x) €

1
S(R?) mit "I statt e .
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sind durch die Randbedingung
t<0 = U(x,t) =0 vxcR?

(no output before input) eindeutig festgelegt, wie die Betrachtungen in 6.3.1
zeigen. Hier ist

1
Glx, X, 1) = 5= 0(t =) 5(02(t ) x— x'|2)
T
die entsprechende GREENsche Funktion:

Wit (x, ) = /G(X t;x ) g(x! ') dVie dt

/ t _ _ /
Ao
Aufgabe E83 47 |X — X/|

(vgl. Abschnitt 4.1.1 von (Liicke, edyn)).

9.2.2 Quantenmechanische Propagatoren

Statt die nichtrelativistische SCHRODINGER-Gleichung

(m% — H(x, t)) U(x,t) =0 (9.15)

direkt zu l6sen, ist es vielfach zweckméfiger die zugehorige retardierte GREENsche
Funktion G(x,t;x’,t') zu bestimmen, d.h. die durch folgende Bedingungen eindeu-
tig!” charakterisierte, (hinreichend gutartig) von (x’,#')-abhingige temperierte Dis-
tribution iiber R :

1. Fiir alle (x/, ') € R* geniigt G(x,t;x’,t') der patiellen Differentialgleichung
( P : )) Gx, t:x 1) = 6(x —x') o(t —t) (9.16)

2. Fiir alle (x/,t') € R* erfiillt G(x,t;x’,t') die Randbedingung
G(x,t;x, ') verschwindet in {(x,) e R*': t <t'} . (9.17)

Fop(x,t) < / G(x, t:x 1) U(x') dVy

ist eine hinreichend gutartig von ¥ € L?(R3) und #' € R abhiingige temperierte
Distribution iiber R*, die einer (hinreichend gutartig) von ¢ abhéingigen Schar
von L?(R3)-Elementen entspricht.

Version vom 26. Marz 2009

"Die Eindeutigkeit 148t sich auch hier auf die Energieerhaltung der Losungen der homogenen
Gleichung (9.15) zuriickfiihren.
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Damit ist ndmlich die Losung des Anfangswertproblems
U(x,t9) = ¥o(x) € L*(R?) (9.18)

zu (9.15) fiir t > ¢y durch

Ot — to) W(x, £) — if / G(x, £, 0) U(x, ) AV (9.19)

gegeben, weshalb man G(x,t;x/,1y) auch als Propagator bezeichnet.
Beweisskizze zu (9.19): Fiir die Losung ¥(z,t) von (9.15)/(9.18) gilt offensichtlich

<Zhg£ — f[(x, t)) 0(t — t())\I/(X, t) = Zhd(t — t()) \I/(X, t) = ’Lhé(t — t()) \I/(X, to) .

Da andererseits auch

<ih§t — H(x, t)> ih/G(x,t;x’,to) U(x',tg) dVy (gfﬁ) iho(t —to) V(x,to)

gilt, ist
Wase (1) < 0t — 1)U (x, 1) — ik / G, t: % 1) U, to) AV

eine Losung von (9.15). Da Ui (x,t) fiir ¢ < to verschwindet, mufl Wqig (x, ¢) fiir alle
t € R verschwinden,'® d.h. es gilt (9.19). g

Fiir die freie SCHRODINGER-Gleichung, also fiir

. 2

H(x,t) = Hy = —;—m A, auf S(R?) C L*(R?) (9.20)

ergibt sich der der Propagator zu'’

G(x,t;x',t)

) 3 . 2
;o def 2 / m ! m|X_X/|
= Golx, %, 0) Lo — ) [ )= Y
Go(X, X, ) h ( )<7L 27Th2(t—t/)) exp (FL Q(t—t/) )
(9.21)

Beweisskizze: Fiir Losungen ¥(x,t) von (9.15) gilt

e

~ i |pl? i
U(x,t) = (2nh)~ /\I/(p,to) e~ B (t=to) g+ px dV, VxeR3 tt)eR

T(p,to) & (27rh)_%/\11(x,to)e’%p'xdvx VpeR?, t) € R,

Version vom 26. Méarz 2009
¥Durch Verschmieren in ¢y mit einer temperierten Funktion mit beschrinktem Triiger ergibt
sich (fiir hinreichend gutartiges ¥y (x)) eine eine Losung von (9.15) im gewdhnlichen Sinne.
9Mit {/z bezeichnen wir die Wurzel aus z € C mit positivem Realteil.
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gemif (9.19) und Regel 11 zur FOURIER-Transformation (vgl. Aufgabe E1) also

) _ eti(t—tg) i ’
G(x,t;x  tg) = . (27h) 2 0(t —to) lim [ e o [Pl o+ pr(x—x) dVp.
h e—+0
Mit |
o~ o pl? o4 pr(x—x') av,

2
'mlx—x/‘2 < eti(t—tg) i W( /)
_ — L p - b ) 2mh (v
_ 2n(eti (t—tg) 2mh 2h et+i(t—tg)
_ ey / e \V av,
_ ( 2xhm )3
(4.99) Vi

folgt daraus (9.21). g

Fir

H(x,t) = Hy+ V(x)
folgt aus (9.16)

ot
=0(x—x)o(t—t)+V(x)G(x,t;x',t)

<iﬁ2 — I:_f[)) G(x,t;x',t")

- / 5(x —x")8(t — ") (6" — X )6t — ') + V") G&", "3 %', 1)) AVier dt”

- <zh% — I:[0> /GO(X,t;X”,t”)<6(X" —x)o(t" —t)
TV GO 2, 1) ) Vi d”

und somit

G(x,t;x' t") = Go(x, t;x', ') + /Go(x, tx" V)G X ) AV dE”

da beide Seiten fiir t < ¢’ verschwinden. Oft ist die sog. BORNsche Ndherung
G(x, ;%' 1) =~ Go(x,t; X', t') + /Go(x, tix1, 1)V (x1) Go(xq, t1; %', t") dVi, diy
ausreichend.

9.2.3 Das STURM-LIOUVILLE-Problem

Siehe (Kemble, 1937, Abschn. 23-25) und (Fischer und Kaul, 2004, §4.2).
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Anhang E

Erginzende Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe E1  Man zeige fiir hinreichend gutartige (komplexwertige) Funk-
tionen W, ¥y, U, iiber R? die Giiltigkeit folgenden (der Quantenmechanik angepaf-
ten) ‘FOURIER-Vokabulars’:

W) = (2nh) ¢ [ Blp)etiravg | B(p) = o) F [ WG e av;
c¥(x) c¥(p) (F1)
1 (x) + Pa(x) Uy (p) + Wa(p) (F2)
: aiy v (x) P ¥ (p) (F3)
o P (x) —;ﬁ aiy ¥(p) (F4)
Vix+a) e"iP? U(p) (F5)
e U(x) ¥(p + a) (F6)
(‘I’(X)y (‘T/(—p))* (F7)
(v(-) (‘Tf(p)>* (F8)
U(x) = e U(p) = (2Ah)~3 ¢ oz PP (F9)
(271)2 Uy (x) Uy(x) / 1(P)) Ua(p — p') dVy (F10)
/ i (x') Wa(x — x7) dVie (27h)* W1 (p) V2(p) (F11)
/ ) Vo) Ve e / 1(p) ‘I’2< p)dVp (F12)
[reorav, = o) av, (F13)

Hinweis: Man verwende Gleichung (4.99) der Vorlesung.

117
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Ubungsaufgabe E2  Auf der Menge X aller komplexwertigen Funktionen von
x € [—1,+1] seien in natiirliche Weise die Multiplikation mit komplexen Zahlen und
die Addition eingefiihrt:

A (2) ¥ Nf(x) VNEC, feX, zel-1,+1],

(f+9)(z) € flo)+glx) VfgeX,ze[-1,+1].

Man zeige, dafl X mit dieser linearen Struktur ein komplexer Vektorraum ist.

Ubungsaufgabe E3  Fiir den in Aufgabe E2 eingefiihrten Vektorraum X zeige
man:
a) Die Menge aller Monome z¥, v € Z, , ist linear unabhéngig.

b) Fiir jedes n € Z, bildet die Menge XP°! aller Polynome vom Grad' < n (mit
der induzierten linearen Struktur) einen Teilraum der Dimension n + 1.

Ubungsaufgabe E4  Seien n € Z, und XP°' der in Aufgabe E3b) eingefiihrte
komplexe Vektorraum.

a) Man zeige, daf}

def
(p1 | pa) =

+1 .
/ <P1($)> pa(x)de Vpi,ps € X2
-1
ein inneres Produkt (. | .) auf XP° definiert.
b) Man zeige fiir n > 2, daf§ die LEGENDRE-Polynome

Po(l') = 1,

Pi(x) def T,
e 1 3
P2(I) d:f —§+ 5.7}2

(nach Normierung) ein Orthonormalsystem {\/g Py, \/g P, \/g PQ} C XP' bzgl. die-

ses inneren Produkts bilden.

Ubungsaufgabe E5  Man zeige, daf der Polarisationszustand des elektrischen
Feldes

E(x,{) = R (5 e—i@t—%“)) L EeC, w>0,

durch seinen JONES-Vektor
T e / €|

Version vom 26. Marz 2009

'Der Grad eines Polynoms A\g+\; 2 +. ..+ )\, 2" ist die grofite Zahl v € {0,...,n} mit A, # 0.
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(bzgl. x = 0) fiir eine feste rechtshindige Orthonormalbasis {e;, s, e3} von R* C C?
stets entsprechend folgender Tabelle charakterisiert wird:

] Polarisation \ J bzgl. (e3,e;) ‘
linear || (cosce; +sinae;y) | €% ( con e )
sin «v
rechtszirkular i/g ( 1 )
linkszirkular % < _12 )
elliptisch sonst

Ubungsaufgabe E6  Sei J ein JONES Vektor. Man zeige:
a) Es existieren ¥, ¢, 9 € R mit

/e cos ¥
J:ew( 2), v € [0, 7).

o~ .
eT% sin g

[

b) Damit gilt
(sim? cos p 7t + sin® sin ¢ 72 + 60519%3) J=17,

wobei die 77 die PAULI-Matrizen

A1 def 0 1 22 def 0 — 23 def 1 0
~\1 0)” -\ 0/’ - \0 -1

bezeichnen.

c¢) Es existieren eindeutige p, A € C mit

J=pR+ AL,

v () ()

d) Dabei sind p und A durch |p| + |A|, |p| — |A| und arg(p*A) bis auf einen
gemeinsamen Phasenfaktor eindeutig festgelegt.

wobel

Ubungsaufgabe E7  Fiir die Polarisationsschwingung der monochromatischen
ebenen Welle '
E(x,t) = R (£t o)
mit
E=Ey (pR+AL) |p"+ ]\ =1,
>0
an der Stelle x = 0 zeige man:
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a) Fiir die Schwingungsellipse gilt:
Lénge der grofien Halbachse = (|p| + |\|) Eo,
Lange der kleinen Halbachse = ‘] pl — ])\]‘ Ey.

b) Die Schwingung ist (relativ zu e,):
rechtshindig fir |p| > |\,
linksshandig fiir |p| < |A] .

¢) Die grofie Halbachse der Schwingungsellipse ist parallel zu

def arg A —argp

+ (cosdes +sinde;) , wobei 0 5

Ubungsaufgabe E8  Gegeben seien die JONES-Vektoren

lele‘l')\lL, ngpQR—l—)\zL
a) Man zeige, dal (J; | Jo) = 0 genau gilt, wenn die drei Bedingungen
7r
[or] + Al = lpel + Aol o onl = [l = = ool +|ef 01 = 02 = 5 mod 7

erfiillt sind, wobei

e >\ - 1 .
6 TSl e (1,2}

b) Man diskutiere die Bedeutung dieser drei Orthogonalitdtsbedingungen fiir die
entsprechenden Polarisationsschwingungen.

Ubungsaufgabe E9  Man zeige, daB die JONES-Matrizen der Filter fiir rechts-
und linkszirkulares Licht nicht von der Wahl der rechtshindigen Basis (e3, ey, s)
abhéngen.

Ubungsaufgabe E10  Man zeige, daf

~ A

Rnw Il<p - —|—Il¢ 5 Rn n£+<ﬂ = —Il%_,_‘p

und
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fiir alle p € R gilt, wobei:

Ra, & —-D_,S.D,
f .
n, = cosype;+sinyes,

D def cosp Fsine
o7\ +sing oS

A def 1 0

Ubungsaufgabe E11  Man zeige, daB sich zu jedem ¢ € R zwei %—Bléittchen stets

so kombinieren lassen daf} sich eine optische Komponente mit der JONES-Matrix D,@
ergibt.

Ubungsaufgabe E12  Fiir beliebig vorgegebene o, o, o1 € R zeige man:
1.

iR : ionL T\ — i EEFEL
S%DWR or (cosae'PRR +sinae'?*L) =¢" 2 n

3__ .
471'()(

. .~ \3 ‘ ’ '
DM (S%) ]_'l§7.r o= 6—1 ‘*”R;‘PL (CosaeﬂﬂRR_'_ SinanQpL L) )
2
3. Fiir alle JoNEs-Vektoren Jq, J, gilt

(B[ 32) =0 = (85D o,y

g%ﬁwatpL J2> — O.
2

Ubungsaufgabe E13  Man zeige, daB sich zu jedem JONES-Vektor aus %—Bléitt-
chen und einem Linearpolarisationsfilter eine optische Komponente kombinieren
148t, deren JONES Matrix der Projektor |J)(J| ist.

Ubungsaufgabe E14  Fiir

A 1 =z
D—(O 1), ze€C,

. . N2
bestimme man D!, D?, (D — 1) und zeige:

b (o-1) 21+ 54 (0-1)
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Ubungsaufgabe E15  Fiir

~ 2 —1 - 1 11
NEHREAE

zeige man:

a)

¢) v # 0 ist genau dann Eigenvektor von M , Wenn v o< (i) :

d) Es existiert eine komplexe 2 x 2-Matrix A mit M = A%,

e) Es existiert eine komplexe 2 x 2-Matrix B mit M = exp <§> :

Ubungsaufgabe E16  Seien 1 < n € N, sei V ein komplexer Vektorraum und
{e1,...,e,} eine Basis von V bzgl. der die Vektoren von V' in Spaltenschreibweise
dargestellt werden sollen. Man zeige:

a) Die Abbildung

(Zl, Z2> —Z1 - Z9
von V x V in C, wobei

1
<1 ) n
def

= Zzll’zg Vz1,20 €V,
27 2y v=1
ist eine symmetrische Bilinearform, d.h.? sie besitzt die Eigenschaften
Z1-Z9 =797 VZ1,Zo €V
und
Z1 - (NoZo 4+ A\3z3) = N (21 - Z2) + N3 (21 - 23) V21,20,23 €V, Mg, \3€C.

Version vom 26. Marz 2009

2Siehe Definition 7.4.11.
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b) Das Vektorprodukt

n
def
Z1,...,2p 1] = E det (z1,...,2n-1,€,) €, Vzi,...,2, 1 €V

ist genau dann von Null verschieden, wenn die z1,...,2,_; linear unabhéngig
sind.
c) Es gilt
Z1,...,2, 1] 2, = det (21,...,2,) V2z1,...,2, V.

d) Wenn {by,...,b,} eine Basis von V ist, dann bilden die

(—1)" " by, ... lo\K

def
bY =
det (bl,..., n

Vve{l,...,n}

die dazu reziproke Basts, d.h. es gilt

b”-b, =46, Vv,pe{l,...,n}

e) Damit gilt die CRAMERSsche Regel:

Wal+. .. +ba" =y Vve{l,...  n}

v-te Stelle
det(by,..., 7y~ ,....by)
— ¥ = Yve{l,....n}.
’ det (b1, ....by) veil...n}

Ubungsaufgabe E17  Man zeige, daB aus der CRAMERschen Regel tatséichlich

(s v = [ D)/m( )

fiir alle o, 3,7, 0 € C folgt.

Ubungsaufgabe E18  Sei D eine reelle isometrische n x n-Matrix. Man zeige:
a) DT =D,
b) det (DT) = det(D).
c) det(D) € {+1,—1}.
d) Fiir ungerades n gilt:

det(D) = +1 — det(f)— i) =0.
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Ubungsaufgabe E19  Man zeige, daB jede (reelle) 3x3-Drehmatrix einen (re-
ellen) Figenvektor zum FEigenwert 1 besitzt und interpretiere diesen Sachverhalt
geometrisch.

Ubungsaufgabe E20  Man zeige fiir beliebiges
i (o B 2 2
A_<7 5)€L(C,C)
mit Eigenwert E :
s(0—FEY\ 0—F o =0\ -3
05 ==020) AT e ()
b) Im Falle Spur(A — E) # 0 ist mindestens einer der beiden Vektoren
0—F -0
( . ) oder (a—E)

von Null verschieden und somit (geméf a)) Eigenvektor von A zum Eigenwert

E.

a)

Ubungsaufgabe E21  Man bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren der

HADAMARD-Matrix IHI:i ! ! ,
V2 \1 -1

interpretiere die normierten Eigenvektoren als JONES-Vektoren und diskutiere die

entsprechenden Polarisationszustinde.?

Ubungsaufgabe E22  Seien V ein endlichdimensionaler EUKLIDischer komplexer
Vektorraum und B ein linearer Operator auf V. Man zeige:

a) Wenn B unitér ist, dann existiert ein selbstadjungierter Operator A auf V' mit
B=¢".

b) Es gilt:*
B >0 — <z

éz>zo VzeV.

¢) Wenn B positiv ist, d.h. wenn B>0 gilt, und wenn B auBerdem invertierbar

ist, dann existiert genau ein selbstadjungierter Operator Aauf V mit B =e”.

Version vom 26. Marz 2009
SHinweis: H = 7! D(n/4).
4Es sei daran erinnert, daB B > 0 definitionsgeméfl genau dann gilt, wenn B selbstadjungiert

ist und nur nichtnegative Eigenwerte besitzt (siehe Fufinote 41 von Kapitel 7).
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d) Fiir jeden linearen Operator A auf V gilt

A

A=A —  det <€ZA) :eZSp“r(A) VzeC.

Ubungsaufgabe E23  Man zeige:
a) Jede der Mengen
GL(2,C) ¥ lde
U(2) e
su@) ¥ e
SL2,C) ¥ lde

ist eine Gruppe® bzgl. der Matrizen-Multiplikation.

b)
U(2) = {ei@U: peR, UGSU(Q)} :
c)
SU(2) = {oe’”-'% cpeR? o€ {—1,—1—1}} .
d)
{B € GL(2,C): B> O} = {)\e_x'% tA>0, x€R3} .
e)

SL(2,C) = {0 e ¥ 1 €SU(2), xR, e € R, [le] =1} .

Ubungsaufgabe E24  Man zeige® fiir alle zy, ..., 23 € C und jede 2 x 2-Matrix
T

1

3
izzgc,,%” = x”:§Spur(§c7A'“) Vupe{0,...,3}.
v=0

Ubungsaufgabe E25  Man zeige fiir alle e € R® mit |e| = 1 :

Version vom 26. Marz 2009

5Eine Menge G ist eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung -, wenn folgende vier Bedingungen
erfilllt sind:

1.0 g1-920€G Vg1,920€G.

2.0 g1-(92-93)=(91-92) 93 V91,92,93 €G.
3.: deeG:e-g=g-e Vgeq.

4.: VgeG3gteG:gt.g=g-g".

6Die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.
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2
a) <e~+> =1.
b) e’we'%:cosgoi—isingoe-i' VpeC.
c) e X*T —coshyl—sinhye-+# VyeC.

Hinweis zu b) und c¢): Allgemein zeige man mithilfe von a) fiir Potenzreihen
f(z) =>202, ¢, 2¥ mit unendlichem Konvergenzradius:

N\ _ SO +F(=0) - f0) - f(=0) .
f(&e'T): 5 1+ 5 e-T.

Zur Erinnerung (siehe Fufinote 9 von Kapitel 3):

ginh ) df &P (N _2eXP(_/\) . cosh A def €Xp (N +2exp(—/\).

Ubungsaufgabe E26  Man zeige fiir alle o« € R :

sina?® 4+ cosat! firj=1,

D_oa#'Dya =1 7 fiir j =2,
cosatd —sinatt fiir j = 3.
Ubungsaufgabe E27  Man zeige fiir alle ¢ € R :
cos il —sinp7? firj=1,
et 5T e 37 = { gingp 7! 72 fiir j =
YT +cospTe firj =2,
73 fir j = 3.

Ubungsaufgabe E28  Sei U € SU(2) und sei {ey, e,} eine Orthonormalbasis von
C?. Man zeige:

a) Es existieren a, 1,19 € R mit”

~ et cos g —e W2gin g bzl {er, e}
— 7 » zgl. .
et™2 gin S e~"W1 cos S & L2

b) Es existieren EULERsche Winkel @1, s, a € R mit®

A . p1+p2 A A~ ~
_; p1ten
g 2
U=e Sp Da S,
Version vom 26. Marz 2009
"Hinweis: Man beachte, dafl isometrische Matrizen Orthonormalsysteme auf Orthonormalsy-

steme abbilden und iiberlege, was das fiir die Spalten solcher Matrizen bedeutet.
8Siehe auch (Tilma und Sudarshan, 2002).
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I"Jbur}gs?ufgabe E29  Seien V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum
und A, B lineare Operatoren auf V' mit

[4.8] 4] =[[48] 5] -0

Man zeige fiir alle N € N:

(o) =S (s lael) () )

d) Es gilt die BAKER-HAUSDORFF-Formel:
A+B _ ~3AB A B

(siehe auch Gleichung 3.55 von (Liicke, qip)).

Ubungsaufgabe E30 Sei Ae GL(2,C). Man zeige, dafi mindestens vier ver-
schiedene selbstadjungierte B € GL(2,C) mit B? = AT A existieren.

Ubungsaufgabe E31  Man bestimme die Polarzerlegung von ( _? _8) :
9

t 0
Ubungsaufgabe E32 Man bestimme alle Polarzerlegungen von | —i 0 0
0 0 0

Ubungsaufgabe E33  Man zeige® fiir alle a,b, ¢, d € C :

a = —+d*,
(Cb‘ g)esw) —{b = -,
1 = |a*+ 1.

Version vom 26. Marz 2009

YHinweis: Man beachte Aufgabe E28a).
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Ubungsaufgabe E34  Man denke sich die Wirkung eines einfachen (linearen,
verlustfreien, polarisationsunabhéngigen) Strahlteilers mithilfe der unitdren Matrix

A rot
1 1 1
Z: z N 2z
Zin Zout Zin

beschrieben, wobei sich das vom Strahlteiler transformierte System im ‘Zustand’

<(1)) oberhalb, im ‘Zustand’ (?) dagegen unterhalb des Strahlteiler befindet:

Ziln Zéut
0 0
()
Zgut
def

s arg(r) —arg(t) , & € arg(r) —arg ()

durch

a) Man zeige, daf fiir

stets
5+ ¢ =7 mod 27

gilt.

b) Man bestimme die allgemeine Form von S fiir symmetrische Strahlteiler, d.h. fiir
r=rundt="1.

¢) Man bestimme die allgemeine Form von S fiir symmetrische 50/50-Strahlteiler,
d.h. fur symmetrische Strahlteiler mit |r| = |¢].

Ubungsaufgabe E35  Sei S die Matrix eines 50/50-Strahlteilers <|7’| = |t|> im
Sinne von Aufgabe E34.

a) Man zeige
rr’+tt'=0.

b) Man zeige, daB ¢g, ¢1, p2 € R existieren mit

A i & fra
S =e"" S, HS,,,
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wobei

~odet (10 ~def 1 (1 1
se(o ) ()

c) Welche Werte konnen ¢; und ¢y fiir symmetrische 50/50-Strahlteiler anneh-
men?

Ubungsaufgabe E36 Seien n € N, {ey,. . ,€,} eine Orthonormalbasis des
komplexen EUKLIDischen Vektorraumes V' und A ein normaler Operator auf V .

Man zeige mithilfe des Spektralsatzes, daf ein — i.a. nicht eindeutiger — unitérer
Operator U auf V existiert mit

(UAUT>eV x e, Yve{l,....n}.

Ubungsaufgabe E37  Sei A eine normale, d.h. der Bedingung
AtA = A Af
geniigende n x n-Matrix.
Man zeige, daf eine unitdre, also der Bedingung
Uo=00"=1

geniigende, n x n-Matrix U existiert, die A diagonalisiert, d.h. mit der

Ey 0 0 0
0 Ey O 0
UAU* = 0 0 Ej 0
0o 0 O E,

fiir geeignete Fy,...,, E, € C gilt.

Ubungsaufgabe E38  Seien V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum mit
dem inneren Produkt (. | .) und A ein normaler Operator auf V. Man zeige:

a) Folgende drei Aussagen sind zueinander dquivalent:

1. A hat nur positive Eigenwerte.
2. Es existiert ein invertierbarer linearer Operator Bauf V mit A =
B'B.
3. Es gilt
<z‘flz> >0 VzeV\{0}.
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b) Falls A >0, dann gilt bzgl. jeder Basis von V

Al =0 — Al =AY, =0 VYvell,... n}.

Ubungsaufgabe E39  Seien V ein endlichdimensionaler, komplexer, EUKLIDischer
Vektorraum und A ein linearer Operator auf V.

Man zeige, dafl folgende beiden Aussagen zueinander dquivalent sind:
1. Aist selbstadjungiert und zu sich selbst invers.

2. A ist unitiir und seine Eigenwerte kénnen nur +1 und /oder -1 sein.

Ubungsaufgabe E40 Man zeige: Die Anzahl der Moglichkeiten, k& Elemente aus
einer m-elementigen Menge auszuwiihlen, entspricht folgender Tabelle:'°

Beachtung der

Anzahl Reihenfolge Wiederholungen

mF mit mit

- k-1
(k)k;! :H(m—j) mit ohne

7=0

m m
< k:) ={,,_ k) ohne ohne
m+k—1 m+k—1 )
= ohne mit
m— 1 k

Ubungsaufgabe E41

Die Wahrscheinlichkeitstheorie bezieht sich stets auf eine ausgewihlte Menge €2
von Elementarereignissen w, deren (,mefbare*) Teilmengen E als Ereignis-
se bezeichnet werden. Die Wahrscheinlichkeit p,(E) dafiir, dal w € E fiir ein
zufillig ausgewihltes Elementarereignis w gilt, ist fiir endliches € # () definitions-
gemaf

plB) =Y ulw) VECQ,
wekl

Version vom 26. Mirz 2009
10Man beachte die Definition der Binomialkoeffizienten:

MY def m!

Z.B. die Anzahl aller moglichen Lottotipps (6 aus 49) ist dementsprechend (469) = 13983816 .
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wobei u eine (dem statistischen Modell entsprechend!!) vorgegebene Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist, d.h.'? eine Abbildung von € in die nichtnegativen Zahlen

mit
> nw) =1.

weN

Dafiir zeige man:

a) Fiir alle w € (2 gilt
pp(@) =0, pu(Q) =1

und
ExNEy =0 = pu(E1UEBs) = pu(E) + pu(B2)  VEL, B C Q.
b) Es gilt
pu({w}) = p(w) € 0,1] Vw € Q
und -
p konstant = p,,(E) o H VE CQ,

wobei |E| jeweils die Anzahl der Elemente von E bezeichnet.

Ubungsaufgabe E42  Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein Lotto-
tipp (6 aus 49) genau 5 der Ergebniszahlen einer Lottoziehung enthélt?

Ubungsaufgabe E43  Das sog. Monty-Hall-Problem besteht darin, sich fiir
eine von zwei Strategien A oder B fiir folgende Variante eines Spiels der amerikani-
schen TV-Show ,,Let’s Make A Deal* zu entscheiden:

e Der Spielleiter Monty Hall wihlt rein zufillig eine von drei Tiiren
aus, hinter der er unbeobachtet einen Preis deponiert, den ein Spie-
ler erhélt, wenn er die richtige Tiir errét.

e Der Spieler wird aufgefordert, sich fiir eine T1ir zu entscheiden.

e Nachdem der Spieler sich fiir eine Tiir entschieden hat, 6ffnet Monty
eine der beiden anderen Tiiren, hinter der der Preis nicht deponiert
ist, und gibt dem Spieler die Chance, sich eventuell noch umzuent-
scheiden.

Version vom 26. Mirz 2009
HBei N-facher Wiederholung der Zufallsauswahl sollte die relative Anzahl der Fille, in denen
ein vorgegebenes w € () resultiert, fiir N — oo gegen u(w) konvergieren.
2Fiir unendliche Wahrscheinlichkeitsrdume sind die Wahrscheinlichkeitsmafle i.a. nicht mehr
fiir einzelne Elementarereignisse definiert.
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Fiir welche der folgenden beiden Strategien'® ist die Wahrscheinlichkeit grofer,
den Preis zu gewinnen?

Strategie A: Der Spieler entscheidet sich fiir Tiir 1 und bleibt dabei,
ganz gleich, welche der beiden anderen Tiiren Monty 6ffnet.

Strategie B: Der Spieler entscheidet sich zunéchst fiir Tiir 1, entscheidet
sich danach aber auf jeden Fall um fiir diejenige der Tiiren 2 oder 3, die
Monty nicht 6ffnet.

Ubungsaufgabe E44  Seien Q und p wie in Aufgabe E41 und E;, F> C Q. Man
nennt die (Zufalls-)Ereignisse Ey, Ey (statistisch) unabhdngig voneinander, wenn
pu(Er N Ey) = p,(E1) pu(Es) gilt. Im Falle p,(E>) # 0 bezeichnet man

def pﬂ(ElﬂEQ)
B |Ey) & Pl B2)
pﬂ( 1| 2) pM(EQ)

als die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ auch E; eintritt, wenn Fs ein-
tritt.

Man zeige:'*
a)
_ | pu(Er|E2) pu(Es),  falls p,(Es) # 0,
e E) = { R Bt 2o
b)
Pu(Er) = pu(B1|E2) pu(Ea) + pu(Er[Q\ E2) pu(Q\ Ey)
falls p,(E2) € (0,1).

c)

E., E5 unabhingig <~ {p“(E1|E2) =pu(Er), falls p,(E2) #0,

Pl B2 Er) = p(Ey) . falls p,(Er) #0.

d)
Ey, Ey unabhingig — FE;, Q \ Fy unabhingig .
e)
Q=0Qx xQp
Er € Qp
Eg € QB
1 konstant

= Fj x Qp, Q2 X Eg unabhéngig .

Version vom 26. Mirz 2009
3Hinweis: Man beachte, daf8 hier das Wahrscheinlichkeitsmodell in der Bezeichnungsweise von
Aufgabe E41 durch Q = {Tiir 1,Tiir 2,Tiir 3} mit konstantem p gegeben ist und iiberlege sich,
auf welche Ereignisse Fa, Eg die beiden Strategien abzielen. Sie konnen das Ergebnis testen unter
http://people.hofstra.edu/staff/steven_r_costenoble/MontyHall/MontyHallSim.html
1“Die Aussage p,,(E1|E2) pu(E2) = pu(E2|E1) pu(Er) wird auch als Satz von BAYES bezeichnet.




133

Ubungsaufgabe E45 Wenn jedem w € Q der Wert a(w) einer physikalischen
Grole A zugeordnet ist, dann bezeichnet man — unter den Voraussetzungen von
Aufgabe E41 — a als Zufallsvariable,'”

def
(4) = ) aw) plw)
weN
als Erwartungswert von A (fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung p) und
def 2
(A4) €37 (a(w) ~ (4)) nlw)
weN

als mittlere quadratische Abweichung der Grofie A von ihrem Erwartungswert.
Man zeige:

)
(AP = (4%~ (1))
b)
AA=0 = <,u(w)7é0 — a(w)z(A)) VweQ.

¢) Im Grenzfall N — oo sollte der Mittelwert von A fur die Zufallsaus-
wahl wq,...,wy € Q in den Erwartungswert {ibergehen:

1 N
§ L olen) 2, (4D

N—oo

d) Wenn a4, ay Zufallsvariable der Groflen A;, Ay gleicher physikalischer
Dimension sind (z.B. kinetische und potentielle Energie), dann ist a =
a1 + ao die Zufallsvariable von A = A; + A, und dafiir gilt

(A1 + Az) = (A1) + (Ag) .

Ubungsaufgabe E46 Seien N € N, € [0, N], Q = {b = (b,...,bn) € {0, 1}N}
und es gelte
Vved{l,...,N},

Version vom 26. Marz 2009

157wei solche Zufallsvariable nennt man in dem durch p charakterisierten Zustand unkorreliert
(miteinander), falls

pu({w €N aj(w) = A fir j = 1,2}) = ﬁpu({w €N aj(w) = )\j}) VAL, Ag.
j=1
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wobei
def

{beQ:b,=1} Vve{l,...,N}.
Fiir jedes v € {1,... ,N} sowie fiir jedes E C €2 mit'®

beE = (by,....b,®1,....by) EE VbeQ

seien die Ereignisse F,, E statistisch unabhéingig.

Man zeige:
a)
N
u(b):H< (Slbu—l—(l——)égb) Vb e ()
v=1
b)

y(n) = pu({beQ: b1+...+bN:n})

_ (JZ) (%)n <1—%>Nn Vnefo,.. . N}.

c¢) Es gilt tatsdchlich

d)
N 7 N
= (1+&)" ):<1+5—) VEeR.
=0 N

n

[oN
-

e) Fiir die Zufallsvariable

nd) ¥ b+, +by YbeQ
gilt!?
def
(n) = Z ZnﬂN =

Version vom 26. Mirz 2009

16Mit b, @ 1 bezeichnet man i.a. die Modulo-2-Addition:

def [ 1 fiirb, =0,
b1 _{o fiir b, = 1.

"Hinweis: Man untersuche die Ableitung von F(£) an der Stelle £ = 0.
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f) Die Binomialverteilung (BERNOULLI- Verteilung) iy (n) auf {1,..., N}
geht fiir N — oo bei festem (n) in eine POISSON- Verteilung iiber:'®

\V/TLEZ+

Ubungsaufgabe E47  Gegeben sei eine Massendichte-Verteilung z(x) mit
p(x) = 0 fir |x| > R.
Das zugehorige Gravitationspotential ist dann

<I>(><’)——G/27r /7T /R M(X(T,ﬁ,80)> r?sinddr | d9 | de
0 0 o X —x(r,7,¢)| 7

wobei r,1, ¢ die Polarkoordinaten von x bezeichnen.

a) Man zeige, daB fiir 7' > R die Reihenentwicklung

D (res) = > @

r! — (T’I)l’

0, /27r </7r (/R r* ™ sin 9 Py(cos 9) u(x(nﬂ, go)) dr> dﬁ) de,
0 0 0

(Multipolentwicklung) mit geeigneten Polynomen P gilt.'” Man bestimme
Py, Py, P, und diskutiere das Ergebnis.

b) Man zeige, daf fiir kugelsymmetrisches p nur Qg von Null verschieden ist:*"

px) =p(lx|) = Q=0 VIeN.

Ubungsaufgabe E48  Seien H; resp. Hs (komplexe) EUuKLIDische Vektorraume

mit den Normen [|.||, resp. |.||, und sei f eine lineare Abbildung von H; in Hs.
Man zeige:

Version vom 26. Mirz 2009
¥ Hinweis: Man beachte, dafl

¢ N
lim (14+=>] =€ VEeR.
Enoo( +N) ¢ Ve
!/
Y Hinweis: Man untersuche die TAYLOR-Entwicklung von i ! 0.9 nach 1/
r'es —x(r, 9, r

Uy . 19
20Hinweis: Man berechne zunichst / o d9 fir v’ >r.
o /(1)

2277 cost + r?
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a) Die Abbildung f ist genau dann stetig (im Sinne von Definition 7.1.11), wenn
sie beschrdnkt ist, d.h. wenn zu jedem A > 0 ein C' > 0 existiert mit

U], <A = [[f(D)]l,<C  VVeH,.

b) Wenn H; endlichdimensional ist, dann ist f beschrinkt.

Ubungsaufgabe E49

Seien H ein endlichdimensionaler EUKLIDischer Vektor-

raum und B eine Bilinearform auf H . Man zeige, dal B beschrankt ist, d.h. daf} zu
jedem A > 0 ein C > 0 existiert mit

H\Ijlu <A> “\IJQH — |B(\Ijl,\:[12)| <C V\Ill,\IIQEV.

Ubungsaufgabe E50

Seien N eine natiirliche Zahl und ¢ > 0.

a) Man bestimme die FOURIER-Reihenentwicklung

der Funktion

F=S (e f) e

VEL

def

f(p) = cos(p) cos(Nyp) Vp€eR,

wobei definitionsgeméf

und

= [ (o) e

ev(p) =etv?

gilt (siche Abschnitt 8.1.1 der Vorlesung).

b) Man gebe eine physikalische Interpretation des Ergebnisses fiir den Fall, dafl
¢ linear von der Zeit abhingt.

Ubungsaufgabe E51

Sei f(p) eine 2m-periodische stetige Funktion iiber R!.

Geméf Abschnitt der 8.1.1 Vorlesung gilt dafiir

+N
Hf— $ e Ne
v=—N

2

1 e +N 2
_ . . i d
ORI T K
% O

Sei weiterhin g(¢) eine beschrinkte 2m-periodische Funktion g(y) iiber R! | die in

dem offenen Intervall (—m, ) stetig ist und dort mit P f(g) iibereinstimmt. Man
'a

zeige:
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a) Fiir alle v € Z\ {0} gilt*!
1
(ev | f) = <€u | g).

b) Fiir jede endliche Teilmenge M von Z \ {0} gilt

ey|f|<+ Z|€V|g

UEM VEM veM
und
2 2
>l [P <> Hew | ) < oo
veM veZl

c) Es gilt die punktweise FOURIER-Reihenentwicklung

fle)=> (e [y VoeR,

VEZL

wobei die Reihe absolut (und somit auch gleichméfig) konvergiert.

Ubungsaufgabe E52  Mithilfe der punktweisen FOURIER-Reihenentwicklung zei-
ge man:

a)

cos(ny) Vo€ |—m +m].

42

Version vom 26. Mirz 2009
21Wir verwenden die Schreibweise

U195 [ rosted

fiir alle hinreichend gutartigen Funktionen f(y), g(¢) .
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Ubungsaufgabe E53  Seien H ein endlichdimensionaler EUKLIDischer Vektor-
raum, {V¥,}, . und ¢ € H. Man zeige:

w—1lmV¥V, =¥ <— s—IlimV¥Y, =",

V—00 V—00

Ubungsaufgabe E54  Man zeige, daB jeder endlichdimensionale EUKLIDische
Vektorraum vollstdndig, also ein HILBERT-Raum ist.

Ubungsaufgabe E55  Seien H ein endlichdimensionaler EUKLIDischer Vektor-
raum und W(¢) eine Abbildung von R in H . Man zeige:

U(t) schwach differenzierbar <= W(¢) stark differenzierbar.

Ubungsaufgabe E56  Seien M ein separabler HILBERT-Raum und {®,} _ ein
MONS von ‘H . Man zeige:

a) Es existiert genau ein ¢ € H mit
=1
U =s—li -o,.
S nLr{:o Zl Lo

b) Damit ist {®,},., ein MONS des EUKLIDischen Teilraums

def

HE ({0, 05 05,..)
von H .

c¢) Trotzdem ist

V£ (D, 0)D,.

v>2

Ubungsaufgabe E57  Seien H ein HILBERT-Raum und A ein (eventuell unbe-
schriankter) Operator in H . Man zeige:

a) Es gilt die Verallgemeinerung
13
<\I]1 A\I12> = Z Z’lik <‘Ifl + ’lk\Ijg
k=0
A 1< .
(Aw|ws) = kz_ozk (A (w1 +ws) | W)+ 4w,

der Polarisationsidentitit (Gleichung (7.22) der Vorlesung).

A +i*w,))

\V/‘IijDA
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b) A ist genau dann HERMITEsch, wenn
R9<Q«AQ> YU e D,

gilt.

Ubungsaufgabe E58  Seien H cin separabler HILBERT-Raum und {®,},cy €in

MONS von H . Fiir den durch
D;¥H

und .
é}: D, | V)P, YEeD,
gegebenen Operator zeige man:
a) A ist isometrisch und geniigt somit der Bedingung

~

ATA=1.

b) A ist invertierbar, d.h. es existiert genau ein Operator A=l in ‘H mit D i1 =

R; def{ACD deD; }und:

N

AU = U VYU eDy,
AA'W = ¥ VYUeRy,.

c) A ist aber nicht unitir, denn es gilt R i1 # H = D und somit

At £ A7V ¢ B(H).

Ubungsaufgabe E59  Seien m eine Masse, L eine Linge und Cg° ([0, L]) die
Menge aller auf [0, L] beliebig oft ableitbaren komplexwertigen Funktionen ¥, die
in einer (jeweils von W abhéngigen) Umgebung von 0 und 1 verschwinden. Man zeige

fiir den durch
def

Dy = Cg° ([0, L)) € L*([0, L])
und

(ﬂ@%@@fh?£iYW@)VWEDmeMM

gegebenen HAMILTON-Operator H:
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a) H 1aBt sich nicht zu einem auf ganz L2 ([0, L]) definierten HERMITEschen
Operator fortsetzen.??

b) Es existiert eine eindeutige HERMITEsche Erweiterung ffper von H auf den
Teilraum €35, ([0, L]) all derjenigen Funktionen iiber [0, L], die sich durch
Einschrinkung beliebig oft differenzierbarer Funktionen iiber R der Periode

L ergeben.

c) Es existiert eine eindeutige HERMITEsche Erweiterung ﬁref von H auf den
Teilraum CS5 ([0, L]) all derjenigen beliebig oft differenzierbarer Funktionen
tiber [0, L], die bei 0 und L verschwinden.

d) Es existiert ein MONS von L? ([0, L]) , das nur aus Eigenfunktionen von Hpe,
besteht.

e) Es existiert ein MONS von L2 ([0, L]), das nur aus Eigenfunktionen von Hie
besteht .

~

f) Hper und _Href besitzen keine gemeinsame Eigenfunktion.

Ubungsaufgabe E60  Man zeige, daf8 der in Aufgabe E59 definierte Operator H
zwar HERMITEsch aber nicht im wesentlichen selbstadjungiert ist.

Ubungsaufgabe E61  Fiir H = C(S!) und den durch

D; o {f € C(S") : f stetig differenzierbar} ,
A o h d
(Ef) @) & 4 /) VieDy peR

gegebenen linearen Operator LinH zeige man:

a) L ist HERMITEsch.

b) Es existiert ein MONS von H , das nur aus Eigenvektoren von L besteht.
¢) Die Menge aller Eigenwerte von L ist {hm : m € Z}.

d) L ist unbeschriinkt.

e) D; und D;; liegen dicht in H .

Version vom 26. Miarz 2009

22Hinweis: Man untersuche

. S def
Jim (WA @) E VAY(a),

fﬁrO;«é\IleDﬁ.
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f
| Dij, C Dy & Dij -
g)
D;i = {Z/\mem: > hm A < oo} .
meZ meZ
h)

Nen €D = LIS Ne,=> hmA\"e,,.
L

meZ meZ meZ

Dﬁ C Dﬁf ¢ Dﬁ'
j) L' ist selbstadjungiert.

k)
Lt = Z hm |em) (em] (Spektralzerlegung).

meZ

By = S (s | s)

meZ

= Y mmlen | £)

meZ

:

Ubungsaufgabe E62  Seien m eine Masse und w eine Kreisfrequenz. Man zeige

fiir o
e _mw .2
Q(z) o (E)e 2an® VzeR
und die durch . . .
Dy € D; < Dy = SR) C LA(R)

def 1 h d 2 m )
Hy W = [—(=— —Wa? | v
<°SC )($) (2m(i d:c) +2ww> OF

hd |
—— —imwx

(A\p) (x) & id\ﬂ;m U(z), vV e S(R)

h d )
—— +ti1mwx

(Are) @) & L v J

gegebenen Operatoren Hys, A und Af in L*(R) :

und
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X I |
H,. = hw (ATA+§> .

A hw
HQ=—0.
2

Ao, (41)"] =nnw (A1) vnez,.
d) Mit den in Folgerung 8.2.3 eingefiihrten HERMITEschen Polynomen

H,(2) & (1) e”’ (%) e VzeR,veZ,

Hn(x \/?) O(z) x ((AT>” Q)(:v) VneZ,.

e) Esexistiert ein MONS von L*(R) , das nur aus Eigenfunktionen des HAMILTON-
Operators H,s besteht.

gilt

Ubungsaufgabe E63  Fiir beliebige Vektoren ¥, ® des (komplexen) HILBERT-
Raums H bezeichnet jeweils |¥;)(Wy| den durch

def
Dy yw, = H

und

(W) (W[ @ L (T, | D) Ty VO € Dy,

definierten Operator. Man zeige:

(\xpl)(wf — (W) (| YU, Uy € H.

Ubungsaufgabe E64  Seien H ein (komplexer) HILBERT-Raum, B € B(H) und
{®,},cn €in MONS von H . Man zeige:

N
BU = lim (Z <<1>V B@H>|<1>V><c1>#|>\p YU EeH.

N—o00
v,p=1

Ubungsaufgabe E65  Seien H ein (komplexer) HILBERT-Raum und PP, e
B(H) Projektionsoperatoren. Man zeige:
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plf’g Projektionsoperator <= f’lf’z = ng’l .
Pl + PQ Projektionsoperator <= p1p2 =0.

Ubungsaufgabe E66  Seien H ein HILBERT-Raum und @, ®' € H \ {0} .
Man zeige, dafl R= (2 Py — i) (2 Py — 1) in dem von ® und ®" aufgespannten
reellen Vektorraum entsprechend folgender Skizze wirkt:

R ¢

Ubungsaufgabe E67  Seien H ein (komplexer) HILBERT-Raum und A B €
B(H) . Man zeige:

a) AB e B(H) und es gilt die Produkt- Ungleichung

AB| < ||A]| - ||B
b) Es gilt
Al = sup ‘<(I>‘A\I/>‘
dUEH
ll®)=llw|=1
und somit auch A )
J4] =41
c) Es gilt®
cf=C = |C :sup’<\11‘é'\ll>‘ vVC e B(H)
VEH

v=1

Version vom 26. Marz 2009
BHinweis: Man zeige zuniichst fiir beliebige ®, ¥ € H :

ot—¢ — m<q>‘(§xy>:i(<(<1>+\1/)]é(<1>+x1u)>—<(q>—\y)‘é(q>—\p)>).

AuBlerdem beachte man die sog. Parallelogramm-Gleichung:

1+ )+ @ — w)* =2 (> + [ ¥?) Vo, ven.
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und somit die C*-Identitdt
2

4] =4

sowie

N A ~ 112
A4 =4

Ubungsaufgabe E68  Sei H (komplexer) HILBERT-Raum. Dann nennt man einen
Teilraum A von B(H) bzgl. der Operator-Norm wvollstdndig, wenn zu jeder Folge

{fl,,} . C A mit
ve
lim sup HAV — A”H =0

N—oo v,u>N
ein A € A existiert mit
hm‘A—AV:O.

V—00

Man zeige:
a) B(H) ist vollstandig bzgl. der Operator-Norm.

b) Der Teilraum C(H) von B(H) aller kompakten Operatoren ist vollstindig
bzgl. der Operator-Norm.

¢) Die Operator-Norm ist im Falle dim(H) > 1 nicht** EUKLIDisch.

Ubungsaufgabe E69  Seien H ein HILBERT-Raum und Ay € R. Man bestimme
die Spektralschar fiir \g 1 € B(H) .

Ubungsaufgabe E7T0  Seien H ein (komplexer) HILBERT-Raum, P;, P, (nicht
notwendig miteinander vertauschbare) Projektionsoperatoren auf H und ¥ € H.
Man zeige:>®

a)
lim H(Pl ]52) \IfH existiert .

V—00

Version vom 26. Miarz 2009

24Hinweis: Man zeige, daB Projektionsoperatoren Pp, P, existieren mit
)

Py

. ~ 12 N A 112 ~ 112
N e R

ZHinweis zu d)—f): Man zeige zuniichst:
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PN 2v
s- lim <P1 Pg) U existiert .

V—00

s- lim <P1 pg) U existiert .

V—00

s- lim pg <p1ﬁ2>V\I/:S— lim (plﬁ)Q)V\I/.

V—00 V—00

s- lim <p1p2>y\lf: (pl/\pg)\lf,

V—00

wobei P, A P; den Projektionsoperator mit

(Pl A fz) H = (ﬁl H) N (ﬁg H)

bezeichnet.

Ubungsaufgabe E71  Seien H ein HILBERT-Raum und 121, B HERMITEsche Ope-
ratoren in H . Man beweise mithilfe der SCHWARZschen Ungleichung?® die verschérf-
te HEISENBERGsche Unschérferelation

A a5 -]
> i ‘<\I/‘[A,B’],\I/> 2+%1 ’<\Il‘[fl—a,3—b]+\ll> i

V\IJEDBAQDAB,CL,[)GR.

Ubungsaufgabe E72  Sei r > 0 eine beliebig vorgegebene Linge. Man zeige, daB
die durch
Dy = S(RY)

Version vom 26. Marz 2009

26Man beachte %(<(121 - a)\l/ ‘ (B o b)\1/>>

% <\I/ ‘ [fl —a, B - b] \I’> und die entsprechen-
1 —

de Beziehung fiir %(<(121 — a)\Il ’ (B — b)\Il>) .
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und

Njw

FO)(x) < 2nr2)- U(x e_ixrlédeX VU eD:, x eR?
( .

gegebene (zur Angleichung der physikalischen Dimensionen) modifizierte F OURIER-~

Transformation F eine eindeutige Erweiterung zu einem unitdren Operator F auf
L*(R?) besitzt.?"

Ubungsaufgabe E73  Man bestimme fiir den durch?®
Dy, D((0, +00))

und

R of N d
(o ) (z) dzf;@\p(a:) YU eD;, x>0

gegebenen Operator p, in L2 ((07 +oo)> die Defektindizes®

def

ne(py) dim({\IJ €Dy plw= iz\IJ}) .

Ubungsaufgabe E74  Seien H und H' HILBERT-Réume, {¥;, Uy} ein ONS in
H und {U}, ¥} ein ONS in H'. Man zeige:

a) Fir

und alle Ae B(H) , A’ e
(Weop | (A ') Wiy ) =

b) Fiir
1 ! /
- E(\IJ1®\112_\112®\111)
existieren A € B(H) , A' € B(H')

mit

<\I/BELL | (121 ® A’) ‘i’BELL> # <‘I/BELL | (A ® i) \i’BELL><‘1’BELL | (i & A') ‘PBELL> :

Version vom 26. Marz 2009
2Der SCHWARTZ-Raum S(R™) wurde fiir n = 1 bereits in (8.14), fiir beliebiges n € N in
Definition 9.1.1 eingefiihrt. Der HILBERT-Raum L?(R3) wurde zu Beginn von 8.2 definiert.

28 Mit D((O, +oo)) bezeichnen wir, wie allgemeine iiblich, die Menge aller beliebig oft differen-

zierbaren Funktionen iiber (0,+00), die auflerhalb eines endlichen abgeschlossenen Teilintervalls
von (0, +00) verschwinden.
29Hinweis: Man beachte die Erlduterung am Schlu von 9.1.3.
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Ubungsaufgabe E75  Gegeben seien zwei endlichdimensionale HILBERT-Réume

H und H', ein normierter Vektor U € H und ein normierter Vektor ¥ € H ® H'.
Man zeige, daf3

<¢, | A®i¢> - <xp | Axy> VA e B(H)
genau dann gilt, wenn ein normierter Vektor W' € ‘H’ existiert mit
V=",

Man diskutiere die Bedeutung dieses Sachverhalts fiir quantenmechanische Zusténde.

Ubungsaufgabe E76  Sei C''(S') der Teilraum von L? ((O, 27r)> der stetig diffe-

renzierbar mit der Periode 27 auf ganz R fortsetzbaren Funktionen. Man zeige fiir
die durch

def def

Dp= Dy = cH(Sh)

und -
Pw “ oy
<A ) @) TR oy
(Q \If) (p) = 0¥(p)
gegebenen Operatoren in L2<(O, 27r)>

a) P und Q sind HERMITEsch.

P Q \Ij —_— qj V \P G D A D P
? 7/ PQ QP :

c¢) Trotzdem gilt:

~

min
\IfECl(Sl)
w)=1

(
(

) -0

. <\p | qu>>\11H < o,

O

sup
qfecl(sl)
lw)l=1

Ubungsaufgabe E77  Seien H ein HILBERT-Raum und A,é HERMITEsche
Operatoren auf H (also D; = Dy =H).
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a) Man zeige,*
[A, é} 20y
i

b) Man bestimme die Eigenwerte und Eigenzusténde von i [A, lﬂ fiir den Fall

A=|U) (0|, B=|T)(¥y,

mit normierten ¥, ¥, € H.

Ubungsaufgabe E78 Durch formale Anwendung der BAKER-HAUSDORFF-Formel®!
zeige man, dafl die WEYLschen Vertauschungsrelationen

a

o ik S S S I
eTazJ else :ews&]k eise eTazJ

auf dem HILBERT-Raum der quadratintegrablen Funktionen iiber R? gelten.
Man iiberpriife die Formel durch Anwendung auf TAYLOR-entwickelbare Funk-
tionen.

ﬂbungsaufgabe E79 Seien 'H ein HILBERT-Raum, 7 ein EUKLIDischer Teilraum
von ‘H und L ein beschrianktes lineares Funktional auf 7 . Man zeige:

a) Es existiert ein beschrinktes lineares Funktional L auf H, fiir das
L(¥)=L(¥) VUeT
gilt.
b) Wenn 7 in H dicht liegt, ist L eindeutig.

Ubungsaufgabe E80  Seien H ein HILBERT-Raum und {®,},; ein MONS von
H . Ty bezeichne die Menge aller A € B(H) fiir die

existiert. Man zeige:

Version vom 26. Marz 2009
30Hinweis: Man untersuche die Konsequenzen, die sich fiir Funktionen vom Typ

O = <e—i)\B\I} | Ae—irB q,>

aus {A,B] = % 1 ergeben wiirden.
31Siehe Aufgabe E29d).
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a) Ty ist ein echter linearer Teilraum von B (H) und w ein lineares Funktional
auf 7y .

b) 1€ 7 und w(l)=1.
¢) Fiir alle A € B(H) mit ATA € Hg gilt w(ATA) > 0.

d) Es existiert kein statistischer Operator T mit

w(A) = Spur (TA) VAeTs.

Ubungsaufgabe E81  Man beweise Lemma 9.1.12 der Vorlesung.

Ubungsaufgabe E82  Man zeige mithilfe der PoissoNschen Gleichung (4.63)
der Vorlesung, daf3

AL - arsx)

x|

als Gleichung fiir temperierte Distributionen iiber R? gilt.

Ubungsaufgabe E83  Man zeige fiir beliebig vorgegebenes R > 0, daB gemiB
Definition 9.1.2 der Vorlesung

1 firz=0
XES(R>7 X(x):{o fiir\a:‘]>R2

— (&~ B o(? ~ ) = o= (3x — R) + 6(x + R))

gilt.??

Version vom 26. Miarz 2009

32Wegen x(z) 6(z) = 0(z) identifiziert man i.a. x(2? — R?) §(2* — R?) mit §(2* — R?).
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Anhang F

Losungsvorschlige zu den
erginzenden Ubungsaufgaben

Zu Aufgabe E1: Daf§ aus

3
2

U(p) = (27h)~ / U (x)e 7P dV, (F.1)
fiir beliebiges ¥(x) € S(R?)

U(x) = (27h) "2 / U(p)etiPxdV, (F.2)
folgt, 148t sich z.B. folgendermaflen zeigen (siehe auch B.4):

(2h)~2 [ W(p)etiP dVj,

:) (27771)_3/ (/\I/(X)e_;zp'x dVX) etipx v,
-t i, [ (foweivan) e a,

e——+0

Cx—x! )2 N
= (27h)7? 111110 U(x) (/e‘(\/gp“zwz) dvp>e‘)2m dv,
v 3 -
_ T\ 2
(459>(€)
. 3 _|x=x]?
= | \J A ‘ ) ‘ AV
A=2hy/e A0 () (AV) e
. . 3 |
= lim 1 v A =] dv;
5—1>I-Ii-10/\i>r-ri-10 |x—x’| <8 (X) ( \/7_1.) ¢
- - - -3 =)
Mittelw.—S. 51520\1’(}(5) AILIEO < (AWT) " dVx
fiir geeignete x5 mit |x5 — x'| <4
= lim W(xs)
(4.99)  §—+0
= U(x').
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Diese Ableitung zeigt gleichzeitig:

2
x—x

() * el

_ /
T I(x—x'). (F.3)
Die Regeln (F1) und (F2) folgen direkt aus der linearen Abhéingigkeit des Integrals
vom Integranden. Die Regeln (F2)—(F8) folgen alle direkt aus (F.1) bzw. (F.2). Die
Regel (F9) folgt mit (F.1) fiir A > 0 aus

) ) ) p|2 . p |2
(2rh) 3 / oA o RPx QUL = (20h) 3 e / e IVAxrigEsl gy

Die Regel (F10) folgt mit (F.1) gemé&s

/ Uy (x) Uy(x) e 7 P AV,

= lim Uy (x) Wy (x) e X e Px q

= lim (QWh)_g/‘Pl(pl) \Al}z(pQ) (/ e*%x-(p7p1fp2) 676|x‘2 de) d‘/vpld.‘/vp2

(F2)  e—10
o ul2
( / o IVExri B AVy )V, dV,

. _3 ~ ~ ‘pfprpz ‘2
= lim (27Th) \Ill(pl) \Ifg(pg) el 2nve

e—+0

p2—(P—P1)

) ~ ~ -3 °
= | Y g A ‘ 2R/ ‘ dVy,. dV;
A=2h /e AEEO 1(P1) P2(p2) ( \/E) ¢ P17 P2

= [Ui(p1) Ua(p — p1) dVp, -

Die Regel (F11) folgt entsprechend mit (F.2). Dank

W(0) (F:_Q)(Qwh)—% / U(p)dV, VU(x)eS(R? (F.4)

folgt damit (F12) und daraus mit (F7) schlieBlich auch (F13).

Zu Aufgabe E2: Die Vektorregeln (V1)—(V7) (siehe 1.1.2) folgen direkt aus den
entsprechenden Regeln fiir komplexe Zahlen.

Zu Aufgabe E3a): Wiren die Monome z¥ nicht linear unabhéngig, miifiten ein
n € Z, und ein nichttrivialer Satz Ay, ..., \, komplexer Zahlen existieren mit

M+ Mzt .+ N2"=0 Vae[-1,+1].
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Fiir x — 0 folgt daraus Ay = 0 und somit
x#0 — M+ Xt N2 =0 Vze|[-1,+1].

Daraus wiederum folgt fir + — 0, dafl auch A\; = 0 gilt. So fortfahrend erkennt
man, da3 A\, = 0 fir v =0,...,n gilt — im Widerspruch zur Annahme.

Zu Aufgabe E3b): Dal XP°' = £ (XP°!) gilt, ist offensichtlich. Also ist XP°' ein
linearer Teilraum von X . Da die Monome 2V, ..., 2" gemif a) linear unabhiingig
sind, folgt daraus mit Lemma 7.1.6 die Behauptung.

Zu Aufgabe E4a): Gemif} Definition 7.1.7 ist zu zeigen:
L (p[p)>0 Vpe X'\ {0}.
2. (p1 | p2) = <<p2 |p1>> Vpi,p2 € X2

3.l Apr+Xp) =M (plp) +X(p|p2) Vp,p1,p2 € XSOI, A, A € C.
Zu 1.

+1
wlp) = / ip(@)[? da

Def. 1
> 0, falls ein x € [—1, +1] existiert mit p(z) # 0.

Zu 2.
mim = [ (@) ) a
=<p1(96) (m(@) )
- (/: (pl(a:)>*p2(:c)dx) .
o
Zu3.:

lamam = [ (@) Gan@) + ) e

+1

= )\ /:1<p(x))*p1(x) dz + Ao /_1 (p(x)>*p2(x) dz

= AP | 1) + X2 (p | p2) -

Zu Aufgabe E4b): Zu zeigen ist:

1. <\/§PO|\/§PO>:1.
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2. <\fP1|\fP1>—1
3, <\/>P2|\/>P2>—1
4. (Py| P)=0.
5. (Py| P) =0
6. (P | P) =0
Zu 1.
1 +1
< %Pgl %P0> = —/ dl‘
2J
— 1.
Zu 2.:
3 +1
< %P1| %P1> = —/ IQdI
2J
3+
- 2l
— 1.
Zu 3.: o
5 1 3
(Verifim) = 5[ (-5+5e)e
5 (YY1 )
= = S d
2/1 ( 1 2$+4x) x
51 L 9 A\
T R T Rl M
1 1 9
— 5(-—-4+Z
(4 2+20)
— 1.
Zu 4.
+1
Py | P1) :/ rda
-1
- 0.
Zu 5.

(P | Py) = /(— 2
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Zu 6.
i 1 1
(P | Py) = / x(——x+—x3)dx
1 2 2

(& J/

vV
ungerade

Zu Aufgabe E5: Linear || €} polarisiert meint geméf 7.2.2

e'? o
J = 0 bzgl. (e5,e]) ,
also ‘
J=¢c%e]

fiir geeignetes ¢ € R und eine geeignete rechtshéndige Orthonormalbasis (e}, €], s)
von C3. Fiir
e; = cosae; +sinae

bedeutet das
J=¢e%cosaes;+e¥sinae;,

€' cos o [ cosa
J=1 . =e¥| . bzgl. (es, e;) .
e sin « sin «

Rechtszirkular polarisiert meint gemafl 7.2.2, dafl

J= ¢ (1) bzgl. (e5,e])
\/§ i 3 ¥1

fiir eine geeignete rechtshiindige Orthonormalbasis (€}, €/,s) von C* und geeignetes
¢ € R gilt. Mit

d.h.:

e; = cos(p—¢)ey—sin(p—¢)e e
. f tes ¢ € R F.5
e = sin(p—¢') ey +cos(p—¢) e R Y (£-5)

folgt daraus

V23 = (cos(p—¢) +isin(p—¢')) ez + (=sin(p—¢) +icos(p—y) e

[ J

' —cile—¥") —jeile—¢’)
= ¥ (63 + iel) s

ip
J="° (1) bzgl. (es,eq) .

d.h.:

&
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Entsprechend zeigt man fiir linkszirkular polarisiertes E(x, ), daf§

] gz‘cp ( 1 ) bzgl (e e )
= . zgl. ,
\/—; g 3, €1

fiir geeignetes ¢ € R gilt. Dafl E(0,¢) in allen iibrigen Fillen eine elliptische Schwin-

gung ausfiihrt, folgt gemif Ubungsaufgaben 18 —22.

7= ()

|7+ 2 =1

Zu Aufgabe E6a): Da

definitionsgemé&f normiert ist, muf

und somit
Y

| =cost |7 =sin?

fiir geeignetes ¢ € [0, 7] gelten. Mit
¢_§:arg(J1) , ¢+§:arg(ﬁ) :

d.h. mit
v = arg (J) arg (7)o = arg (J') —arg (J?)

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E6b): Die Behauptung folgt aus

. ~1 . . ~9 ~3 6725 Cosg
(sin? cosp 7! + sind sin p 72 + cos ¥ 7°) e
e

TP
2 sin g
. i —ig 9
B cos v sinde e COS 5
- ; +i e .
sinde™?  —cos? eti% smg
_i e . .
e 2 ((:0813l cosg + sin ¥ sin g)
J g)
2

o i
et (811119 cos 5 — cos ¥ sin

s 9
B ez cos §
Aufg.1b)  \ i sin 2

Zu Aufgabe E6c¢): Die Behauptung folgt unmittelbar daraus, da§ {R, L} ein ONS
und somit eine ONB von C? ist.
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Zu Aufgabe E6d): Die Behauptung folgt aus

p o=
giargp UL+ A + (I = [A])
2 )
A = eiargpeiarg(p*k)l)\|

ei argpei arg(p* ) (lpl + |)‘|) B (|p| — |/\|) '
2
Zu Aufgabe E7a): Geméafl Vorlesung gilt
R(Re ") = cos (wt) e +sin (wt) es

und '
R (Le ") =cos(wt)e; —sin (wt)es.

Daraus folgt
E(0,t)/Ey, = |p| (COS (wt —argp)es + sin (wt — arg p) el)
+ [ (cos (wt —arg\)eg —sin (wt — arg \) e1> .
Also ist E(0,t)/E, die Uberlagerung einer (relativ zu e,) rechtshindigen Kreis-
schwingung (vgl. Aufgabe 18) mit dem ‘Radius’ |p| und einer linkshéndigen Kreis-

schwingung mit dem ‘Radius’ [A| zu gleicher Kreisfrequenz w . Daraus folgt die Be-
hauptung.

Zu Aufgabe E7b): Anschaulich ist die Behauptung sofort einleuchtend:

Bzgl. der mathematischen Begriindung siche Aufgabe 20.

Zu Aufgabe E7c): Gemés$ a) ist |E(0, )] fiir

wt—argp=—(wt—arg)),

Version vom 26. Marz 2009
"Horizontale Spiegelung liefert eine Situation mit |p| > |)|.
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d.h. fir
_argpt+arg\

2w
maximal. Dann zeigt E(0,¢) in Richtung von cosdes +sinde; .

Zu Aufgabe E8a): Man sieht sofort, daB A\] R — pj L zu J; orthogonal ist. Daraus
folgt
(Ji [J2) =0

— Jy=¢c"Y(NR —p; L) fiir geeignetes 1 € R
und daraus die Behauptung.
Zu Aufgabe E8b): Gemifl Aufgabe E7 gilt:
1. Im Falle
o1l + Ml = 2l + (A2l 5 lpal = [Ad] = = [p2] 4 |Ae]

stimmen die ‘Léngen’ der Hauptachsen fiir beide Schwingungen (zu J; und
Js) iiberein, der Umlaufsinn ist aber entgegengesetzt.

2. Im Falle elliptischer Schwingungen mit
01 — 09 = g mod 7

sind die grofen (und damit auch die kleinen) Halbachsen beider Schwingungen
zueinander orthogonal.

Zu Aufgabe E9: Man rechnet leicht nach, dal die Wirkung

()\1>|—>§(7’ +7')<)\1 —5 ; 1 AL V)\,)\ cC

der JONES-Matrix By fiir rechtszirkulares Licht bzgl. (e3, e1) dquivalent ist zu
>\R (e3+ie1)+/\L (eg—z’el) [ — )‘R (e3+ie1) V/\R,)\L e C. (FG)

Fiir jede andere rechtshiéndige Orthonormalbasis (€], €}, e}) mit e, = e, existiert
ein (Dreh-) Winkel ¢ mit

e, = cospes—sinpe,
e] = sinpes+cospe;.

Daraus folgt

/ - +i :
e;tie] =e"¥(estie)
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und somit die Unabhéngigkeit der Wirkung (F.6) von der Wahl der e3, e; (zu vor-
gegebenem e,). Fiir linkszirkulares Licht folgt die Behauptung analog.

Zu Aufgabe E10: Die ersten beiden Gleichungen folgen geméfl

~ A

Ry, n, = D_SO (—SW> lA)Jr‘p n, =n,

©

=e;
N J/
~~

=e]

und

A ~

Rnﬁﬁ n%+¢ — D*Lp <—Sﬂ-) D+(,O ng+¢ — —ng+¢ .
D

=e3

wobel im letzten Schritt

benutzt wurde.

Zu Aufgabe E11: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Aufgabe E10, da Rnw
jeweils die JONES-Matrix eine %—Bléittchens ist, das die nz ,-Komponente verzégert.

Zu Aufgabe E12: Die 1. Behauptung folgt geméf

SngoR—% (cosa e'P?PR 4+ sin e’ Pr L)
2

A , . PR—®L ) - CeR—¥L
= S (cos&e“”Re T R4 sinaetPLett T2 L)

i PRTPL A . A
= et 2 (cos& Sz R +sina SgL)
N~~~ N~~~
(41 (41
-1 T\ 41
yienter 1 (4 cosa+sina
—Ccos o + sin «v

V2

+i WR-QHPL i (ng—a ‘l’ n7r—oz)

V2

n

= €

= €

B +i Yrter
= e 2 3 .
T
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Die 2. Behauptung folgt mit der 1. aus

. A \3 A 2 A
Dover (83) 85 Dog o =1.
2 2

8y i

Die 3. Behauptung folgt aus der Unitaritéit von ggﬂ- und ﬁwR—n )
2

Zu Aufgabe E13: Da sich jeder JONES-Vektor J in der Form
J=cosae¥"R +sinae PR L

mit geeigneten «, g, @1, € R schreiben 1a83t, folgt die Behauptung aus den Aufgaben
E11 und E12 mit

9] = Desn (55) Sy Dinor

2

n%w—a> <n%7r—o¢

~
JONES-Matrix eines Filters fiir lineare Polarisation

N

Anmerkung: Durch entsprechende Ausrichtung 148t sich die bendtigte Anzahl von
%—Blattchen natiirlich reduzieren.

Zu Aufgabe E14: Man rechnet leicht nach, daf3

G D) 1)=01)=0

— N
~__
VRS

1 —=z
0 1

und somit

gilt. Weiterhin zeigt einfaches Nachrechnen, dafl

2
o (1 2z <A_A>2_ 0 z\
D_<0 NE D-1) = 0 0 =0.

Aus letzterem folgt

und somit

Zu Aufgabe E15a): Man rechnet leicht nach, daf

A 1 —1 1
-1 _
)
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und somit tatsachlich

0100 = ((1) 2{) (F.8)

gilt.
Zu Aufgabe E15b): Die Behauptung folgt durch einfaches Nachrechnen.

Zu Aufgabe E15c¢): v ist genau dann Eigenvektor von M, wenn Uty Eigenvektor
von U™*M U ist. Nach (F.8) muf} also

und somit

gelten.

Zu Aufgabe E15d): Fiir

gilt

S
no
I
O = O =
[N}
\
-~
>

Zu Aufgabe El5e): Fiir

0 O
gilt
eXp(B) = Uexp<8 261 U‘l
I 0 2/i A
(F.7) [{(1+(0 0)>U
= M.
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Zu Aufgabe El6a): Die angegebenen Eigenschaften folgen aufgrund der Rechen-
regeln fiir komplexe Zahlen direkt aus der Definition von z; - z5 .

Zu Aufgabe E16b): Entsprechende der Argumentation zu Lemma 7.3.8 gilt fiir
beliebige yq,...,y, € V :

det (y1,...,¥n) #0 <= yi,...,y, linear unabhingig. (F.9)
Wenn die z, ..., 2, linear abhéingig sind, dann folgt also aus (F.9)
det (z1,...,2,-1,6,) =0 Vve{l,... ,n}

und somit [z, ...,2, 1| = 0. Wenn die z, .. ., z,_; dagegen linear unabhéngig sind,
miissen die zy,...,2,_1,e, fiir mindestens ein v € {1,...,n} linear unabhéngig
sein.? Aus (F.9) (und Lemma 7.1.5) folgt dann aber [zy,...,2, 1] # 0.

Zu Aufgabe E16c¢): Fiir beliebiges

n
Z, = g 2z, e, €V
v=1

gilt offensichtlich

[Z17"'7Zn71 *Zp

n
(Z det (z1,...,2n-1,€,) e,,) i,
v=1

n

Zdet (Z1,. . Zp_1,€,) €, - 2,
v=1

—
=2z

n
14
det(zl, ey 1, E 2y e,,) .
v=1

——

=Zn

2

Zu Aufgabe E16d): Die Behauptung folgt gemés

(1" [bl,...,b\\,...bn] b,

b’ -b, =

det (bl, R 7bn)
(—1)" det (bl, . ,bx L bn,bu>
) det (by, ..., by)

wegen

det (bl,...,bx\,...bn,bu> = ()" Gy det (b by)

Version vom 26. Marz 2009
2Sonst wire {z1,...,2,_1}, im Widerspruch zu Lemma 7.1.6, eine Basis von V.
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Zu Aufgabe E16e): Das vorausgesetzte Gleichungssystem ist dquivalent zur Vek-
torgleichung
y=xa'bi+...+2"b,.

Da {by,...,b,} voraussetzungsgemifl eine Basis von V' ist, folgt daraus
x¥ :) b” - Yy
(=1)"" by, .. b\
B det (bl,...,bn)
(—1)"™ det (bl, o ,b\ N ..bn,y>
o det (by, ..., by)
fir alle v € {1,...,n} und somit die Behauptung, da die Determinante bei Vertau-
schung zweier benachbarter Vektor-Argumente nur das Vorzeichen édndert.

Zu Aufgabe E17: Die inverse Matrix

a 3 _1_ of [
) - 7/ 5
ist durch
a f o B\ (10
DG 5)-(6Y):
d.h. durch
a 3 o\ (1
5D -0)
und )

o/det(: ?) = det<[1) ?)
- 7,

o4 det( ?) = det(? g)
= _ﬁ7

~' det( ?) = det(j (1))
= =7

, a [BY a 0

) det(7 5) = det(7 1)
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und somit die Behauptung.

Zu Aufgabe E18a): D ist gemiB Lemma 7.3.3 invertierbar, da isometrische Ope-
ratoren nur den Nullvektor auf Null abbilden kénnen. Wegen

AD=1 = A=ADD'=1D"'=D""

ist also nur

A

DD =1,

bzw.

ﬁTﬁz2> = (21| 2z2) Vz1,20 € C"

(o

zu zeigen. Das ergibt sich aber mit Folgerung 7.3.10 aus der Isometrie von D und

D Zo > = <Z1
Folg. 7.3.12

—= Zl

DT D Z2>

(1) D)

= <Z1 ‘ DTﬁ Z2> .

D reell

<b VAL

Zu Aufgabe E18b): Allgemein gilt fiir n x n-Matrizen

det (AT> = g sign () Aw(l)l . .Aw(l)n
5 () ()
. . m(7m=1(1) w(7=1(n)

= sign (7) A BT A ()

mESn sign (7~ 1) > \~

= Z sign (') A' Ly - A iy

' €Sy

= <mt<A).

Zu Aufgabe E18c): Die Behauptung folgt aus

(det(D)>2 = dee(D) det (p-)

Lemn; 7.3.6
= det(
a)
= 1.
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Zu Aufgabe E18d): Aus det(D) = 1 folgt

und somit R o
det(D —1) = det (DT(D—i))
1

fiir ungerades n also o L
det(D — 1) = —det(D — 1),

d.h. )
det(D —1)=0.

Zu Aufgabe E19: Drehmatrizen sind definitionsgemé8 isometrisch. Fiir reelle 3 x 3-
Drehmatrizen D gilt also entsprechend Aufgabe E18

det(D—1)=0.
Jedes solche D besitzt deshalb einen Eigenvektor z zum Eigenwert 1; d.h.:
Dz=2+#0.

Da D reell ist, folgt daraus

fiir R(z)
z
falls ®(z) # 0,
w3 T 7
|§§§§ sonst .

det D bewirkt also eine Rotation um die n-Achse.
Zu Aufgabe E20a): Da E Eigenwert von A ist, gilt entsprechend Lemma 7.3.17
0 = det (A~ E1)
= (All — E) (A22 - E) - A12A21
und somit

i (A22 - E) B (All (A%, — E) — A12A21>
— A% A% (A% — B) — A% A%

_ E(AZQ—E)
_A21
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sowlie . L L
fl( —A% ) _ (_A1A2+A2(A1_E)>
A B A A+ A% (A - B)

()
A - E
Zu Aufgabe E20b): Wenn beide Vektoren Null wéren, dann miifite insbesondere
A, - E=0=A"-F
und somit
Spur <A - Ei) = (A" —E)+ (4% —-E) =
gelten — im Widerspruch zur Voraussetzung.
Anmerkung: Z.B. fir A =H und E = +1 gilt
(") () 05
— A% % 1 ’
1

—Al, ) 1++2
1 B + L * ( )7
A —-FE 5Tl 1

im Einklang mit dem Ergebnis von Aufgabe E21.

Zu Aufgabe E21: Da H unitdr und selbstadjungiert ist, kann H gemafl Spek-
tralsatz (Folgerung 7.3.19) nur die Eigenwerte +1 und —1 besitzen.? Eigenvektoren
zum Eigenwert +1 sind invariant unter H = 7! D(7/4) und daher Vielfache von z
entsprechend folgender Skizze:

Wegen*

1+ = 1—

cos(/8) = V2 _  in(n/8) = 275

Version vom 26. Marz 2009

3Das folgt natiirlich gem#8 Lemma 7.3.17 auch aus: det (H— E1) = B2 — 1.

1+cos(2a)
2

4Man beachte, daf8 cos (2 ) = cos® o — sin? o und somit cos o = gilt.
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ist offensichtlich

1+
Vel
7 = 2 o (1 +1\/§) bzgl. (es, e;) .

Da Eigenvektoren z, zum Eigenwert —1 geméfl Spektralsatz senkrecht auf z; stehen,

muf3 dafir
Zy X (1 _1\/§> bzgl. (es,e;)

gelten. Als JONES-Vektoren beschreiben die normierten Eigenzustéinde von H offen-
sichtlich lineare Polarisation in entsprechender Richtung.
Anmerkung: Die HADAMARD-Matrix ist ein Spezialfall der in Aufgabe EGb) behan-
delten Linearkombinationen von PAULI-Matrizen:
1 1

H=—7"+—F=7%.
V2o V2

Zu Aufgabe E22a): Gemifl Spektralsatz existieren reelle Zahlen ¢y, ..., ¢, und

eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} von V mit
62 ¥1 O 0 O \
0 el p2 0 0
B = O O 61 w3 O
0 0 0 .. eten
er 0 0 ... 0 bzgl. (by,...,b,) .
0 w2 0 0
= expl|i| 0O 0 3 0
00 0 onl ) )

Ein Operator der gesuchten Art ist also

A=10 0 ¢ ... 0 bzgl. (by,...,b,) . (F.10)
0O 0 0 ... o,

Zu Aufgabe E22b): Gemafl Fufinote 41 von Kapitel 7 ist B >0 dquivalent zur
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Giiltigkeit von

Ey 0 0 0
0 E, 0 ... O

B=|0 0 E ... 0 bzgl. (by,....,b,) , FEp,....E,>0 (F.11)
0 o o0 ... E,

fiir eine geeignete Orthonormalbasis (by,...,b,) von V und entsprechende Nume-

rierung der Eigenwerte Fi, ..., F, . Aus (F.11) folgt offensichtlich
<Z\Bz>zo VzeV. (F.12)
Umgekehrt folgt aus (F.12)

<Z1 | BZ2> =

iz 4+ ZQ\B Z1 +1 z2)>

<
((m+ 2 | B (z1+ ') )
<

-11-

B
Il
o

i —k

=
—
&
e B B e

B z1+z z2 | 21+ z2>

Mm

o~
I
o

= <Ezl | z2> Vzi,29 €V

(vgl. Aufgabe E57) und somit geméfl Folgerung 7.3.12 (und Definition 7.3.11) die
Selbstadjungiertheit von B. Dafl B im Falle (F.12) keinen negativen Eigenwert
besitzen kann, ist offensichtlich.

Zu Aufgabe E22c): Wenn B positiv und invertierbar ist, gilt (F.11) mit
E,....E,>0.

Der gesuchte Operator ist hier also

0 In(E,) 0 0
A— 0 0 In(E3) ... 0 bzgl. (by,...,b,) .
0 0 0 ... In(E,)

Zu Aufgabe E22d): Sei A = A'. GemiB Spektralsatz ist gilt dann (F.10) fiir
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geeignete ¢, und b, und somit

det (e N A)

e 00 ... 0
0 e% 0 ... 0
— det| 0 0 e 0 bzgl. (by,....by,)
(F.10) .
0O 0 0 e*#n

= el vy eC.

Zu Aufgabe E23a): Die Giiltigkeit der Gruppeneigenschaften 1aft sich mithilfe
der Lemmata 7.3.6 und 7.3.8 leicht nachweisen.

Zu Aufgabe E23b): Fiir U €U(2) gilt gemiB Spektralsatz

det U ‘ = 1 und somit

U=e¥ U/ VdetU fiir geeignetes p € R.

———
€SU(2)

Zu Aufgabe E23c): Sei B €SU(2). GemiB Aufgabe E22a) existiert dann ein selbst-
adjungierter Operator A mit )
B=¢4. (F.13)

Wegen X
1 = det B

— ei Spur/l
Aufg. E22d)

muf auBerdem SpurA = 0 mod 2 gelten. Da sich jede selbstadjungierte 2 x 2-Matrix
A mit Spur 0 mod 27 gem. (7.19) in der Form

A=7 -¢p+nr7" fiir gecigentes ¥ € R> und n € Z,
schreiben 1a8t, folgt daraus mit (F.13) die Behauptung.

Anmerkung: Mit Aufgabe 23b) folgt daraus SU(2) = {efﬁ-'% NS R?’} .
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Zu Aufgabe E23d): Gemafl Aufgabe E22¢c) existiert zu jedem A > 0 ein selbstad-
jungierter Operator A auf C? mit

B=et. (F.14)

> =

Speziell fiir A = Vdet B folgt daraus mit
1. _2 .
det (X B) — 2 det (B) =1

Spur <A> =0, A=A" (F.15)

geméfl Aufgabe E22d):

Da, wie bereits in b) festgestellt, jeder Operator auf C* der Form (F.15) eine reelle
Linearkombinationen der PAULI-Matrizen 71, 72, 73 ist, folgt daraus mit (F.14) die

Behauptung.

Zu Aufgabe E23e): Sei C e SL(2,

A

existieren dann Operatoren U , B mit

Cﬂﬁ

). Geméafl Lemma 7.3.20 und Lemma 7.3.6

C=_U . detB=1.
~—~—
€su(2)

Y {Dd>

Analog zu d) folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E24: Gemaf

Spur(j g) ©ats Va,B,7,0 € C

gilt
Spur (#7) =0 Vj € {1,2,3}
und
Spur (77 #7) = Spur (7°) =2 Vj e {1,2,3}.
Mit

#7070 = 4i77C) ¥ e S5

folgt daraus
Spur (7V 7#) = 26,, VYv,pe{0,...,3}

Version vom 26. Marz 2009

5Man beachte, dal gemifl Spektralsatz fiir Matrizen U , B stets

U unitir = ‘det(ﬁ)‘zl, B>0 = det(B) >0

gilt.
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und somit

3
Spur (ZIV%”%"> =2z, Vv,pue{0,...,3}.

v=0
Da sich jede komplexe 2 x 2-Matrix  offensichtlich in der Form

P To+ 12 T —ixy
T1+1Ty  Tog— T3

schreiben 148t, folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E25a): Die Behauptung folgt gemés

(e-+>2 - (iej%j>2

Jj=1
3
= E el ek 79 ¥
jk:l
= E el el T]TJ —i-g el kTJTk—l-T 7'])
<k
(720) (720

Zu Aufgabe E25b): Fiir Potenzreihen

o0
= E ¢, z°
v=1

mit unendlichem Konvergenzradius gilt:

0o o9
f(@ e - ’f’) = Z Coy 92,, (e . +)2V + Z Copi1 92,,+1 (e . +>2V +1
V=0 — —
=1 =eT
a) a)
oo oo
- Z Coy 92u 1+ Z Cov+1 92u+1 e T
v=0 v=0
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_ 1) +2f(—9) i) _2f<_0> e . (F.16)

Anwendung von (F.16) auf f(z) = e~ unter Beachtung von (2.42) und (2.44) liefert
die Behauptung.

Zu Aufgabe E25c): Die Behauptung folgt durch Anwendung von (F.16) auf f(z) =
e~ * unter Beachtung der Fufinote 9 von Kapitel 3.

Zu Aufgabe E26: Die Behauptung fiir j = 1 folgt gemaf3

e,
D_% DJ’_‘;
22\ A1 a . O g
= <c08—+z sm T )7‘ <cos§ —ising T )
2 & . o Q9.1 o Qo 2@ A a2
= cos®’ = 7! +isin— cos = 727! —i cos — sin — 7' 7% +sin? = 7 7
2 2 P T LT e T &
=—1T =117 =—T°T
~1
@ o a o) -
= (\COS2 5~ sin? z)%l + 2 cos 5 sin 5 73,
Die Behauptung fiir j = 3 folgt analog und die Behauptung fiir j = 2 folgt geméf
D_o#*Dio = D_aD,o?
2 2 2 2
= 72,
Zu Aufgabe E27: Die Behauptung fiir j = 1 folgt gemaf3
eti 57 2l —i 5 7°
= (cos b + 4 sin b %3> 7 (cos 2 _isin? %3>
Aufg. E25b) 2 2 2 2
= cos2§%1 +1 sing cosg %3%12 —1i cosg smg T T2+sm2§ T %ljgl
=+iT =—iT =—737
~1

= cos p 7! —sing 7.

Die Behauptung fiir j = 2 folgt analog und die Behauptung fiir j = 3 folgt geméaf3

i L 23 A _; ¥ 23 ;L A3 P23 .
€+12‘r 7'36 15T — €+'L2T e 15T 7_3
= 73,

Zu Aufgabe E28a): Da

~ (U Ure
U= (U21 ng) bzgl. (ey,es)


file:ein.pdf#ein-DefEuler
file:ein.pdf#ein-EulerInv
file:ein.pdf#ein-F-HypFun
file:ein.pdf#ein-S2.1
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unitér ist, bilden wie e; und e, auch die Bildvektoren

-

U
e = (U;) bzgl. (e1,es)

und

Uey, = Una bzgl. (e1,es)
Us
eine Orthonormalbasis von C?. Aus <U e | U el> = 1 folgt insbesondere
Un[* +|Unf* = 1
und somit die Existenz eines Winkels ov mit

|Up1| = cosar,  |Upa| = sina.

U\ (et cosa
Uy ) \et™2sina

fiir geeignete 1, 15 € R gelten. Da U e, durch U e; und die Orthonormalititsbe-
dingungen bis auf einen Phasenfaktor eindeutig festgelegt ist, mufl weiterhin

Uis i —e "2 gin o
= € )
Ussy e~ cos a
fiir ein geeignetes ¢ € R. gelten. Wegen det U = 1 kommt dafiir aber nur Y =
0 mod 27 in Frage.

Es muf3 also

Zu Aufgabe E28b): Gemif Aufgabe E25b) und (7.19) gilt (7.21). Mit

_. P
—_i® A _je423 e 'z 0
e 'z S =e "2 = o VQO eR
v 719\ 0 e
folgt daraus
] ¥l iP1 .
i & ja? g e s 0 e’z cos§ —et'2 sin§
e e = ;92 o1 . 21
P1 N v o P2 0 €+1,2 e~ sm% 6+z2 COS%
=Da
: _;e1te2 @ ilze2 g
<e 27 cosy —eTe sm§>
- _;P1=P2 1t¥2 )
: sin § et cos §

fiir
p1=—Y1— P2, Y2=—Y1+ 1o
also die Behauptung.
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Zu Aufgabe E29a): Die Behauptung gilt offensichtlich fiir n = 1 und folgt deshalb
durch vollstdndige Induktion unter Verwendung von

~

B Al = BB Al —[A B B".

Zu Aufgabe E29b): Die Behauptung folgt gemés

(4 B)N: (A+B>—:(A+E)NH:

_l’_
AN
= {: A—i—B) :,A}
. _
_ Z(N i, Al
v _
v=0
N
- -y (N ) AV[A B (N — ) BY-1
a 1%
v=0
N—-1
~ 4B (N - 1) A BN-1)-v
14
v=0

(@e0) =S5 (50 ) (@) ) e
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offensichtlich erfiillt. Aus (F.17) folgt andererseits®
.\ N1
(4+B)

: <A+B)

lo=dyB

1 v | . N\ N—2v . .
> ﬁ :(A—i—B) : (A—i—B)
ST DI ST b

(sl ) R ()

(N41)—2(v+1)

>
o
|
~__
<
VR
A/
o
st
~_
[\]
N
8
=
N——

S
oS

™
S| -

Z|

=(A+B)

und daraus mit
1 N n 1 2 NI 1 (N +1)!
vE(N=2v)l " (v—1)! (N—2(y—1)—1)! v! ((N+1)—21/>!

schliefllich

<A+E)N+1 _ f(N:gl(j/ﬂ% (_% [A E}_)u | <<%)2VxN+l>

S aCal ) ()

Damit folgt die Behauptung durch vollstdndige Induktion.

lo—isn

Version vom 26. Mirz 2009
6Wir benutzen die iibliche Bezeichnungsweise

[N/2] et max{v € Zy : v < N/2} .
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Zu Aufgabe E29d): Die BAKER-HAUSDORFF-Formel folgt gemif}

PN > 1 o 1 1 A v d 2v
A+B o B . - N
BT ZN!ZV!( 2[A’ }> ‘((dx> x)
N=0 v=0 |z:A+B
o) v 2u 0 1
1 17~ 27 d
= —(—=|AB (== —
> (-3la]) () S
v=0 N=0 |z:A+B
00 v 2v
1 17~ » d
= —|—=|A,B (= .
> (alel) () )
. , le=dyB
= S L (L[4 B] ) edtn
vl 2071
_ -LABL A B

Anmerkung: Streng genommen miifite man natiirlich die Konvergenz (siehe 7.1.3)
und Vertauschbarkeit der unendlichen Reihen beweisen. Bzgl. eines einfacheren, aber
weniger instruktiven, Beweises siche Fulnote 33 von Kapitel 1 in (Liicke, nlqo).

Zu Aufgabe E30: Gemaf Spektralsatz gilt

ATA = (g E0’> bzgl. (€], €))

mit
E,E >0

fiir eine geeignete Orthonormalbasis {e] , €,} von C. Damit sind

(557 wim) (0 +0p)

bzgl. (¢}, e,) Operatoren B der gewiinschten Art.

Anmerkung: Aufgabe E25a) zeigt, dafl fiir A = 1 eine nicht abzéhlbare Menge
selbstadjungierter B mit B = At A existiert.

Zu Aufgabe E31: Aus

P 2 1 2 —i
} _
v (227
(5 =2
N 21 1


file:nlqo.pdf#nlqo-F-CampHaus
file:nlqo.pdf#nlqo-S-Found
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folgt
det (ATA—Ei) — (5-E)(1-E)—4

Nach Aufgabe E20b) ist somit

(C:l(il?E) - (2;;\/5) e défﬁ (1;\/5)

N J/

Vv
normiert

Eigenvektor von ¢ AtA zum Eigenwert

By ¥ 3492,

o B VAt A
folgt mit

() G5ve)= (a0
daraus”

B = Eilei)es+ V/E_le-)e |
\4/3J}/§+ v/ 3-8 i 3+\/g(1_\/§>+7;\/37\/§(1+\/§)

_ 8 4+V8 4—V8 4+v8
\/3+VB \/3-R 3+v8 (3-V8) 3-8 (3+V8)
—its (1-ve) — s (1 ve) Ty PR,
_ 1 (3 -
2+ 1)
und entsprechend®
s | 1
= lesdesl + = le) el
R T A B )
- Vo \—i 3
Mit X o
o Aip

Version vom 26. Marz 2009
"Zur Auswertung der zweiten Zeile betrachte man die Quadrate der auf den Hauptnenner ge-
brachten Matrixelemente.
8In diesem Zusammenhang sei an Aufgabe E17 erinnert.




178 ANHANG F. LOSUNGSVORSCHLAGE ZU DEN ERGANZUNGEN

ergibt sich somit gemifl Lemma 7.3.20 die Polarzerlegung:

C) el sl ).

g e

=AeGL(2,C) =UecU(2) =B>0

Zu Aufgabe E32: Sei

2 = 0 o
—1 0 0)=UB
0 0 0

eine Polarzerlegung. Gemafl Aufgabe E31 ist dann

A 1 3 —1 0
B=—| +i 10
V2 0 0 0
und U kann ein beliebiger unitire Operator auf C? sein, der den Bedingungen
1 1 0 —1
. 1 ~ 1
Ol=—4|—-—|, U|1l]=—7
0 V2 0 V2 0

geniigt. Da unitdre Operatoren Orthonormalbasen wieder auf Orthonormalbasen
abbilden, mufl auBlerdem

gelten. Die allgemeinste Polarzerlegung der vorgegebenen Matrix ist also

2 —i 0 . 1 —i 0 . 3 —i 0
i 0 0)l=—1 - 1 0 — |+ 1 0], peR.
0 0 0 V2 0 0 2¢% V2 0 00

v~ g

Zu Aufgabe E33: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Aufgabe E28a).

Zu Aufgabe E34a): Gemifl Aufgabe E23b) und Aufgabe E33 muf

rot o (a —b*
_ ip
()= C )
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fiir geeignetes ¢ € R und geeignete a,b € C gelten. Daraus folgt

6 = arg(a) —arg(h),

§ = arg(a*) —arg(—b")
= —arg(a) — arg(—1) +arg(b) mod 27
———

=T

und somit
d+ 06 =mmod 27 . (F.18)
Zu Aufgabe E34b): Speziell fiir symmetrische Strahlteiler gilt
rot _ e[ @ —b*
t o7 b a*

mit a = a* und b = —b*, also:
/ .
(: ;’):ew(iz Zz> p,a,bER, a*+b*=1.

Zu Aufgabe E34c): Fiir symmetrische 50/50-Strahlteiler mufl zusétzlich noch |a| =
|b], also |a| = |b] = 1/v/2, gelten und somit entweder

& vl i
2+
oder ,
& e 1 i
VA !

fiir geeignetes ¢ € R.
Zu Aufgabe E35a): Die Behauptung folgt gemés

r| = [¢] — rel 4+ttt = | (e"(arg<r>+arg(r’)) + ei(ﬂrg@ﬂrg(l’)))
_ ’7’|2 ei(arg(l)+arg(l’)) (ei(5+5’) + 1>

Zu Aufgabe E35b): Fiir 50/50-Strahlteiler existieren geméf Aufgabe E23b) und
Aufgabe E33 reelle g, 11, 1o mit

~ ezd)o e“yz}l _6_“7[}2
o= V2 (e“ﬁz +e—“¢’1) '
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N N 1 0 1 1 +1 1 0
i (3 2)50 0 2)
1 0 1 4ei¥2

0 e 1 —ei2

1 ele2

eir1  _pilpitez)

§— e O, 1T,

Aus

folgt damit

fur
o=+, pr=Ur—U1, Ya=—Py—Y+T.

Zu Aufgabe E35c): Speziell fiir symmetrische 50/50-Strahlteiler mufl geméf Auf-
gabe E34b)

gplzgmodﬁ, Y9 = 1 mod 27

gelten.

Zu Aufgabe E36: Gemifl Spektralsatz existieren eine ONB {aj,...,a,} von V
und Ey, ..., E, € C mit

A

Aa,=FE,a, Yve{l,...,n}.

U(En:/\ya,,> = zn:Aer YA A €C

v=1 v=1

und

A~

Ul=u"
folgt daraus die Behauptung.
Zu Aufgabe E37: Wenn man eine ONB {ey,...,e,} von C" wihlt und A als

Matrix des entsprechenden linearen Operators A bzgl. dieser Basis auffaf3t, dann
folgt die Behauptung gemaf Aufgabe E36.

Zu Aufgabe E38a): Mit a, und E, seien — wie in Aufgabe E36 — die Eigenvek-
toren und Figenwerte von A bezeichnet.

Wenn die FE, alle positiv sind, dann definiert

B (i&%) £ Xn:/\u VE,a,
v=1 v=1



181

einen (selbstadjungierten) invertierbaren Operator B mit
A=DB'B.

Aus der 1. Aussage folgt also die 2. Aus der 2. Aussage folgt aber

(z| ) = ézf } e

Bz=0 = z=0
und somit die 3. Aus der 3. Aussage folgt schliefflich

0<<ay fla,,>:EV Vve{l,...,n}

und somit die 1.

Zu Aufgabe E38b): Fiir B = VZ folgt aus der Implikationsvoraussetzung

0 = AY

also
B',=0 Vve{l,...,n}

und somit

v _ 1
A=Al = g B, B,
p=1
= 0 Vve{l,....,n}.

Zu Aufgabe E39: Mit den entsprechenden a, , F, folgt aus der 1. Behauptung

ATA=AAT = A2=1

sowie R
(El/)2 a, = A2 a, :_]-al/

und somit die 2. Aussage. Aus der 2. Aussage folgt umgekehrt mit den entsprechen-
den Bezeichnungen fast unmittelbar die 1.

Zu Aufgabe E40: Sei 2 die m-elementige Menge, aus der Elemente ausgewéhlt
werden.
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Im Falle ‘mit/mit’ entspricht dann jede Auswahl einem k-Tupel
(Wh,...,wp) €EQ"=Qx...xQ.

Dafiir gibt es offensichtlich m”* Moglichkeiten.

Im Falle ‘mit/ohne’ entspricht jede Auswahl einem (wf,...,w}) € QF mit paar-
weise verschiedenen w;, . Wenn wy, . .., w/ festgelegt sind, gibt es fiir w}, ; (falls j < k)
nur noch m — j Moglichkeiten. Die Anzahl aller Auswahlen ist also

=

Im Falle ‘ohne/mit’ sind alle k-Tupel zu identifizieren, die sich jeweils durch die
Anordnung der w!, unterscheiden. Da das fiir jeweils k! der in Frage kommenden
k-Tupel der Fall ist, ergibt sich fiir die Anzahl der Auswahlen

%]ﬁw—ﬂ = @:k!(mL!—k:)!: (ﬂzf)

=0

Im Falle ‘ohne/mit’ lassen sich die moglichen Auswahlen z.B. wie folgt darstellen:
Man numeriere
Q={wi,...,w}

und verteile auf m —1 von m+k — 1 festgelegten Platzen Kommata und identifiziere

die Zahl der freien Plédtze vor dem j-ten Komma jeweils mit der Viel-
fachheit von w; in der Auswahl

sowie

die Zahl der freien Plitze nach dem (m — 1)-ten Komma mit der Viel-
fachheit von w,, in der Auswahl.

Die Anzahl der moglichen Auswahlen stimmt also mit der Anzahl der ‘ohne/ohne’-
Auswahlen von m — 1 aus m + k — 1 Plétzen {iberein und ist dementsprechend

m+k—1\ m+k—1 (m+Ek-1
m—1 - \m+k-1-(m-1)) k '
Zu Aufgabe E41a): p, () = 0 folgt aus

Zme,O

weld

g |l
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und p,(2) =1 aus
,u Def Z’u Vorauss

Fiir £y N By = () folgt auerdem

pu(B1UEy) = > nw)

weEFK1UE>
= > @)+ ) pw)
wek weFE>

= pu(Er) + pu(Es) .

Zu Aufgabe E41b): Aus
Z Hl Vorauss (Flg)

weQ

folgt p(w) € [0, 1] und somit

pe({w}) = > ulw) = pw) €[0,1].

w'e{w}

Fiir konstantes p folgt aus (F.19)

und damit

Zu Aufgabe E42: Die Elemente von 2 sind hier die (469) Ziehungen von jeweils 6
Zahlen aus 49.

Die Zahl der Ziehungen, in denen jeweils nur genau eine bestimmte der getippten
Zahlen nicht vorkommt, ist 49-6=43. Da der Tipp 6 verschiedene Zahlen enthilt,
gibt es also 6 x 43 = 258 Zichungen, fiir die jeweils genau 5 Zahlen mit denen des
Tipps iibereinstimmen. Nach Aufgabe 40 ist die Wahrscheinlichkeit fiir ‘5 richtige’

also
258

~1,85x107°
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Zu Aufgabe E43: Hier ist
Q = {Tir1, Tir2, Tir3} .

Strategie A fithrt genau dann zum Erfolg, wenn das ‘Ereignis’

Ex % {Tir1}

eintritt, geméfl Aufgabe E41 also mit der Wahrscheinlichkeit
|Eal 1

Q3
Strategie B fiihrt dagegen genau dann zum Erfolg, wenn

Es % {Tir2, Tiir 3}

eintritt, fithrt also mit der gréferen Wahrscheinlichkeit

|Es| _ 2
Q3
zum Erfolg.

Zu Aufgabe Ed44a): Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition von
PulEL|E2) .

Zu Aufgabe E44b): Gemifl Aufgabe E4la) gilt

pu((BL 0 B) U (B0 (Q\ B)) ) = pu (B1 01 By) + (B 0 (2 )

(. /
g

=F

und
1= p“<Q) = pu(E2> —I—p#(Q \ EQ) )
also

Pu(S2\ E2) =1 —pu(Ez) #0.
Mit a) folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E44c): Die Behauptung folgt geméaf
E1, E5 unabhéngig ﬁ pu (E1 N Ey) =p, (Er) +py (B

)
{Pu(El\Ez) = pu(E1) falls p,(Es) # 0
pu(E2|Ey) = pu(E2)  falls pu(FEr) # 0
{ Pu(E1|Es) pu(E2) = pu(Er) pu(Es)
oder/und p,(Fs|Er) pu(Er) = pu(Er) pu(Es)
pu (B1 N Ey) = py (Br) + py (Es)

FE4, 5 unabhéngig .

—
a)

el



Zu Aufgabe E44d): Aus

e (BN Es) U (E1 N9\ E2)> -

folgt geméf Aufgabe E4la)
Pu(B) = pu (Br N E) +pu(Ey 0 (2 B))
fiir statistisch unabhéngige F4, Fy also

P(BiNQ\E)) = pu(B) —pu(B) pulB)

= pulB) (1 ()
Pu(E1) pu (2N Es) .

Aufg. E4la)

Zu Aufgabe E44e): Aus den Implikationsvoraussetzungen folgt

pu<(EA x Q) N (Qa X EB)> = pu(Ex x Ep)
_ |Ea x Eg|
Aufg. 41b) 12
|Eal | EB]
€]
|Eal Q28] Q4] |E5|
€| €]
|Ea x Qp| [Qa X Ep|
€2 €]

Aufg._41b)

Zu Aufgabe E45a): Die Behauptung folgt geméis

BA? = S(a(@) ~ () uw)

weN

= 3 (a@)) ) 2 () Y ) ) + (A4S )

weN we weN
———

(A2) (A) =1

[\

p#(EA X QB)p“<QA X EB).

185
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Zu Aufgabe E45b): Die Behauptung folgt geméis

AA=0 < (AAP=0

= (,u(w);é() = a(w):<A>> VweQ.

Zu Aufgabe E45c): Gemif Fufinote 11 zu Aufgabe E41 sollte

N
1
NZl A:;ou(w) YweQ

n=
wn=w

rel. Haufigk. von w

und somit
1 & 1 al
LS IR EEES D %
n=1 weﬂoﬁl::}u
1 N
- Tar Y
weN UZ’ZVL::]L)
— > a(w) p(w)
weN
=(4)
gelten.

Zu Aufgabe E45d): Die Behauptung folgt geméis

(A4 4s) = D (@) + @) uw)

— Z a1 (w) p(w) + Z az(w) p(w)
= Gy .

Zu Aufgabe E46a): Gemifl Aufgabe E4la) gilt

u(b) =p,({b}) ¥beQ



und somit

Aufg. E44d)

EU,E:unabh. (H pM(EV) H pM(Q \ El/’)

Zu Aufgabe E46b): Aus

b1+...+bN:na:) M(b):(_)”<1__>1v_n

folgt

() Aufgi)élla) Z Py <{b}>

be2 N—_——
bi+...+ny=n _
Aufg. E41b)u(b)

. N ﬁnl—ﬁN_nv6{0 N}
Aufg_.E40 n N N n 1t :

Zu Aufgabe E46¢): Die Behauptung folgt geméaf

>_bea 1(b) = Z Z u(b)

n=0 beQ
bi+...+by=n

— /
Aufgjﬂ41a) nz Hn (n)

187
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Zu Aufgabe E46d): Die Behauptung folgt geméis

LI f () (e=09) (-5)
e (1295-(-3))°
(i)

Zu Aufgabe E46e): Die Behauptung folgt aus

> np(n) = F'(0) e

Zu Aufgabe E46f): Die Behauptung folgt aus

) (-5
) <Z>.n n(N—l)...JSiV—(n—l)) (1_%>n (1_@)@

. / \\ J/
g ~~

— 1 — e— ()
N —oo N—o00

Zu Aufgabe E47a): Durch vollstindige Induktion zeigt man leicht, dafl’

d\" 1 1 La!
— = (1 2" Z \v4 —1.+1 7,
(1_) T (1+2) ||(2 1/) re(-1,41),neZy

v=1

gilt. Die TAYLOR-Entwicklung von 1/ /1 + 2 um x = 0 herum ist folglich
1 =1 .

- 1—

e
T 222 2292 . Vze(-1.+1
1+22% 52923 " ve(=1+1)

Version vom 26. Mirz 2009

9 Allgemein definiert man

n
H ay ©f 1 falls ng < nj .

vVy=ni

Nebenbei sei angemerkt, daf3
n

2"n!=J](2v) VneN.

v=1
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I d\" 1
(man sieht leicht, daf das Restglied E/o (x = &) (d_§> VirE d¢ der (4.12)

entsprechenden TAYLOR-Entwicklung fiir n — oo tatséchlich gegen Null konver-
giert). Fiir r < r’ folgt daraus

/ /

r T
/ _ 9 -
1" es —x(r, ¥, p)] \/<r’ es — X(’”ﬂ?:@)) . (r/ e; — x(r, 9, 90)>
I 2 e 0T T
1

2
\/1—21/ cosﬁ—i-(i,)
r r

und somit

" i ( > (cos?) fir 0 <r <7, (F.20)

n=0

| es —x(r, 9, )|

fiir geeignete Polynome P, , die man als LEGENDRE-Polynome bezeichnet. Dafl
es sich dabei wirklich um die in 8.2.1 abgehandelten LEGENDRE-Polynome handelt,
wird in Abschnitt 1.4.1 von (Liicke, edyn) gezeigt. Die ersten drei dieser Polynome
sind offensichtlich: (LEGENDRE-Polynome, Kugelfunktionen 1. Art)

Py(cosd) = 1,
Pi(cos?d) = cos?, (F.21)
13,
Py(cosv) = —§+§ cos” 1.
Aus (F.20) folgt
/ _ G« Qi /
D (r'es) = p; oy V' >R, (F.22)

unmittelbar mit

27 s R
Q déf/ </ (/ r* sin 9 Py(cos 9) u(x(r,ﬁ, gp)) dr> d19> de VieZ,.
0 0 0

(F.23)


file:ein.pdf#ein-2.2.12
file:edyn.pdf#edyn-SI.4.1
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Aus (F.23) und (F.22) folgt

Qo = /0% </Oﬂ (/ORM<X<T,19, go)) r2sim9dr) dﬁ) dy

~ [ uoav,

Q1 = /%(/W</Ru<x(r,z9,go)> chs_@ r2sim9dr>dz9>dgp
0 0 0

=ez-x(r,%,p)
= eg‘/xu(x)dvx,

Q2 = /\X!Q (; cos?(Zes, x) — —>,u(x) dVi .

Die ersten drei Beitrige zu (F.22) sind also

1. das Monopol-Potential

M e
-G M o /u(x)dvx,
| —
=Gesamtmasse
2. das Dipol-Potential
e3P def
-G (370/)2 , P = /X,u(x)de,
S

=Dipolmoment

und

3. das Quadrupol-Potential

G Q(es, e3)

2 ()’
mit dem (symmetrischen) Quadrupoltensor

Q(x1,x2) o /3((){1 X)) (x2 - x) — [x]* (x -x2)>,u(x) dVie Vxi,x, € R?.

Anmerkung: Man beachte, da M, P und Q(.,.) nicht von der Wahl von es
abhingen.



Zu Aufgabe E47b): Zu Aufgabe 62 wurde gezeigt, dafl
p(x) =p(x)) vxeR’

M

Q=

Vx € R3.
x|

— O(x) = —

Fiir kugelsymmetrisches (rdumlich begrenztes) p gilt also geméaf (F.22)

191

Aufgrund der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung!® folgt daraus die Behaup-

tung.
Anmerkung: Man beachte, daf§ die Behauptung wegen
wx)=n(x)) = Qx / sind Py(cos?)dy VIeEN
(F.23) 0
dquivalent ist zu

+1 .
/ (Po(x)) P(z)dz =0 VIeN.
1 ,

=1

Zu Aufgabe E48a): Falls f stetig ist, existiert ein § > 0 mit

(¥l <6 = 1£(0) = FOl, <1) V¥ eH.

()

YV e H;

Da f linear ist, folgt daraus

o, <A = fW)l, =

2

S| o s

<

fiir alle A > 0 und somit die Beschranktheit von f.
Umgekehrt, wenn f beschrankt ist, existiert ein C' > 0 mit

(e, <1 = @)l <0) voen.

Version vom 26. Marz 2009
OWir verzichten hier auf detaillierte Konvergenzbetrachtungen.
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Aufgrund der Linearitéit von f folgt daraus

€
C
< € V\Ifl,\pg € Hq

[0 =W, < & - [£(1) — f(W2)]],

f <C (W1 — ‘1’2))

€

2

fiir alle € > 0 und somit die Stetigkeit von f.

Zu Aufgabe E48b): Wenn H; endlichdimensional ist, dann existiert eine ONB
{®y,...,P,} von H; und damit gilt

170l = f(Z<<I>V|\II><I>V>

v=1

2
n

— Y@, ) f (@)

2

< LI @), Y e R,
v=1

unabh. von ¥

woraus offensichtlich die Beschrinktheit von f folgt.

Zu Aufgabe E49: Fiir jede ONB {®,...,®,} von H gilt

B (W), 0,)| = B(Z@mm, <<1>u|\1/2><1>ﬂ>

v=1 ‘u,:l

n

= Y (@, | w)(@, | ¥) B(,,P,)

vp=1

< DR [ V) (D | W) B(D,, D)

v,p=1

< 2]l D B(®, D) VLW EH.

vp=1

unabh. von Wi,Wy

Daraus folgt offensichtlich die Beschranktheit von B .
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Zu Aufgabe E50a): Aus

e~"? cos () cos(Ny)

1 . ) ) ) )
_ Zef'uup (€+1g0 4 671<p> (eJerLp 4 eszgo)
= 1(e+i(N+1fu)<P _|_e+i(Nflfl/)cp +67i(N71+y)¢ +e’i(N+1+”)9")
4
und .
% 6+in9" dgﬁ = 50771
folgt
1
(ev | f) = 1 (O N+1 + O n—1)
und somit
1
= 1 (€N+1 +e N1 tev+ 6_(N—1)) .
Also gilt

fle) = % cos((N—i— 1) 90) +% cos((N— 1)<p> VoeR,

was sich auch mithilfe des entsprechenden Additionstheorems leicht nachpriifen 148t.

Zu Aufgabe E50b): Fiir ¢(t) = wt stellt A(t) = 2f<<p(t)> eine Schwebung der

harmonischen Schwingung cos (N wt) dar, die sich durch Uberlagerung der ‘nahezu’
gleichen Schwingungen cos((N + 1w t> und cos((N —Dw t) ergibt.

Zu Aufgabe E51a): Fiir v # 0 gilt

. 27
ivie, | 1) = = eef()de

2 Jo
_ _i i ie*ivw f( )d
N 2r Jo dep i

1 27 )
e "7 g(p)dp

part. Int. 277 0

= (e | g)-

Zu Aufgabe E51b): Sei M = {vy,...,v,}. Dann ergibt sich durch Anwendung
der SCHWARZschen Ungleichung

n

Zaz b,

p=1

n n

2 2

<7 Z|au| N Z|bu’
p=1 p=1
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auf
a, = —
oy
und

by = }Vu<ew‘f>}
= |(ev. | 9)]

a)

direkt die Ungleichung

pAIEE %(1) (1o

Zu g 148t sich leicht eine CAucHY-Folge {g, }, o in C(S') konstruieren mit

lim (e, | g.) = (e, | g) Vv eEZ.

n—oo

Da {e,}, ., ein MONS des HILBERT-Raums C/(S!) ist, existiert ein z € £* mit
nlggogn = Zzueu,
VEZL

woraus natiirlich
2y = hmn—»oo <€IJ | gn>

= (e, |g) YweLZL

> e | 9 < oo

VEZL

und somit

folgt.

Zu Aufgabe E51c): Die absolute Konvergenz, d.h.

> llen | fyev#| < oo,

VEL

folgt direct aus b).

Zu Aufgabe E52a): Fiir die durch

flp+2mn)=¢*> V-7 +7],neZ
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eindeutig charakterisierte Funktion f € C(S!) gilt

2T d 2 )

—omle, | f) = /0 ((@ e_“"P><p2d<p
+ d 2

- L) )

d ) +m s d ) d
_ R 7272 2 -  oTive ) 2 2 d
part. Int. (dg@ ¢ ) v - /—7r (ng ‘ ) ng i v

~\~

=0

‘ +m tTo
— e 2 42 -1V
part. Int. € QSD —r T 2/7T ¢ ng
—_——
=0 fiir v#0
und somit ( 1)V
ey | f) =2 3 VveZ\{0}.
Mit
1 +m 2d
ol ) = o @ dyp
_ gt
- 67T -7
3

folgt daraus

2 v
2 _ T (1)
LA §+22 2
VEZL
v#0
2 —1)"
= % 42(712) cos(nyp) Vo € |-, +7].

n=1

Zu Aufgabe E52b): Fiir ¢ = 7 folgt aus a)

n

= % Z cos (nm)
= —1

und daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E52c): Fiir ¢ = 0 folgt aus a)

7T o0
:g Z

3
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und daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E53: Wir wihlen eine ONB {®4,...,®,} von H . Damit gilt

w,) = (o,

w—lim U, =0 — lim <<I>H

V—00 V—00

\If> Vee{l,...,n}

2
— v-w ) = X (0| ) - (o] )
— :0
= s— lim \IJV:\I’

V—00

A B

SCHWARZ

— 0 VObeH

V—00

— w-— lim ¥, =V,

V—00

Zu Aufgabe E54: Seien ‘H ein EUKLIDischer Vektorraum und {®y,...,®,} eine
ONB von H . Fiir jede Folge {V,}, .y in H gilt dann

" 2
lo, —wl? = |13 ((2n] w) = (| w,)) .
k=1
n 2
= > [ w) (2| w)]
k=1
Wenn {V,}, . eine CAUCHY-Folge in H ist, dann ist fiir jedes x € {1,...,n} also
{<<I>,.C \I'l,>} eine CAUCHY-Folge in C, d.h. es existieren komplexe Zahlen A\,
veN
mit
A, = lim <c1>n qf> Vee{l,...,n}.

Damit gilt offensichtlich

w— lim ¥, =¥ < 3"\ 0,
k=1

geméfl Aufgabe E53 also auch
s— lim ¥, =WV,

Zu Aufgabe E55: Die Behauptung folgt analog zu Aufgabe E53 mit

U (t+ At) — U(t)

Ua, —
At At

statt W, .
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Zu Aufgabe E56a): Die

of 1
nd:fZ—d),, VneN
14

bilden offensichtlich eine CAUCHY-Folge:!'!

N<v<p = |¥, -9,

i —

r=r-+1

o

s
r=v+1
o
g [{_2
k=N
-0
N—+oc0
Geméaf Definition 8.1.14 existiert also ein U € H mit
"1
U= [ - .
lim Z ” D, (F.24)
v=1
und dies ist natiirlich eindeutig.
Denn:
1 1
V=i Jee W p
= v -V =

— 0.
n—oo

n

Z

n

1
_Z;q>

-3
(3 )-(@'-;i@JH
v — v’ v

IN

Dreleck@ungl

Zu Aufgabe E56b): Jedes U € H ist von der Form

N
T=MT+) N\O,
v=2

Version vom 26. Marz 2009

K
1
H'Man beachte, dafl K2 < / — dx und somit:
1T
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woraus

)= M

<(I)N+1 Nl

und somit )
vild, Vv>2 & A =0

folgt. Nur fiir ¥ = 0 gilt deshalb U L &, Vv > 2, d.h. {<I>l,}y22 ist ein MONS von
H.

Zu Aufgabe E56¢): Offensichtlich gilt

-
-y <<I>l,

v>2

xp>—1 VveN
1%

und somit

\If><I>,,:<I>17éO.

Zu Aufgabe E57a): Seien ¥, ¥y € D ; und entweder
S(‘Ifl,\ljg) = <‘I/1 | A‘I}2>

oder
S(W, W) = <A U, | \112> .

Dann gilt
S(W) 4+ Wo, Uy £0y) = S(W;, Uy + Uy) £ S(Wy, U, + W)
— S(Uy, W) £ Sy, W) £ S(Wy, Uy) + S(Ws, Uy)
sowie
S(Wy £ i, Uy +i0,) = S(Wy, Uy + W) F iS(Wy, Uy £ i)
— S(Uy, W) 0 S(Wy, Uy) F i S(Wa, U)) — i S(Wy, Wy).
und somit
S(U, + Uy, Uy + Wy) — S(T; — Uy, Ty — W) = 2 (S(\Ifl, Uy) + S(Ws, xpl))
sowie
SO, + Wy, Uy + W) — S(W, — iy, U; — i Wy) = 2 (S(\pl, Wy) — S(W,, \Ifl)> .

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt

S(Uy + Wy, Uy +Uy) — S(Uy — Wy, Uy — Uy)
== 48(@1, \Ijg)
—i (S(\Ill bWy, Uy 4 iTy) — S(T — iUy, Ty — z‘\pg)>
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(70720 0) = (L, —i,—1,+4) . (70,07 ii) = (1,44, -1, —0)

die Behauptung:

3

1
S(W1, W) = ¢ D RS (W 4 iy, Ty + M)

k=0

Zu Aufgabe E57b): Wenn A HERMITEsch ist, muB insbesondere

<\II | A\II> Def.:8.3.1 <A\Ij ‘ \I]>

(7%5) (<\I/|A\Il>>* Vv eD;

gelten und somit

R>(V|AW) vweD,;
Aus (F.26) folgt umgekehrt (F.25) und daraus geméa8 a)

<x1:1 | Afo2> - <Ax1:1 | \112> YU, Uy € D,
d.h., entsprechend Definition 8.3.1, die Hermitezitat von A,

Zu Aufgabe E58a): Die Isometrie von A folgt geméf

N 2 00
quH Def. Z@)u | U) D,y
v=1
Folg, 8.1.15 Z_; (2, [ )|
o0 2
ST POLLARR
S IW|> V¥ eH.
Folg. 8.1.15

Gemif Folgerung 8.3.12 gilt damit ATA=1.
Zu Aufgabe E58b): Der inverse Operator ist offensichtlich durch

Dy @ {Ae: o,
= L{®,: v >1})

(F.25)

(F.26)
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und

UE SN (D, [ W), VUED;,

v=1

gegeben. Die Beziehungen
ATTAY = ¥ YUeD,,
AAN = ¥ YUeR;
sind nach Folgerung 8.1.15 offensichtlich.

Zu Aufgabe E58c): Aus

<xp1 | A%

1/ ’ ‘;[I2> (I)V>

Z( v | \112 V+1>
=D D W) (U | D)

<Z <(I)I/+1 | qjl) P

v=1

H

¥y

A
Folg 8 1.15

‘Ij2> v\Ijl,\IIQ GH

folgt'?
AW =Y " (0, | V)@, YV EDy =H#Dj;.
v=1

und damit die Behauptung.

Zu Aufgabe E59a): Fiir beliebig oft differenzierbares ¥ # 0, das auflerhalb eines

abgeschlossenen Teilintervalls von (0, L) verschwindet, gilt mit ¥, (z) L IVON U(\x)
fir A >1:

L
TN / ) de

:/|\y

= o)
Version vom 26. Marz 2009
12 . 7oAt 0 firv=1,
Insbesondere gilt also AA" &, =
d, sonst.
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und o * .
<\11Ayﬁ%> - —% 0 (\P(Ax)) (%) Y(\z)dr
— —h;f 0L<\D()\x)>*\IJ”(A:ﬁ)dx
_ _h;f \/OL<\I/(x)>*\I/’/(x)dmj.
20

Daraus folgt
lim <\I/)\ | ﬁ\IJ,\> — 00
A——400

fiir W € Dy und somit wegen || W,|| = ||| die Unbeschriinktheit von H . Mit Lemma
8.3.4 folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E59b): Aus

/0 ’ (¥(@)) ¥'(x) do

- <@($)>* V()

part. Int. R

T [(vw) v

jij—i—/OL(\Il”(x))*\If(x) dz VU e 0 (0, L))

part. Int. (‘F(@) * U(z)

folgt, dal der durch
def )
D, = Coar ([0, L])

per

und
A def hQ "
(Hper \1/> (1) - V'(2) V¥eDy,

gegebene Operator Hper HERMITEsch ist. Dafl dies die einzige HERMITEsche Fort-
setzung von H auf C% ([0, L]) ist, ist offensichtlich, da Dy in L? ([0, L]) dicht liegt,

per
wie man leicht sieht.

Zu Aufgabe E59c): Analog zu b) folgt, dafl durch

def 0o
Dp,. = G ([0, L])

ref

und 2
(]:Iper \Ij) (.T) déf _— \I/”(Qj‘) VA S DI:Iref

2m
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die eindeutige HERMITEsche Fortsetzung von H auf C%5 ([0, L]) gegeben ist.

Zu Aufgabe E59d): Die Funktionen

def

eu(p) er? YoeR, pez,

(siehe 8.1.1) bilden gem#f Theorie der FOURIER-Reihen ein ONS von C/(S'), dessen
lineare Hiille in C'(S') dicht liegt. Dementsprechend bilden die

o 1
(P(z) € =i el

VL
ein ONS von C2 ([0, L]), das in C2 ([0, L]) und damit auch in L? ([0, L]) dicht

per per

liegt. GemaB Lemma 8.1.8 ist also {e,(f) D pE Z} ein MONS von L? ([0, L]) . Da8

die efLL)(x) alle Eigenfunktionen von H,,, sind, folgt gemif

. R2d\?
(o) @) 5 3 () 40

1 [2muh ? (L)

Zu Aufgabe E59e): Offensichtlich bilden die
627”'“% . € Z,

ein ONS von C35, ([—L, L]) , das in C5g, ([~ L, L]) dicht liegt. Dementsprechend bil-
den die

' (z af ——i e () — ) (—g
1 . x
= ﬁSlﬂ(/,Lﬂ'z)

mit x4 € N ein ONS des Teilraumes aller ungeraden Funktionen von CS. ([—L, L]),

per

das in diesem Teilraum dicht liegt. Da sich jede Funktion aus C5 ([0, L]) eindeutig

ref

zu einer ungeraden Funktion aus C5g, ([~ L, L]) fortsetzen 1ift, folgt daraus, dafl die

S(

def [2 . T
ML)(x) = \/; SlIl<;L7TE> Veelo,L], peN,

ein ONS von C25 ([0, L]) bilden, dal in C25 ([0, L]) dicht liegt. Somit ist {S,SL) CpE N}

ref ref

ein MONS von L2 ([0, L]) . DaB die s\ (x) alle Eigenfunktionen von Hy sind, folgt
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gemaf

- h2 d\?
()1 5 2 ()
_ L (meh\
= %(T) s (@)

Zu Aufgabe E59f): Sei V. (z) eine Eigenfunktion von Hper zum Eigenwert F .
Dann gilt

T
=

(@ EWp) = (@] Hyor Uper)
- <Hperq) ‘ \Ilper>

- i S 1))

WEZ

= P W) (@ [ )

WEZL

= (| W) (@ | Hyer )

WEZL

1 (2rph)\?
(Pa21) Z@L) [ Toer) 5 ( L ) (| )
27wh (L) (L)
(F 27) Z 2m < € | \ijer> €, Vo e DHper

und somit
5B W) el = Bty
HEZL )
1 (2mph L L
= Zﬁ(T) (e | Wper) €l
WEZL

Aufgrund der Eindeutigkeit der Entwicklungskoeffizienten mufl deshalb entweder
Wher X e(()L) gelten oder ein py € N existieren mit
L
Vper = <€;(£) | Wper) e%) * < o | \Dper> (ﬂzo -

Entsprechend sieht man, daf fiir jede Eigenfunktionen W, von I—:Tref ein py € N
existiert mit

L L
\Ilref - <S/(‘6) | ‘;[Jper> 6(/) .

Mo

Damit ist klar, daf3 ]:Iper und f]ref keine gemeinsame Eigenfunktion haben kénnen.
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Anmerkung: Fiir (hinreichend gutartige) Losungen WP (x) von

Zh% Uy (x) = (I—:rper ‘I’t> (x)

gilt gemif d)

WP (x) = 3 e A () <e§P | wger} P (x). (F.28)
NEZL

Entsprechend gilt fiir (hinreichend gutartige) Losungen Wief(x) von

Zh% U, (x) = (Href ‘I’t) (x)

gilt gemil e)
i wuh\2
W) = 0 e hmR R (B wp) 5(F) (x). (F.29)
neN

Zu Aufgabe E60: Gemif Aufgabe E59b) ist H eine Einschriankung des HERMI-
TEschen Operators Hp, und damit natiirlich selbst HERMITEsch.
GemiB Aufgabe E59d) existiert ein MONS {@Per} o von L*([0, L]), das nur

aus Eigenfunktionen von Hpe besteht. Es existiert also eine Folge {EP}, ey von
Energiewerten mit
Hper @ = E)* )% € Dy~ Vv eN.

v

Daraus folgt

Mo ¥ = > (@, | By W) @,

veN

= > (e, | W)
veN

= ) (EX®, | )
veN

= Y ERT(BYT| W) DL VW e Dy
veN

]:[per ist also eine Einschrankung des durch

def er er 2
Dy {\yeH: Z‘E}j (@P \xp>‘ <oo}

veN

und _ ot
Hper V = EP(PPCT | W) P VW € Dflper

veN
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gegebenen Operators ﬁper , der geméf Folgerung 8.3.25 selbstadjungiert ist. Analog
zeigt man, dafl H, eine Einschrankung des — mit entsprechenden Bezeichnungen

— durch
def . ref ref 2
Dy {\1/ €H: Z)E <<1>V \If>) < oo}
veN

ref
\I/> e YW e D

und

]f[ref v déf Z Erl;ef <(I)Ir/ef

veN

ref

gegebenen selbstadjungierten Operators f]ref ist. Da ﬁper und [:[ref also selbstad-
jungierte Erweiterungen von H sind, die gemédf Aufgabe E59d) nicht gleich sein
konnen, ist H nicht im wesentlichen selbstadjungiert.

Remark: Man sieht aber leicht, daf3 ffper ebenso wie ﬁref im wesentlichen selbstad-

jungiert ist.

Zu Aufgabe E61a): Die Behauptung folgt durch partielle Integration:
. o hod
2m <f ’ L9> = /0 [ (o) A @9(90) de

= f*(w) Z—.ig(w) :ji—/:ﬂ (7; % *(@)) g9(p)de

=0, da f, ;,periodisch
T (h d :
— _—— d
/0 (z i f(w)) g9(p) de

= 27T<Lf‘g> Vfg€D;.

Zu Aufgabe E61b): Offensichtlich ist'® {e,,},,., ein MONS von H mit

~

Le,, =hme, YmeZ. (%1)

Zu Aufgabe E61c): Die Eigenwertgleichung L f = FE f lautet explizit

h d
;@f(@):Ef(@) Vo eR

Version vom 26. Marz 2009
B7Zur Erinnerung:

em(p) Lf gime YVoeR, meZ.
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und hat die allgemeine Losung
flo=xeiP¢  xeC,

die fiir A # 0 nur im Falle ¥ € Z die Periode 27 hat. Mit (#;) folgt daraus die
Behauptung.

Zu Aufgabe E61d): Offensichtlich bildet L die beschrinkte Teilmenge {e,,, : m € Z}
von ‘H auf die unbeschrinkte Teilmenge {hme,, : m € Z} von H ab und ist damit
ein unbeschrankter Operator.

Zu Aufgabe E61e): Offensichtlich liegt die lineare Hiille von {e,, : m € Z} in ‘H
dicht und ist sowohl in D; als auch in D;; enthalten. Also liegen auch D; und D; ;
in ‘H dicht.

Zu Aufgabe E61f): Defininitionsgeméf gilt D;; C D; . Sei andererseits z.B. f
eine Stammfunktion der durch
) et T —¢ fir ¢ € [0, +7] mod 27
9s(¢) = ¢+ 5i fiir p € [-7,0] mod 27

gegebenen Sigezahnfunktion gg. Dann folgt dafiir dank fj: g(p)dp =0 zwar [ €
D; , aber f ist offensichtlich nur 1-mal stetig differenzierbar, also f ¢ D;; . Daraus
fOlgt Df,ﬁ §Z Df,‘

Zu Aufgabe E61g): Sei g € D;: . Dann existiert definitionsgemi$ ein g' € H mit

(s|Lry=tgt1 ) ¥ieD;.

Damit gilt ,
lgl” = > Kem | g")]
meZ )
- Sl
> [(o] Zen)
= Z [hm (e, | g>|2 :
meZ
Mit
g = Z (em | 9) em
MmeZ

folgt daraus

g€ {Z)\mem: Z]hm)\m\z <oo} :

MEZ meZ
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Da letzteres fiir alle g € D;; gilt, haben wir also

D;; C {Z Nep Y [hm AT < oo} . (o)

MEZ meZ

Unter der Voraussetzung
> hm AP < oo

meZ

gzzkmem

mEeZ

gilt fiir das Element

von ‘H andererseits

(o

ﬁf> _ Z/\m<em’ﬁf>

meZ
= Z/\m< Le,, ‘f>
a) meZ =hmem
= (O en | ) VieD;
mez _
eH
und somit
Z A em € Di,f
meZ
sowie R
LYY XMem=> hmA"ep,.
me7Z meZ

Daraus folgt zusétzlich zu ()

{Z A" ey, Z |hm A™|* < oo} C Dj;
meZ meZ
sowie die Behauptung von h).

Zu Aufgabe E61i): Wir betrachten ein g € C'(S), fiir das folgende Bedingungen
erfiillt seien:

1. g ist tiber dem Intervall [—m, 47| mit Ausnahme nur endlich vieler Stellen
differenzierbar.

2. Es existiert eine stiickweise stetige (beschrénkte) Funktion g tiber R, die iiber-
all dort mit % g(ip) iibereinstimmt, wo diese Ableitung existiert.
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Dafiir sieht man analog a), daf3
(s|Lr)y=tln vren,
und somit
g G DﬁT
gilt. Da o.a. Bedingungen fiir alle ¢ € D; mit g = ¢’ trivial erfiillt sind, folgt daraus

Die Bedingungen sind aber auch fiir'* g = gg mit entsprechendem (stiickweise kon-
stantem) ¢ erfiillt. Also gilt

Dii Dgs ¢ Dj
und somit

Zu Aufgabe E61j): Sei g € D ;) . Dann existiert gemaB g) ein g € H mit
Z |hm A" |? < 0o = <g‘ﬁz>\mem> = <§‘ Z)\mem>
meZ meZ mEeZ

und daraus folgt analog g):
D(LT)T - Dﬁ .

(v 1)

Mit

(el

21

und h) folgt daraus ) A
(LHYT = LT,

Zu Aufgabe E61k): Aus h) folgt direkt die Behauptung
LTf=> hmlen)(eml f V[ €Dy

mez =(em|flem

Zu Aufgabe E611): Die Behauptung folgt direkt aus k).

Version vom 26. Marz 2009
Die Sigezahnfunktion gg wurde unter f) definiert.
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Zu Aufgabe E62a): Die Behauptung folgt durch einfaches Nachrechnen:

Ei—l—imwx Ei—imwx
1 dx 7 dz

d\? d
32 2 2 2
= —h (_dm) +m-w r® —hwm {_dx’x}_

=1

Imhw AT A

Zu Aufgabe E62b): Die Behauptung folgt aus a) mit

(AQ)(x):o.

Zu Aufgabe E62c): Die Behauptung ist fiir n = 0 trivial und folgt fiir n = 1 aus
a) mit!®

[AT A Af|_ = AT [A, AT|_ 4+ [Af, AT]_A.
=1 =0

Fiir n > 1 folgt die Behauptung daraus durch vollstdndige Induktion:

e (4] = (&) 4]+ [ (4)"] 4
SN————— “ _

= hw AT - N n—1
R = n—1) hw (At
Ind.-Vor. n d.-Vor.( ) how (AT)

Zu Aufgabe E62d): Durch vollstdndige Induktion zeigt man leicht

Qz) et 5 ((%) e (i—wz> Q(x)

Mit

folgt daraus die Behauptung.

Version vom 26. Marz 2009

15 Allgemein gilt

[AB, C]-
[A,BC]_

I
bj> :]>>
oW
o 9
\ |

+ +
e
% 9
\ |

Q=
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Zu Aufgabe E62e): Aus b)—d) folgt

mw

H.. H, (x T) Qx) = (n + %) hw H, (:v T) Qx) VnelZy
und daraus mit Folgerung 8.2.3 die Behauptung.
Zu Aufgabe E63: Offensichtlich ist'
A w0, € B(H)
und somit geméfl Folgerung 8.3.11 AteB (H) eindeutig durch

v

charakterisiert. Mit

v

Aqf’2> - <AT v

\11’2> VU, e H

00 (Wl W) = (W | W)W | W)
= ((wn | v s | wy)
= ()| w)

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E64: Offensichtlich gilt

N 00
BU — Z<<I>,, E\IJ>CDV—|— 3 <<I>l, B\I/><I>,,
v=1 v=N+1
N . N N [e%)
= Z<q>y BZ((I)M|\IJ)<I>N><I>V+Z o,|B Y <q>u|\1f>q>u>q>y
v=1 p=1 v=1 pu=N+1
+ Y <c1>,, B\If> o,
v=N-+1
und somit
N N 0
BU = (Z <<1> B® >|<I>y><®#|>\y+z<q>y B Y <<1>“|\11><1>#><1>V
v,u=1 v=1 pn=N-+1
+ Y <<1>V qu><1>y VU eH.
v=N-+1
Version vom 26. Mirz 2009
16Denn:

|2 = hws j @) vl < fws | @) sl < (] ) 2]

WARZ



Mit

A
NE
—

=

n=N+1

2

< g X @ iwe,
pu=N+1
— 0 VU eH

folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe E65a): Sei PP, ein Projektionsoperator. Dann gilt

. o\t
PP, = <P1P2>
Def. 8.3.13
= PP
(8.25) o
- bP.
Def. 8.3.13

Sei umgekehrt Jf’llf’g = ]52161 vorausgesetzt. Dann gilt

A A\ 2 A A A oa
(BR) = ARPP
= PPRP
= hp
Def. 8.3.13

und

Geméf Definition 8.3.13 ist dann also }51]52 ein Projektor.

Anmerkung: Es ist klar, daf3
(Bus) 1= (P) 0 (Ba)

gilt, wenn ]317 Pg und ]31152 Projektoren sind.

211




212 ANHANG F. LOSUNGSVORSCHLAGE ZU DEN ERGANZUNGEN
Zu Aufgabe E65b): Sei P, + P, ein Projektionsoperator. Dann gilt

~ “ ~ A\ 2
Po+by, = (P+h)
Def. 8.3.13 N K o o
— P1P1+P1P2+P2P1+P2P2
- p1+]52+]51]52+p2p1
Def. 8.3.13

und somit

P1P2 - —P2P1. (FSO)
Daraus folgt

(F.30)

und folglich pl ]52 =0.
Sei umgekehrt P, P, = 0 vorausgesetzt. Dann gilt auch

L R
Def. 8.3.13
(8.25) ( )
= 0
(8.21)
und somit )
(p1+p2> - p1p1+-p2p2
- P+ P,.
Def. 8.3.13
mit
> 5\ T DT
(P1 + PQ) - P+ P
(8.24) ) )
= P+ P
Def. 8.3.13

folgt daraus geméfl Definition 8.3.13, dafl P+ P ein Projektionsoperator ist.

Anmerkung: Es ist klar, daf}

(Pr+By)H = L((ﬁw) U (Pﬁ))
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im Sinne'” von Folgerung 8.1.18 gilt, wenn ]51, Pyund P, + P, Projektoren sind.

Zu Aufgabe E66: Seien &, d' € H. O.B.d.A. kénnen wir
|| = (| =1

annehmen. Dann ist
def

(o0, 0, %0 —(2,]0) 0]

eine ONB von L <{<I>, <I>’}) und laBt sich gemaB Lemma 8.1.4 zu einem MONS {®,},_,
von H erweitern (1,2 € ). Damit gilt

(2154,—1)\11 = 200 [ 1) D > (B, | 1),
&.1) =7

= (D TP - (2, ]|T)D,.
el

L#£1

Die Wirkung von <2P¢ — i) auf einen beliebigen Vektor ¥ € H ist also folgende:

e Die Komponente von W * ldngs’ ® bleibt unveréndert.
e Die zu ® senkrechte Komponente von ¥ wird mit —1 multipliziert.

Entsprechendes gilt natiirlich fiir " anstelle von ® . Daraus folgt:

(2]5¢,/ — i) <2]5<1> — i) wirkt nur auf dem Teilraum L<{<I>, <I>’}> nichttri-
vial und wirkt darauf wie
1. eine Spiegelung in zu ® senkrechte Richtung (mit 0 als Fixpunkt)
und
2. eine anschlieflende Spiegelung in zu @’ senkrechte Richtung (mit 0

als Fixpunkt).

Anhand der folgenden Skizze erkennt man daraus, dafl die resultierende Wirkung in
L({@, P’ }> eine Drehung um den Winkel |arccos (® | )| (mit 0 als Fixpunkt) von

Version vom 26. Marz 2009

"Wir bezeichnen also mit L((P{H) U (1327-[)) den kleinsten HILBERTschen Teilraum von H

der sowohl 1517'[ als auch ]527'( enthalt.
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® in ‘Richtung’ nach @' ist:!®

4(@&@)::24@&@yazam@
N—_—— ——
=0+ £(V',®) RS

= 20.

Anmerkung: Auf diesem Ergebnis basiert auch der sog. GROVERsche Datenbank-
Suchalgorithmus fiir Quantencomputer; siche Abschnitt 2.1.1 von (Liicke, ¢ip).

Zu Aufgabe E67a): Mit Definition 8.3.3 folgt die Produkt-Ungleichung geméf

[ I B L

Def. 8.3.3

< ‘Mwéwm\vmeﬂ.

Def. 8.3.3

Zu Aufgabe E67b): Aus

sup (@ | x)| < |Ix[[ VxeH

PeH SCHWARZ
@f=1
und
X
Il = <—\x> vy € H\ {0)
[B4l
folgt
x| = sup (@ [x)] Yx€eH
DEH
lef=1
und somit R A
Ds=H = sup HC’\IIHZ sup ’<<I>|C\IJ>) (F.31)
H‘Iﬁi{l H;Iifljlalil

fiir alle linearen Operatoren C in ‘H . Die Behauptungen folgen damit aus Folgerung

Version vom 26. Méarz 2009
18Es geniigt, die Wirkung auf zwei unabhingige Vektoren W im Teilraum aller reellen Linear-
kombinationen von ® und ®’ zu betrachten.
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8.3.11 und X
A = sup HA \IJH
Def. 8.3.3 WeH
— wi=1
= sup ‘<® | A\IJ>‘
(F.31) O, WeH
@)= w|l=1

= sup ‘<\If|ATCI>>‘
oVEH
lel=lv)=1

4]

= sup
(F.31) VeH
[@[l=1

At

Def. 8.3.3

Zu Aufgabe E67c): Da sich jede komplexe Zahl durch Multiplikation mit einem
geeigneten Phasenfaktor in eine reelle Zahl {iberfiihren 148t, gilt

sup ’<¢‘C’\D>‘: sup ‘?TE<®‘C'\IJ>‘
®,WeH PUEH
I®ll=]¥[|=1 |®]=]¥|=1

und damit fiir selbstadjungierte C' € B(H) :

C

= sup ‘%<<I>‘C\I/>‘
) ®VeH
I®l=lw]l=1

s g |(e|cw)(v]e

S5, ®)
)-

— s 1K@+w‘c¢+m <®—®‘C@—WD

owen 4
[[@]|=]¥|=1
1 L/ DU | . DU
= sup —|[|[®+ ¥ < C >
Sup 4‘” RN TR T
[[@]|=]¥|=1
o — U ~ b -
—||<1>—\v||2< % >\
=) o=

. 1
< sup ‘<X‘CX>} sup <Hq)+‘1’H2+H(I)_\DH2)
XEH P WeH v g
iixli=1 lel=]w|=1 =2([|®[*+]w|*)
= sup (<x éx>)-
XEH

lIxll=1
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und somit

C

XEH

IxI=1

Anwendung auf C' = A A liefert

At A

= sup [(x]4'4))

lIxIl=1

~ 2
A

) 2
2

= sup
XEH
lIxIl=1

= ( sup
xEH

Ixll=1

2

A

Setzt man hier AT anstelle von A ein, so ergibt sich

2

a4

und daraus mit (AT = A und HATH = HAH auch
(8.22) b)
. 12
44t = 4]

Zu Aufgabe E68a): Sei {AV} W C B(H) eine CAuCHY-Folge, also
ve

lim sup HA” ~ Al =o. (F.32)
N—o0 v,u>N
Dann ist {AV\II} fiir jedes U € 'H wegen
veN
e IR (CEE
< A - A e
Def. 8.3.3
eine CAUCHY-Folge in ‘H und somit
AV ¥ lim A,V VYU eH (F.33)

V—00



217

erlaubte Definition eines linearen Operators A auf H . Damit gilt

sup H (/1 — 1211,> \IIH = sup (lim H (Aﬂ — A,,) \I/H>
v>N v>N \H 7
< sup (Au — fl,,) \IIH
v,u>N
§|WprH@Ws&>‘VWGH%N€N
v,u>N
Mit (F.32) folgt daraus
lim sup ||[A — A ‘:0,
N—oo 1/2]1\)[ "
also A € B(H) und
lim ‘A Al =0.

Damit ist die Vollsténdigkeit von B(H) bzgl. der Operatornorm bewiesen.

Zu Aufgabe E68b): Seien {fly} eine CAUCHY-Folge kompakter Operatoren
veN

in B(H) und {¥,}, .y eine beschrankte Folge in H . Gemé$ a) und Definition 8.3.15
ist dann nur zu zeigen, daf eine Teilfolge {¥]} . von {W¥,}, . existiert, fiir die

{A \I!:,} eine CAUcHY-Folge in H ist, wenn man A gemiB (F.33) definiert. Eine

veN
solche Folge lé3t sich folgendermaflen iterativ auswéhlen:
0.B.d.A. kénnen wir

1 N
Ul < — > HA”
1l 7
voraussetzen. Dank der SCHWARZschen Ungleichung und geméf Definition 8.3.3 gilt
dann

VveN (F.34)

sup <1. (F.35)

v, 1, €N

‘Aa\py ~ AU,

Sei nun zu jedem n’ € {1,...,n} bereits eine Teilfolge {\Il,(,"l)} von {¥,}, . und
veN

ein N, > n’ so ausgewéhlt, dafl die Bedingungen

sup AQ\IJ(V"’) — AQ\PL”/)

vy, >N,

1
’< — wnle {10} (F.36)

und
Ny >mn; =—> {\II(V”Q)}VeN Teilfolge von {W{™)} Vny,ne € {1,...,n}
(F.37)

veN
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erfiillt sind.'” Dann wéhlen wir ein N} ,; € N mit

1
<———— Va>N,,. (F.38)

2(n+1)v2

n+1

Dank der Kompaktheit von AN/+1 existieren dazu eine Teilfolge { \111(,”+1)} von
veN

(w0} _, undein Npoy > N, mit

1
2(n+1)

A

sup AN;LH\IJ"H) Ay . \IIEL"“)H< (F.39)

V:/‘LZNTL+1

Wegen

~

A n+1 n+1
|Aawlr - Awirt

— ANJLH gl AN&H‘I’,(P“) + (Aa — ANZLH) <\Ij(yn+1) B \Ijl(AnJrl)) ‘
< AN:LJrl\I/l(,TH—l) _ AN;LHIIJEP—%-I) + (A - AN,’L+ )(W(n-&-l) @Lnﬂ)) H
Dreiecksungl.
< ANLH gt AN;Lﬂ\I’,(ﬂH) + ||A, — ANJZH ‘\I,,(/nJrl) B \IJ,S”“)
Def. 8.3.3
o= Ay, W5 — Ay Wi |4, — Ay (qugnﬂ)H N H\I,Lnﬂ)”)
reiecksungl.

folgt daraus mit (F.34), (F.38) und (F.39)

_ 1
n+1

A w4 gt

m

sup
Vs> N1

und damit (F.36)/(F.37) fiir n + 1 anstelle von n. Wir kénnen also zu jedem
n’ € Nein N,y € N und eine Teilfolge {\Il(n/ } von {¥,}, .y so auswihlen,

dafl (F.36)/(F. 37) fiir n = oo gilt. Aus (F.37) folgt dann da zu jedem n’ € N und
zu jedem v > n' ein v, € N existiert mit

/ def \IJ( \I/(n

Vyr

v, Uy > V.

Mit (F.36) folgt daraus

lim sup HAQ\PL—AQ\PL

N_)OOV[J,O[>N

Version vom 26. Miarz 2009

19GemaB (F.35) sind (F.36) und (F.37) fir n = 1 mit Ny % 1 und ¥

(1) def W, trivial erfiillt.
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und daraus schlieSlich, wie gewiinscht,

lim sup HA\I/;, — A\IJL

N=00y >N

= lim sup (hm ’AQ\I/:, — AQ\I/L

(F.33) N—ooy, >N \a—o0

)

A, — A,

< lim sup
N—oo V7/‘L7QZN

= 0.

Zu Aufgabe E68c): Sei ¥ € H \ {0} . Mit

AY P, BYI-pR
sind dann R R
P1 + P2 =1
und auch

P—P=2P, 1

unitar. Es gilt also

pl‘i‘pQ :‘pl—pz :‘pl :1
Im Falle dim(H) > 1 gilt auch
|72 =1
und somit
. 12 . 2 2 2
pn [ -al 22 (B[ +a])

Die Operatornorm geniigt im Falle dim(H) > 1 also nicht der Parallelogrammglei-
chung und ist deshalb nicht EUKLIDisch.

Zu Aufgabe E69: Mit

d_ef{o fir A<Xo Uy yeRr

Aol
EA Vo= U fir A > A\

sind die Bedingungen 1-4 des Spektralsatzes (Satz 8.3.24) offensichtlich erfiillt und
gemaf Fuinote 35 von Kapitel 8 gilt

/|)\|2d<\11 ‘ E§1m> — ¥ |? VU eNH

/)\d<\11’

E’\Oi ist also die geméafl Spektralsatz eindeutige Spektralschar von \g 1.
A g g
AeR

sowie

By w) = (W

on11> VO, € H.



220 ANHANG F. LOSUNGSVORSCHLAGE ZU DEN ERGANZUNGEN

Anmerkung: Die Behauptung folgt auch aus Folgerung 8.3.25 fiir den Spezialfall

a, =1 VYveN.

Zu Aufgabe E70a): Da Projektionsoperatoren die Norm von Vektoren hochstens
verkleinern konnen, gilt

v — H(pl pQ)”q;H < H(pl g)“\pH Vv, ueN.

PV < ||| YUV eH

i <]

und somit

Daraus folgt

V—00 rveN

(Ar) v

Zu Aufgabe E70b): Die Behauptung folgt mit PP, = P, gemiB

A~ A\ VY A A +1 A~ A\ V A A A A A
<<P1P2> U <P1P2>“ xp> _ <<P1P2) P B <P1P2>”\1/>
A ~ v m

Zu Aufgabe E70c): Die Behauptung folgt geméfl

A A 2v A 21 2
H<P1 P2 U <P1 P2> \I/H
. N2 N 2u o2 |2
- (PP) U —2§R<<P1P2) \If](Png) \IJ>+ H(P1 2) v
AA21/2 A~ A\ VtHu A A\ Vtu AA2,u2
- (Ph) v —2§R<<P1P2> vi(hB) +H(P1P2> v
A oA\ 2V 2 ~ A\ Vtu 2 Ao\ 20 2
- ] 2) v —2H(Plpg) v +H<P1P2> U
— 0.
U, 4—00

Zu Aufgabe E70d): GemésB c) existiert

def ) Ao\
v, s lim (P1 Pg) v

V—00



221

und — weil ¥ beliebig ist — auch

def Aoa 2v ]
AR <P1P2> U

A AN\ /A A
= sl (P B) (RAY)
= pl pQ \Ij+ .
Gemaf a) gilt dabei gilt offensichtlich

ol = o) = |

P PQ\IJ—&-H > sz ‘I’+H > [P,

also

V4] = HPQ ‘I’+H = le Pz ‘I’+H :
Da fiir Projektoren P und Vektoren ¥ in H grundsitzlich

”P\IJ’ — |V = PV =V

gilt, folgt daraus
\I]_;’_ — \IJ_

und damit die Behauptung.
Zu Aufgabe ET70e): Die Behauptung folgt mit
‘2

\Kagym_g(agy@

A~ A~ v 2 ~ ~ v ~ N ~ v
= [(Br) v 2n((Ar) wir(AE) v)
~ oA R N
+<P2( 1 2) U | P 1P2> v
A A\ V 2 ANV o\ V+1
= [|[(2r) v —2n((BR) vi(Ar)
A A v n o~ v+1
+ (1 2) ‘I’|<1 2) v

aus d).
Zu Aufgabe E70f): Aus e) folgt

s- lim <p1p2>y\p€ <]51/\p2>H

V—00

und offensichtlich gilt

V—00

U e (151/\152)71 — s lim (151152>"x1/:xp.
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Da U beliebig ist, folgt daraus

P = (P AB)H
Fiir den durch ,
Pu s tim (AR) W YV EH
gegebenen Operator auf H . Entsprechend der Anmerkung zu Folgerung 8.3.14 miissen
wir also nur noch zeigen, dafi P ein Projektor ist:
Die Selbstadjungiertheit von P folgt gemif*
<\Dl ’ 15\112> = lim <\Ijl ‘ <p1 PQ)V \112>

V—00

lim <\I/1 | pg (plpg)u \I/2>

e) V—00

= lim <P2<]31P2>V \I/1|\IJQ>

V—00

lim <<p1 p2>y ‘Ifl ’ \II2>

e) V—00

_ <15\1/1 | \1/2> VU, T, € H.

Die Idempotenz (P2 = P) von P folgt geméf

= lim <<P1p2)y‘yl ’ (plﬁz)y\pg>
:) hHl <P2<plpz>yq/1|<p1p2>y\112>

“ a A\ 2V
lim <\1/1 | Py <P1 P2> \112>

2
<
|
8

= (W[ PUy) VULWEN.

Entsprechend Definition 8.3.13 ist P also tatséchlich ein Projektor.

Anmerkung: Das Ergebnis zeigt, daf sich im Prinzip mit Filtern fiir P und P,
auch ein Filter fiir P, A P; beliebig genau realisieren 1&£t.

Version vom 26. Mirz 2009

20Man beachte immer wieder daf8 in den bisherigen Uberlegungen ¥ beliebig war.
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Zu Aufgabe E71: Die Behauptung folgt aus
Ja-ae]|" iz vy
> ‘<(A—a)\1! (B —b)\y>

SCHWARZ

- (§R<(A )V | (B b)\11>>2 + (% <(A Q)| (B - b)\11>>

2

2

mit %<<A_a)\1;|(f3—b)q’>
_ %(<(A—a)\lf [(B=0)¥)+((B-b)¥|(A-aw))
- oponat

und

3 <(A —a)V | (B - b>‘1’>
_ 2_Z_<<<;1_a>qj [(B-0w)— ((B-bw|(A-aw))

Zu Aufgabe E72: Aus Regel (F13) zur FOURIER-Transformation folgt

/ (P)(x)
o [ weor av

= v VVeD; (F.40)

e

und damit die Beschrinktheit von F'. GemiB Folgerung 8.3.27 existiert also genau

eine Erweiterung £ € L2(R3) von F. Zu jedem ¥ € L2(R?) existiert eine Folge
{¥,},en € Dp mit lim ¥, = ¥ und dafiir gilt

HF\DH —  lim
o .

(Fjo)

F ist also isometrisch. Aus

— n n _ 3 R . . 2 3
v(x) (F_'Q)(F(‘FD\DD( x) VxeR?® e Dy dicht in L*(R?)
g
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folgt auBerdem, dafl der Wertebereich von Fin L*(R?) dicht liegt und somit aufgrund

der Isometrie von F mit ganz L?(R?) iibereinstimmt.?! F ist also sogar unitér.

Zu Aufgabe E73: Sei U, € Dlﬁ und gelte ﬁJﬂr\Ifi = iV, . Dann gilt geméaf
Definition 8.3.7
(Ui | D+ o) =Fi (Vs | o),

d.h. es gilt

h d

Az Vy(z) = FiVi(x)

im distributionstheoretischen und somit nach Lemma 9.1.15 auch im gewohnlichen
Sinne. Die klassischen Losungen sind

U (x) o eFh .
Mit .
6_% S Dﬁ+ ) 6+% ¢ LQ((O, OO))
folgt daraus
ny(pr) =1, n_(ps)=0.
Geméf Theorem 8.3.28 besitzt p, also keine selbstadjungierte Erweiterung!

Zu Aufgabe E74a): Die Behauptung folgt gemés

(U | (A &) \pr>

Def. (8.4.11)

(838)

Def. (8.4.11)

Zu Aufgabe E74b): Die Behauptung folgt z.B. fiir

Version vom 26. Marz 2009
21Da isometrische Operatoren Orthonormalsysteme wieder auf Orthonormalsysteme abbilden,
sieht man leicht, dafl der Wertebereich eines isometrischen Operators stets vollstéindig ist.
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aus R R
(P\II1 & P\IJ’1> \IJBELL =0

und |
<¢IBELL | (P\Ill ® i) \PBELL> - 5 - _<\IJBELL | <i X P\IJ’1> \I/BELL>-

:%\IH@\I]& :_%\I]2®\I/ll
Zu Aufgabe E75: Sei
<V Ao x11> <x1f | Aqf> VA e B(H) (F.41)

als giiltig vorausgesetzt. Wir wihlen ein ONS {W¥y,..., ¥, } von H mit ¥; = ¥ und
ein ONS {W¥,..., ¥V ,} von H" wihlen und schreiben damlt ¥ in der Form

v=11v'=1

Damit ergibt sich

(114618) = Y 3 doaw(weu| (iol)(me))

v,u=1v' /=1
- Z Z Ouryir €y e <\I/V | A\I}u>
v,u=1v' /=1
und somit aus (F.41)
<\1/ | /1\1/> =3 Y <x1/ | A\Ifﬂ> VA € B(H)
v,u=1v'=1

fiir geeignete d,,, € C. Einsetzen von

liefert )
0a1 = Z Cowr Car Va €{1,... ,n}
v'=1

und somit

n/
D lewl =1
v'=1
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sowie
Car =0 VYae{2,...,n}, vV e{l,...;n'}.
Mit (F.42) folgt daraus )
P=UeU, |V|=1, (F.43)

fiir
n/

V= ¢, 0.

v'=1

Umgekehrt folgt aus (F.43) natiirlich unmittelbar (F.41).

Anmerkung: Tatséichlich wurde in der Herleitung von (F.43) die Voraussetzung
(F.41) nur fir Projektoren A benutzt. benutzt.

Das Ergebnis zeigt:

Selbst wenn der Gesamtzustand eines zusammengesetzten Systems rein®
ist, sind die partiellen Zustédnde der Teilsysteme i.a. gemischt.

Es ist also keineswegs so, dal gemischte Zustdnde nur aufgrund mangelnder Infor-
mation des Experimentators auftreten!

Zu Aufgabe E76a: Die HERMITEzitdt von Q ist offensichtlich. Die HERMITEzZitét
von P folgt geméaf3

Period.

- <15q/1 | \112> VU, Uy € Dp.
Zu Aufgabe E76b): Fiir ¥ € Dps N Dgp gilt offensichtlich

([13,@]_‘1’>(90) = Fap(p70) % e

Vv~

=L U(p)+o L u(p)

1 de
= 20(p)

=

und damit die Behauptung.

Version vom 26. Marz 2009
22Bzgl. reiner und gemischter Zustinde sieche Anmerkung 3 zu Folgerung 7.4.5.
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Zu Aufgabe E76¢c): Mit

1 .
Yo(p) = \/%6*” Vo e (0,2)

gilt offensichtlich
Yoe Dp, [Yoll =1
und )
PYy=hY,.
Daraus folgt
(o al P
—_———

und somit auch

min ‘(P—<\D|P\D>)\DH ~ 0
veCi(st)
lwj=1
Die Ungleichung?®®
a0~ (v109))s] < >
veci(st
le)=1
folgt aus
2m
(v10v) = [ el
0
e [0,27 || 9|
gemaf

(@ (viau))v| - <W\(Q—<\Dy©w>)2@>
- [T~ (v Qu)) (o) ag

/

€1[0,27]
< (27)* fiir alle normierten ¥ € C*(S") .

Anmerkung: Die HEISENBERGsche Unschérferelation
R . A A h
|(P=(vipw))vl(@-(vieu))e| = 3
kann hier also nicht fiir alle normierten ¥ € DQ N Dp erfiillt sein.

Version vom 26. Marz 2009

ZTats#chlich gilt sogar Gleichheit.
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Zu Aufgabe E77a): Angenommen, es gelte

[A,B} =i (F.44)

1

Dann folgt daraus

[4.57] _ b g
— 7

h(d
_ fﬁ—ﬂ> vweN.
7 \dx |

z=B

Da A und B geméfl Lemma 8.3.4 beschrankt sind, gilt damit auch

[A’G_MBL _ ?(%ei/\x)|

— —_h)e*B VYAER

z=B

und somit?*

<67¢AB\P’A(;MB\I}>
= <e_i’\é\11’ [/1, e_i’\é}_ \If>—|—<e_”‘B\If‘6_MBA‘P>
= (| (A-nr)w) VrcR weH (F.45)

Da ej“‘B fiir alle A € R unitér ist, steht das im Widerspruch zur Beschréanktheit
von A. Also kann (F.44) nicht gelten.

Zu Aufgabe E77b): Wir betrachten nur den nichttrivialen Fall

) (9], [ 92) (Wl | #0,
also

(U | Uy) A0, Uy x Wy
Aus

19 [ Wo) (]| (W) 4+ A W)
= (AW | Wa) + (W | Wo)[*) Wy — ((Wo | Wy) + A [(Ty | W) [*) Wy

Version vom 26. Marz 2009

24Wenn B unbeschriinkt ist, folgt (F.45) w.U. fiir kein einziges ¥ € H \ {0} aus der Giiltigkeit
von (F.44) auf Dy ; N D 45, wie Aufgabe E76b) zeigt; siehe auch (Galapon, 2002).
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folgt dann

1) (1], [Tl (W1 0 W) = B (A Wy + A W)

{ ATy | W) + (U | Uo)> = —i B,

(Uy [ Ty) 4+ A (T | W) =iNE
T W) (T | D)
A= T A — ,
— e (U | W) (Uy | Uy)
E = £[(U; | ¥y).

Die Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators 2[|\I/1>(\I/1| | Wa) (Ws||  sind al-

so die Vielfachen von

2
v, (ml (0| W) | (0] o) )w

(W | W) (W | W)

und alle Vektoren (# 0), die orthogonal zu ¥; und zu Wy sind. Die moglichen
Eigenwerte sind dementsprechend

0, +[W| V)| und — (¥ |W¥y)|.

Zu Aufgabe E78: Aus der BAKER-HAUSDORFF-Formel

o A g s
oA+B _ ~3[ABl- A B

folgt o o
A B _ 6+§[A,B], oA+B
N~

114 p ~ ~
—et3lABl- (B A

— HAB B A

Daraus ergeben sich durch formales Einsetzen von

) o S
A:T%, B=isx
und
[A,B]. = Tis[i 2]
A Oxd >~
= 1TS0j)

direkt die WEYLschen Vertauschungsrelationen

9 ook ; ek o O
eTazJ' eisT — 6”86]16 eise eTBIJ . (F46)
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Geméf Theorem 8.3.33 (Satz von STONE) und (4.18) gilt
€57 d(x) = P(x+Tey)
fiir hinreichend gutartige ®(x) und somit

eT%eisxk \I](X) _ eis(xk+T5jk> \IJ(X + Tej)

= Tk T T 55 ()

fiir hinreichend gutartige ¥(x) — im Einklang mit (F.46).
Zu Aufgabe E79: Da L beschrinkt ist, ist die Definition

E(hm \p)  fim L(W,)

V—00 V—00

fiir alle CAuCHY-Folgen {¥, } _ in 7 erlaubt und liefert die eindeutige beschrankte

lineare Fortsetzung L von L auf die HILBER-Raum-Vervollstindigung 7 C H (vel.
Folgerung 8.3.27). Falls 7 in H dicht liegt, also 7 mit H iibereinstimmt, ist damit
die Eindeutigkeit der beschréinkten linearen Fortsetzung L von L auf ganz H gezeigt.
Andernfalls ist eine einfache Moglichkeit durch

L(D) € L(PFT) YU eH
gegeben.
Zu Aufgabe E80a): Dafl w als Grenzwert linearer Funktionale linear ist, ist klar.
Aber Ty kann nicht mit B (H) iibereinstimmen. Es 188t sich ndmlich leicht eine Folge

von Zahlen \, € {1,0} so konstruieren, da die Teilfolgen + Zivzl A, fir N — oo
nicht konvergieren. Dann gilt zwar

Ao € 3N 19,)(®,] € B(H)
v=1
aber auch
1 S 1
< ;Spur <P¢VA0> -+ ;AV VN €N,
so daB w(Ag) nicht definiert ist.

Zu Aufgabe E80b): Die Behauptung folgt direkt aus

N
1 L
NE Spur(Pq,Vl):l VN eN.
y:l\qf—/
1


file:ein.pdf#ein-2.2.16
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Zu Aufgabe E80c): Die Behauptung folgt direkt aus

2

Spur (P%AJFA) = HA d, Vv eN.

Zu Aufgabe E80d): Angenommen es gebe einen statistischen Operator T mit

w(A) = Spur (TA) VAeTy.

Dann miifite insbesondere

w<2|@y><®y|) = Spur (TZ|<I>V><¢>V|>
::z<@

v=1

T@Q VN €N

gelten, was aber nicht sein kann, weil die linke Seite stets Null ist wiahrend die rechte
Seite fiir N — oo gegen Spur(7') = 1 konvergiert.

Zu Aufgabe E81: Geméfl Definition 9.1.2 ist zu zeigen, dafl die Behauptungen von
Lemma 9.1.12 gelten, wenn man statt der Distribution F'(x) jeweils eine gewohnliche
Funktion ¢ (x) € S(R?) einsetzt:

Die erste Behauptung folgt dann unmittelbar durch Variablensubstitution x +—
X — Xq, die zweite durch Anwendung der klassischen Formel

det 1T £0 —> /X@MWZ%MWH/MMxMK_VXGﬂM (F.47)

auf

X(x) = ¢(x) p(M'x).

Beweisskizze zu (F.47): Zu jedem L > 0 sei eine einfache Parametrisierung (xr (s, ¢, u), s1(L), . ..

des Wiirfels

gr def {X:xle1 +a2’ey+a’e;y: ‘:vj} =L Vj€{1,2,3}}

gewihlt. Dann ist (MXL(sJ,u),sl(L), e ,uQ(L)) — von einer eventuell falschen

Reihenfolge der Parameter s,t,u abgesehen — eine einfache Parametrisierung von
MG und mit

(Ma) - ((Mb) x (Mc)) o5y e

M)a-(bxc) Vab,ceR (F.48)

yuz (L))


file:ein.pdf#ein-1.2.30
file:ein.pdf#ein-1.2.30
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folgt fiir jedes L > 0

/MQL
ug(L tQ(L 82(L R
/ / / MXL (s t,u))‘(iMxl(s,t,u)) .

ngl(s, tyu)) x 2J\Zl'xl(s,t, u)
ot ou

uz(L)  pt2(L) ps2(L) . ]
/ / MXL (s,t u)) (axl(s,t,u» .

dsdtdu

(F. 48) 1(L) Jti(L) 1(L)
0
<<atxl(s t u)) X (%Xl(s’t’u))) dsdtdu
- ‘det(]\?[)‘ (M) AV
gL
Mit
lim X(x)dVy = Jim X(x)dVi ¥y € S(R?)
L—=oo Jy1g, gL

folgt daraus (F.47).

Der erste Teil der 3. Behauptung entspricht der PARSEVALschen Gleichung, Regel
(F12). Daraus folgt

(27h) 3/¢ (:
/5

PARsEVAL / w( )dV VV,b < S(Rg)

t\‘)

und somit der zweite Teil der dritten Behauptung, was iibrigens die formale Schreib-
weise

5(p) = (2rh) / 5(x) e~ P AV
rechtfertigt.

Die 4. Behauptung ist fiir gewohnliche Funktionen F'(x) = 1(x) trivial.
Die 5. Behauptung folgt fiir 1 (x) € S(R?) statt F(x) schlieflich mit

/ ( / o (x') 1 (x — X') dX’) p(x)dx

= [ ([ oty intx - x)ax ) ix v e S

aus den Definitionen 9.1.6 und 9.1.2, angewandt auf F' = h.



Zu Aufgabe E82: Die Behauptung folgt geméfl

/ <A %) PV | = / Aéﬁx) Vi
Ay o(x — X/
- (/ w!(x’l )dv"')

=0

N ECETI
. EA ? o) >)
) x=-x] " oo

- —4 R3) .
=, —Ame) Yo e SE)

Anmerkung: Rein formal folgt die Behauptung natiirlich aus (4.63) durch den

Grenziibergang ¢(x’) — §(x’) vor (anstatt nach) Anwendung des LAPLACE-Operators.

Eine seritse Rechtfertigung dieser Schluffweise ist aber keineswegs einfacher, als der
angegebene direkte Beweis.

Zu Aufgabe E83: Die Behauptung folgt geméf
fir 7 —
XeS® . A0 ={y f i
— /X(x2 — R?) (2 — R?) p(x) dx
= /0 X($2 — R2) w(:pQ — R2) (gp(z) + @(—x))dx
_ - P2 D2 SO(VE)"H"(_VE)
o [ ey S

— /w@— R2) (e — 1) PO V) (o gy e smy.
—— QVE |

dg

N

statt §(§—R2) ‘;(rR)
€

233
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Erginzender Index

Abbildung polynomial, 102, 108
antiunitére, 47 BEessELsche Ungleichung, 57
beschrankte, 75 Bilinearform, 49, 50, 52
differenzierbare antisymmetrische, 49, 51

schwach, 62 beschriankte, 96, 97
stark, 62 Komponenten, 50, 51
en, Komposition von, 30 SCHMIDT-Zerlegung, 53

injektive, 28 symmetrische, 49, 51

konjugiert lineare, 48 BrocH-Darstellung, 20

lineare, 40, 93 BorrzMANN-Konstante, 90

multilineare BornNsche Nédherung, 115
beschrénkte, 98 bra-ket-Schreibweise, 44

riickeindeutige, 28 )

stark stetige, 14 C*-Identitat, 144

stetige, 75 Cavcny

unitére, 49 -Folge, 62, 65

Anfangsbedingung, 1017 102 COULOMB—Potential, 112

antilinear, 12 CRAMERsche Regel, 123

antiunitér, 47, 49 Defektindizes, 88, 146

BAKER-HAUSDORFF-Formel, 127, 148 Definitionsbereich, 71

Basis. 10. 56 dichter, 74, 75, 85, 88
HILBERT §-Funktion, 104, 108, 112

_Raum-, 62 0-Folge, 104, 109
HILBERT Determinante, 28, 30, 31, 39, 125
“Raum-, 62 Diagonalisierbarkeit
Orthonormal-, 12 von Operatoren
reziproke, 123 gemeinsame, 41

beschrinkt dicht, 55, 58, 68, 70, 72, 74, 75

Abbildung, 75 Differentialgleichung

multilineare, 98 fundamentales Losungssystem, 110
Bilinearform, 96, 97 partielle, 111, 113
Folge, 61, 79 Differentialgleichungen
Funktional, 75, 94, 95, 97 fiir Distributionen, 110, 111
Menge, 61, 73 Differentialoperator, 111
Operator, 73, 74, 79, 89 Dimension, 10
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Distribution
Differentialgleichung fiir eine, 110
Differentiation einer, 102
Operationen mit einer, 103
partielle Ableitungen, 104
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