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Vorwort
Der Stand der Allgemeinen RelativitÄatstheorie lÄa¼t auch heute noch sehr zu

wÄunschenÄubrig | aus experimenteller Sicht, weil z.B. Gravitationswellen immer
noch nicht nachgewiesen werden konnten, und aus theoretischer Sicht, weil z.B.
immer noch kein konsistentes Quantisierungsverfahren entwickelt werden konnte.

In der Vorlesung werden nur die einfachstenÄAnderungen derNewton schen Gra-
vitationstheorie besprochen, um die Grundvorstellungen besonders klar hervorzuhe-
ben. Es wird wederTorsion eingefÄuhrt, noch der Formalismus lokaler Eichtheorien
noch die Quantisierung oder gar Supergravitation abgehandelt.

Literaturempfehlungen: (Einstein, 1956; Lord, 1976; Misner et al., 1973;
Rindler, 1969; SchrÄodinger, 1960; Wald, 1984; Fischer und Kaul, 2003; Will, 1993)
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Kapitel 1

Grundideen

1.1 Di®erentialgeometrie der Elastizit Äat

1.1.1 Deformationen

Die Theorie der di®erenzierbaren Mannigfaltigkeiten wird besonders an-
schaulich, wenn man sich { wie stets mÄoglich (siehe (Whitney, 1936),
(Whitney, 1944), (Brickel und Clark, 1970)) { die jeweilige Mannigfal-
tigkeit in einen ungekrÄummten Raum eingebettet vorstellt. Um diese
Vorstellung zu konkretisieren gehen wir von Untermannigfaltigkeiten des
3-dimensionalen Anschauungsraumes aus, wie sie sich in der ElastizitÄats-
theorie ergeben.

Mathematisches Modell

Gegeben sei einfester (nicht `starrer') KÄorper, als Mengeidenti¯zierbarer Punkte
P aufgefa¼t, die ein `vernÄunftiges' Raumgebiet ganz ausfÄullen.

Unter einem Verzerrungszustand dieses KÄorpers verstehen wir eine (hinrei-
chend gutartige) rÄuckeindeutige AbbildungX : P 7! X (P) der KÄorperpunkte P in
den Rn , wobei X (P) jeweils der Ort des KÄorperpunktesP ist.1

Unter einerDeformation versteht man eine Abweichung von einem ausgezeich-
neten, als `unverzerrt' angesehenen ZustandX 0(P).

Koordinaten

Seien (q1; : : : qn ) die Koordinaten des OrtesX 0(P) von P im unverzerrten KÄorper-
zustand bzgl. eines vorgegebenenkarthesischen KoordinatensystemsK 0. Markiert

Version vom 26. M Äarz 2009

1GewÄohnlich ist also n = 3. Im Hinblick auf die Allgemeine Relativit Äatstheorie ist es jedoch
zweckmÄa¼ig, die Raumdimensionn nicht zu spezi¯zieren.
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10 KAPITEL 1. GRUNDIDEEN

man diese Koordinaten jeweils am entspr. KÄorperpunkt, so werden sie durch De-
formation des KÄorpers (Verschiebung des KÄorperpunktesP jeweils vom Ort X 0(P)
an den Ort X (P)) verzerrt, d.h. krummlinig . Die Koordinaten bzgl. K 0 fÄur den
verschobenen OrtX (P) seien (q¹1; : : : ; q¹n ):
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Eine Deformation des KÄorpers lÄa¼t sich so eindeutig durch die Zuordnung

(q1; : : : ; qn ) 7! (q¹1; : : : ; q¹n )

beschreiben,2 die natÄurlich rÄuckeindeutig (injektiv ) sein mu¼.

1.1.2 Der metrische Tensor

Kurvenl Äange in q und x-Koordinaten

Sei qj (t) t 2 [t1; t2], bezogen aufK 0, eine Parametrisierung eines glatten Kur-
venstÄucks des unverzerrten KÄorpers. Durch Deformation des KÄorpers geht dieses
KurvenstÄuck in das durch

q¹j (t) def= q¹j
¡
q1(t); : : : ; qn (t)

¢
; t 2 [t1; t2]

bzgl. K 0 gegebene KurvenstÄuck Äuber. DafÄur gilt: 3

LÄange vor Deformation =
Z t2

t1

vu
u
t

nX

j =1

_qj (t) _qj (t) dt ;

LÄange nach Deformation =
Z t2

t1

vu
u
t

nX

¹j =1

_q¹j (t) _q¹j (t) dt :

Version vom 26. M Äarz 2009

2In der Formulierung von Lagrange wird der Verzerrungstensor bzgl. der (q1; : : : ; qn ), in der
Formulierung von Euler dagegen bzgl. der (q¹1; : : : ; q¹n ) angegeben. Wir schreiben (q¹1; : : : ; q¹n )
(Kern-Index-Schreibweise ) statt (¹q1; : : : ; ¹qn ) , um auszudrÄucken, da¼ wir auch die (q1; : : : ; qn )
den Punkten desverzerrten KÄorpers als (krummlinige) Koordinaten zuordnen.

3Wir schreiben allgemein _f (t) fÄur d
dt f (t) .
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Nach der verallgemeinerten Kettenregel gilt:4

_q¹j =
@q¹j

@qk
_qk : (1.1)

Kurzschrift dafÄur:
dx = t k dqk ;

wobei:5

x def=

0

@
q¹1

...
q¹n

1

A ; t k
def=

0

B
@

@q¹1

@qk

...
@q¹n

@qk

1

C
A : (1.2)

t k(q1; : : : ; qn ) ist jeweils der (i.a. nicht normierte) Tangentenvektor derKurve

xk(t) def= x(q1; : : : ; t|{z}
k-te Stelle

; : : : ; qn )

an der Stellet = qk .

FÄur eine beliebige (aber hinr. gutart.) Kurvex(t) folgt aus (1.1) und (1.2):

¹nX

¹j = ¹1

_q¹j _q¹j = t j ¢t k _qj _qk :

Kurzschrift dafÄur:
(dx)2 = gjk dqj dqk ; (1.3)

wobei:

gjk
def= t j ¢t k =

¹nX

¹l= ¹1

@q¹l

@qj
@q¹l

@qk
: (1.4)

Damit gilt also:6

LÄange nach Deformation =
Z t2

t1

q
gjk (q) _qj _qk dt :

Daher nennt man diegjk die (kovarianten) Komponenten desmetrischen Tensors
des deformierten KÄorpers bzgl. der krummlinigen Koordinatenq1; : : : ; qn .

Version vom 26. M Äarz 2009

4Wir benutzen die Einstein sche Summationskonvention : Wenn in einem Produkt der glei-
che Index doppelt auftritt (einmal als oberer, zum anderen als unterer Index), ist darÄuber zu
summieren.

5Man identi¯ziert i.a. t k mit der entsprechendenLie -Ableitung L t k = @
@qk und spricht in diesem

Sinne von dem (lokalen) \ Vektorfeld @
@qk ". Letzteres macht auch fÄur nichtlineare Mannigfaltigkei-

ten Sinn.
6Dies ist die prÄazise Bedeutung von (1.3).
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Koordinatenwechsel

Sei (q10
; : : : ; qn0

) jetzt ein beliebiges krummliniges Koordinatensystem; d.h. jedem
KÄorperpunkt P (im verzerrten Zustand) sei rÄuckeindeutig einn-Tupel (q10

; : : : ; qn0
)

zugeordnet. Die karthesischen Koordinatenqj von X 0(P) bzgl. K 0 (krummlinige Ko-
ordinaten vonX (P))sind dann eindeutig durch dieqk0

gegeben:qj = qj (q10
; : : : ; qn0

).
Sei nun qj 0

(t) ; t 2 [t1; t2] die entspr. Parametrisierung des verzerrten Kur-
venstÄucks. Wegen

_qj =
@qj

@ql0
_ql0

ergibt sich dann fÄur die entspr. KÄorperpunktkurve

LÄange vor Deformation =
Z t2

t1

q
g(0)

l0m0 _ql0 _qm0 dt ;

LÄange nach Deformation =
Z t2

t1

p
gl0m0 _ql0 _qm0 dt ; (1.5)

wobei:

g(0)
l0m0 =

nX

j =1

@qj

@ql0
@qj

@qm0 ; (1.6)

gl0m0 =
@qj

@ql0
@qk

@qm0gjk : (1.7)

Das Transformationsverhalten (1.7) ist das der kovarianten Komponenten ei-
nes Tensors 2. Stufe . `Kovarianz' meint dabei analoges Transformationsverhal-
ten zu demjenigen der Tangentialvektoren:7

t j 0
def=

0

B
@

@q¹1

@qj 0

...
@q¹n

@qj 0

1

C
A =

@qk

@qj 0 t k : (1.8)

Mit ( 1.4) und (1.7) folgt daraus

gj 0k0 = t j 0 ¢t k0 : (1.9)

Das Transformationsverhalten der durch

t j ¢t k = ±j
k =

½
1 fÄur j = k
0 sonst

(1.10)

Version vom 26. M Äarz 2009

7Eigentlich mÄu¼te man von Tensor- und Vektor-Feldern sprechen. Man beachte, da¼
(q10

; : : : ; qn 0
) und (q1; : : : ; qn ) einunddesselben KÄorperpunkt (im verzerrten Zustand) kennzeichnen,

t j 0 und t j jedoch unterschiedliche Vektoren (da zu unterschiedlichen Koordinatenlinien tangential).
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und bzgl. der gestrichenen Koordinaten entsprechend, d.h. durch

t j 0
¢t k0 = ±j 0

k0 =
½

1 fÄur j 0 = k0

0 sonst;
(1.11)

de¯nierten reziproken Basis 8

t j =

0

B
@

@qj

@q¹1

...
@qj

@q¹n

1

C
A ; j = 1; : : : ; n (1.12)

ist im Vergleich dazukontravariant :9

t j 0
=

@qj
0

@qk
t k : (1.13)

DemgemÄa¼ ist das Transformationsverhalten der

gjk def= t j ¢t k =
¹nX

¹l= ¹1

@qj

@q¹l
@qk

@q¹l
(1.14)

das derkontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe :

gl0m0
=

@ql
0

@qj
@qm

0

@qk
gjk : (1.15)

UnabhÄangig von (1.14) lassen sich diese Komponenten durch

gjl glk = ±j
k : (1.16)

charakterisieren, woraus man auch erkennt, da¼±j
k die gemischten 10 Komponenten

eines Tensors 2. Stufe sind.

Beweis von ( 1.16):

¹nX

¹r; ¹s= ¹1

@qj

@q¹r
@ql

@q¹r
@q¹s

@ql
| {z }

= @q¹s

@q¹r

= ± ¹s
¹r

@q¹s

@qk
=

¹nX

¹r = ¹1

@q¹r

@qk
@qj

@q¹r
= ±j

k :

Version vom 26. M Äarz 2009

8Man beachte (1.2) und
@qj

@q¹l
@q¹l

@qk
=

@qj

@qk
= ±j

k .

9Wegen
@qj

0

@q¹l
=

@qj
0

@qk
@qk

@q¹l
.

10Gemeint ist unterschiedliches Transformationsverhalten hinsichtlich der Indizes; hier kontra-
variant bzgl. des oberen und kovariant bzgl. des unteren Index.
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Die Komponenten des metrischen Tensors lassen sich dazu benutzen, die kon-
travarianten KomponentenA j eines VektorsA = A j t j = A j t j in seine kovarianten
KomponentenA j ÄuberzufÄuhren und umgekehrt:11

A j = gjk Ak ; A j = gjk Ak (1.17)

Entsprechende Formeln gelten fÄur gemischte Komponenten von Tensoren hÄoherer
Stufe.

Von nun ab sei auchq1; : : : ; qn ein beliebiges Koordinatensysteme. Man sieht
leicht, da¼ dann die Formeln (1.7), (1.15), (1.16) und (1.17) immer noch gelten.

RÄaumlich konstante Vektorfelder

SeienA j die kovarianten Komponenten eines Vektorfeldes bzgl. des Koordinaten-
systemsq1; : : : ; qn . ZunÄachst sollen die partiellen Ableitungen dieser Komponenten
nach denq¹ mit den entsprechenden AusdrÄucken bzgl. des zunÄachst fest gewÄahlten
Koordinatensystemsq10

; : : : ; qn0
verglichen werden:

@
@qk

A j =
@

@qk

µ
@ql

0

@qj
A l0

¶

=
@ql

0

@qj
@

@qk
A l0 +

µ
@

@qk
@ql

0

@qj

¶
A l0

=
@ql

0

@qj
@qm

0

@qk
@

@qm0A l0 +
µ

@qm

@ql0
@

@qk
@ql

0

@qj

¶
Am

Mit den sog. Christoffel -Symbolen

¡ m
jk

def=
@qm

@ql0
@

@qk
@ql

0

@qj
(1.18)

bzgl. des Koordinatensystemsq10
; : : : ; qn0

gilt also

@
@qk

A j =
@ql

0

@qj
@qm

0

@qk
@

@qm0A l0 + ¡ m
jk Am (1.19)

Die zugehÄorige kovariante Ableitung

r kA j
def=

@
@qk

A j ¡ ¡ m
jk Am (1.20)

hat dementsprechend Tensor-Charakter:12

r j 0 =
@qk

@qj 0r k

Version vom 26. M Äarz 2009

11Die qj selbst sind i.a. natÄurlich keine Vektor-Komponenten!
12Die Addition einer entsprechenden Tensor-GrÄo¼e zu denChristoffel -Symbolen | die selbst

nicht Tensor-Komponenten sind (vgl. (1.41)) | w Äurde daran o®ensichtlich nichtsÄandern (allge-
meinere Konnexionen).
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Falls die Koordinaten q10
; : : : ; qn0

karthesisch sind, (etwa qk0
= q¹k) verschwinden

die partiellen Ableitungen der kovarianten KomponentenA j eineskonstanten , d.h.
gegenÄuber Parallelverschiebung invarianten, Vektorfeldesbzgl. dieser Koor-
dinaten . Nach (1.19) ist letzteres gleichbedeutend mit dem Verschwinden der ko-
varianten Ableitung (1.20). Die kovariante Ableitung kann also als ein Ma¼ fÄur die
`wirkliche' OrtsabhÄangigkeit des Vektorfeldes angesehen werden.

NatÄurlich hÄangt die De¯nition der Christoffel -Symbole i.a. von der speziellen
Wahl der Koordinatenq10

; : : : ; qn0
ab,13 obwohl ihre Di®erenz stets Tensor-Charakter

hat. Jedoch ist das Verschwinden derkovarianten Ableitung nur dann charakte-
ristisch fÄur `Konstanz' des Vektorfeldes wenn dieq10

; : : : ; qn0
tatsÄachlich karthesisch

sind. In diesem Falle ist keine genauere Spezi¯zierung notwendig. Bereits aus den
Beziehungen14

gj 0k0(¹q) =
½

1 fÄur j 0 = k0

0 sonst
;

@
@ql0

gj 0k0(¹q) = 0 (1.21)

folgt dann nÄamlich15 an der Stelle q = ¹q:

gmk ¡ m
jl =

1
2

(gjk;l + glk;j ¡ gjl;k ) ;

bzw. ¡ r
jl =

1
2

grk (gjk;l + glk;j ¡ gjl;k ) :
(1.22)

Beweis: Aus (1.21) folgt zunÄachst

@
@ql

gjk =
(1.7)

@
@ql

@qm
0

@qj
@qr

0

@qk
gm 0r 0

=
(1.21)

n 0
X

r 0=1 0

Ã
@qr

0

@qj
@

@ql
@qr

0

@qk
+

@qr
0

@qk
@

@ql
@qr

0

@qj

!

und somit
1
2

(gjk;l + glk;j ¡ gjl;k ) =
n 0

X

r 0=1 0

@qr
0

@qk
@

@ql
@qr

0

@qj
;

wobei:

gjk;l
def=

@
@ql

gjk

Mit
@qr

0

@qk
=

(1.21)

@ql
0

@qk
gr 0l 0

=
(1.7)

@ql
0

@qk
@qm

@qr 0

@qj

@ql 0 gmj

=
@qm

@qr 0 gmk

Version vom 26. M Äarz 2009

13Z.B. sind sie ja fÄur qj 0
= q¹j stets Null.

14Im Falle @
@ql 0 gj 0k 0(¹q) = 0 nennt man die (lokalen) Koordinaten q10

; : : : ; qn 0
einer Riemann schen

Mannigfaltigkeit an der Stelle ¹q geodÄatisch . Die kovariante Ableitung ist dann also der kovariante
Ausdruck, der fÄur geodÄatische Koordinaten wegen (1.22) in die partielle Ableitung Äubergeht.

15Man beachte, da¼ die rechte Seite von (1.22) symmetrisch in den Indizesj; l ist.
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folgt daraus schlie¼lich (1.22).

Man de¯niert daher dieChristoffel -Symbole gewÄohnlich durch (1.22) (statt durch
(1.18)). Dann gilt o®ensichtlich

¡ m
jl = ¡ m

lj :

Die (1.20) entspr. kovariante Ableitung der kontravarianten Komponenten A j

eines Vektors de¯niert man im Einklang mit dem allgemeinen Tensor-Formalismus
durch

r kA j def= gjl r kA l ;

woraus mit (1.22)

r kA j =
@

@qk
A j + ¡ j

lk A l (1.23)

folgt.16

Beweis von ( 1.23):

r k A j =
(1.23)

gjl r k A l

=
(1.20)

gjl
µ

@
@qk

A l ¡ ¡ m
lk Am

¶

=
(1.17)

gjl @
@qk

(gln An ) ¡ gjl ¡ m
lk gmn An

=
Prod.-R.

( 1.16) ; ( 1.22)

@
@qk

A j + gjl gln;k An ¡ gjl 1
2

(gln;k + gkn;l ¡ glk;n ) An

=
@

@qk
A j + gjl 1

2
(gln;k + glk;n ¡ gkn;l ) An

=
(1.22)

@
@qk

A j + gjl gml ¡ m
nk An

=
(1.16)

@
@qk

A j + ¡ j
nk An :

Seien nun eine KurveC = f q(t) b= q1(t); : : : ; qn (t); t 2 [t1; t2]g und ein Vektor
A j (q(t1)) t j (q(t1)) im Anfangspunkt q(t1) von C vorgegeben. Dann lÄasst sich dieser
Vektor natÄurlich zu einem konstanten VektorfeldA j (q) t j (q) Äuber Rn fortsetzen. Da
die kovariante Ableitung | insbesondere also _qk r kA j lÄangs der Kurve | verschwin-
det, mu¼ diekonstante Vektorschar

©
A j (t) t j (q(t))

ª
t2 [t1 ;t 2 ]

; A j (t) def= A j (q(t)) ;

dann gemÄa¼ (1.23) dem Di®erentialgleichungssystem

_A j + ¡ j
lk A l _qk = 0 (1.24)

Version vom 26. M Äarz 2009

16Wenn man also (konsistent) r X A def=
¡
X j r j Ak

¢
t k de¯niert, dann gilt: r t j t k = ¡ l

k;j t l :
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genÄugen, das diese Schar bei vorgegebenem Anfangswert bereits eindeutig charak-
terisiert.

Die Verallgemeinerung der kovarianten Ableitung auf Tensoren hÄoherer Stufe ist
o®ensichtlich; z.B.:17

T l
k m ;j

def= r j T l
k m

def=
@

@qk
T l

k m ¡ ¡ r
kj T l

r m + ¡ l
rj T r

k m ¡ ¡ r
mj T l

k r : (1.25)

1.1.3 Untermannigfaltigkeiten

GeodÄaten und Parallelverschiebung

Sei wieder wie in Abschnitt1.1 ein KÄorper mit eingeschriebenen Koordinatenq1;
: : : ; qn gegeben, die im unverzerrten Zustand karthesisch sind. Dann liegen die
KÄorperpunkte P mit qn = 0 im unverzerrten Zustand in einer (Hyper-) Ebene, die
durch Verzerrung des KÄorpers in eine gekrÄummte (Hyper-) FlÄacheM Äubergeht.18

Die fÄur diese FlÄache charakterisitischen Formeln ergeben sich nun aus den bisherigen
einfach durch folgende EinschrÄankung:

FÄur die Indizes j; k; : : : resp. j 0; k0: : : sind jetzt | insbesondere bei der
Einstein schen Summationskonvention | nur die Werte 1; : : : ; n¡ 1 resp.
10; : : : ; (n ¡ 1)0 zu verwenden.

Es sollen nun zunÄachst dieGeod Äaten von M bestimmt werden, d.h. die Linien in
M , deren (hinreichend kurze) Teilstrecken jeweils die kÄurzeste, ganz inM verlau-
fende, Verbindung zwischen Anfangs- und Endpunkt darstellen.

Wenn q1(t); : : : ; qn¡ 1(t) eine (zeitlich begrenzte) Bahnbewegung ist, die ganz auf
einer GeodÄaten verlÄauft, so mu¼ sie also dem (lokalen) Variationsprinzip

±
Z t2

t1

L
¡
q1(t); : : : ; _qn¡ 1(t)

¢
dt = 0 ; L

¡
q1; : : : ; _qn¡ 1

¢ def=
q

gjk (q1; : : : ; qn¡ 1) _qj _qk

genÄugen, wobei bei Variation die Orte fÄur die Zeitpunkte t1 und t2 beizubehal-
ten sind. FÄur konstante Bahngeschwindigkeit 19 ergeben sich dazu dieEuler -
Lagrange -Gleichungen

Äqk + ¡ k
lj _ql _qj = 0 : (1.26)

Version vom 26. M Äarz 2009

17Damit gilt z.B. die Produktregel r j Ak B l Cm = ( r j Ak )B l Cm + Ak (r j B k )Cm + Ak B l r j Cm .
18Oftmals ist es eine vernÄunftige Idealisierung, sich den KÄorper nur aus solchen Punkten zusam-

mengesetzt zu denken (Membranen).
19Es ist klar, da¼

Rt 2

t 1

p
gjk _qj _qk dt nur von den Geometrie der Bahnkurve, nicht jedoch von der

Bahngeschwindigkeit, abhÄangt.
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Beweis: 20

0 = 2
q

gjl _qj _ql

µ
d
dt

@
@_qk L ¡

@
@qk

L
¶

=
d
dt

(gjk _qj + gkl _ql ) ¡ gjl;k _qj _ql (wegen d
dt

p
gjl _qj _ql = 0)

= ( gjk;l + glk;j ¡ gjl;k ) _qj _ql + 2gjk Äqj

=
(1.22)

2
³

gmk ¡ m
lj _qj _ql + gjk Äqj

´

Nach (1.16) ist das Äaquivalent zu (1.26).

Seien ¹A1; : : : ; ¹An¡ 1 die kontravarianten Komponenten (bzgl.q1; : : : ; qn¡ 1) eines
zu M tangentialen VektorsA(q(t1)) an der Stelleq(t1) und sei

C =
©

q(t) b=
¡
q1(t); : : : ; qn¡ 1(t)

¢
: t 2 [t1; t2]

ª

eine (hinreichend gutartige) Kurve inM . Es liegt nun nahe, diezu M tangentia-
le Parallelverschiebung A1(t); : : : ; An¡ 1(t) von A(q(t1)) l ÄangsC als LÄosung des
Gleichungssystems (1.42) zum gegebenen AnfangswertA(q(t1)) im Sinne o.a. Ein-
schrÄankung zu de¯nieren.21 Diese De¯nition ist in folgendem Sinne optimal:

Falls Cder Gleichung (1.26) genÄugt, also auf einer GeodÄaten (von M ) liegt, sieht
man unmittelbar, da¼A1(t) = _q1(t); : : : ; An¡ 1(t) = _qn¡ 1(t) eine LÄosung des (entspr.
zu lesenden) Gleichungssystems (1.24) ist. Mit anderen Worten:

Die normierten Tangentenvektoren einerGeodÄaten C gehen durch Par-
allelverschiebung lÄangsC auseinander hervor.22

In diesem Sinne sind also die GeodÄaten die `geradesten' Linien innerhalbM . Auch
erkennt man aus (1.22) leicht

(1.24) =)
d
dt

¡
A j (t)Ak(t)gjk (q(t))

¢
= 0 :

Beweis: Aus
gmn ¡ m

jl =
(1.22)

1
2

(gjn;l + gln;j ¡ gjl;n )

und
_Am + ¡ m

jl A j _ql =
(1.24)

0

Version vom 26. M Äarz 2009

20Wir teilen stets durch ; l die partielle und durch ; l die Kovariante Ableitung nach ql mit.
21Diese LÄosung existiert und ist eindeutig. Daher sind GeodÄaten, deren normierte Tangenten ja

durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen (s.u.), durch ihre Richtung in einem Punkt
bereits eindeutig festgelegt.

22Damit ist o®ensichtlich, da¼ Parallelverschiebung bzgl.M i.a. keine Parallelverschiebung bzgl.
Rn ¾ M ist.
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folgt

d
dt

(gmn Am An ) = _ql gjn;l A j An + 2 gmn _Am An

| {z }
= ¡ (gjn;l + glk;n ¡ gjl;n ) A j An

| {z }
=0

_ql

= 0 :

Also:

Bei Parallelverschiebung bleibt die LÄange eines Vektors erhalten.23

Au¼erdem folgt aus der LinearitÄat des Gleichungssystems unmittelbar:

Bei Parallelverschiebung lÄangs der gleichen Kurve bleiben die linearen
Beziehungen zwischen den Vektoren erhalten.24

Insbesondere bleibt also die Neigung zur Kurventangenten bei Parallelverschiebung
lÄangs einerGeodÄaten erhalten.

Wegabh Äangigkeit der Parallelverschiebung

NatÄurlich mu¼ man im allgemeinen damit rechnen, da¼ der zuM tangentiale Par-
alleltransport vom Verschiebungsweg abhÄangt. Das soll nun eingehender untersucht
werden.

Sei zunÄachst angenommen, der Paralleltransport sei innerhalb einer Umgebung
O ½ M des Punktes ¹q b= (¹q1; : : : ; ¹qn¡ 1) wegunabhÄangig. Dann lÄa¼t sich o®en-
bar jeder an dieser Stelle vorgegebene Satz linear unabhÄangiger Tangentenvektoren
f A ®0 = ( A®0) j (¹q) t j (¹q) ; ®0 = 10; : : : ; (n ¡ 1)0g zu einem Satz an jeder Stelle inO li-
near unabhÄangiger Vektorfelder (A®0) j (q) t j (q) fortsetzen, die innerhalbO konstant
in dem Sinne sind, da¼ Ihre kovarianten Ableitungen (bzgl.M ) dort verschwinden.

Dann ist zu vermuten, da¼ dieChristoffel -Symbole in Koordinatenq®0
ver-

schwinden, die die (A10) j ; : : : ; (A (n¡ 1)0) j als Tangentenvektoren haben, also den Be-
dingungen

@qj

@q®0 = ( A®0) j (q) (1.27)

genÄugen. Solche Koordinaten wÄaren mit

(A®0
) j (q)(A®0)k(q) = ±k

j : (1.28)

Version vom 26. M Äarz 2009

23Man kann auch umgekehrt zeigen (siehe z.B. (Goenner, 1996, Abschn. 8.4.2)), da¼ (1.22) unter
der Symmetrievoraussetzung ¡mlj = ¡ m

jl aus (1.24) und Erhaltung der Vektorl Äange bei Parallelver-
schiebung folgt. Ohne diese Voraussetzung (man spricht dann vonTorsion ) charakterisiert ( 1.26)
dann zwar immer noch die Kurven, die man alszu sich selbst parallel bezeichnet, i.a. jedoch
nicht mehr die GeodÄaten!

24Daher sagt man auch, da¼ durch dieChristoffel -Symbole (bzgl. (q1; : : : ; qn ¡ 1)) eine lineare
Konnexion (zwischen Vektoren an unterschiedlichen Stellen vonM ) gegeben sei.
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durch

q®0 def=
Z q

¹q
(A®0

) j (q) dqj (1.29)

gegeben, wobei ¹q einen willkÄurlich gewÄahlten Bezugspunkt ausO bezeichnet.

Anmerkung: Die A ®0
bilden die zu denA ®0 reziproke Basis und es gilt

(A®0
) j = g®0¯ 0

gjk (A ¯ 0)k :

Beweis: Aus (1.28) folgt
³

(A®0
) j (A ¯ 0) j

´
(A®0)k = ( A ¯ 0)k

und daraus aufgrund der UnabhÄangigkeit der A ®0

(A®0
) j (A ¯ 0) j = ±®0

¯ 0 ;

also die behauptete ReziprozitÄat.

Da¼ (1.28) mit ( A®0
) j = g®0¯ 0

gjk (A ¯ 0)k tatsÄachlich erfÄullt ist, erkennt man gemÄa¼

g®0¯ 0
gjl (A ¯ 0) l (A ¯ 0)k =

(1.27)
g®0¯ 0

gjk
@ql

@q̄ 0
@qk

@q® 0

= gkl gjl

= ±k
j :

Wir wollen deshalb zunÄachst zeigen, da¼ die De¯nitionen (1.29) erlaubt, die an-
gegebenen Integrationen also von der Wahl des Weges von ¹q nach q unabhÄangig
sind.

Dazu beachten wir, da¼ aus der `Konstanz' der VektorfelderA®0 nach (1.23) und
(1.28)

¡ j
km (q) = ¡ (A®0

)m (q)
@

@qk
(A®0) j (q)

und somit nach (1.28)

¡ j
km (q) = +( A®0) j (q)

@
@qk

(A®0
)m (q) 8 q 2 O : (1.30)

folgt. Aufgrund der Symmetrie derChristoffel -Symbole in den unteren Indizes
folgt daraus

(A®0) j (q)
µ

@
@qk

(A®0
)m (q) ¡

@
@qm

(A®0
)k(q)

¶
= 0 ;

und damit
@

@qk
(A®0

)m (q) ¡
@

@qm
(A®0

)k(q) = 0 ;

d.h. die notwendige Rotationsfreiheit.25 Die De¯nitionen (1.29) sind also erlaubt und
aus ihnen folgt

@q®
0

@qj
= ( A®0

) j (q) : (1.31)

Version vom 26. M Äarz 2009

25Vgl. Fu¼note29.
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Bildet man hier beiden Seiten die inverse Matrix, so ergibt sichtatsÄachlich (1.27)
und daraus mit (1.31) fÄur die Christoffel -Symbole (1.30) schlie¼lich:

¡ j
km (q) =

@qj

@q®0

@
@qk

@q®
0

@qm
:

Daraus erkennt man, das dieChristoffel -Symbole in denq®0
-Koordinaten ver-

schwinden. Umgekehrt ist es o®ensichtlich, da¼ der Paralleltransport in O wegun-
abhÄangig ist, wenn dort ein Koordinatensystem existiert, in dem dieChristoffel -
Symbole verschwinden.26 Wir sehen also:

Der Paralleltransport ist genau dann in der Umgebung eine Punktes we-
gunabhÄangig, wenn fÄur eine Umgebung dieses Punktes ein Koordinaten-
system existiert, bzgl. dessen dieChristoffel -Symbole verschwinden.

Das Verschwinden derChristoffel -Symbole in einem Koordinatensystems aber
gleichbedeutend mit der Konstanz der Komponenten des metrischen Tensors27 bzgl.
dieses Koordinatensystems.

Beweis: GemÄa¼ (1.22) folgen aus dem der Verschwinden derChristoffel -Symbole
die Gleichungen

gjn;l + gln;j ¡ gjl;n = 0 ; gjl;n + gnl;j ¡ gjn;l = 0 :

Indem man beide addiert erhÄalt man

gln;j = 0

(wegengnl = glb ).

Kr Äummungstensor

Wir wollen nun zeigen, da¼ (inO) genau dann ein Koordinatensystem existiert,
in dem die Christoffel -Symbole verschwinden, wenn (inO) der Riemann sche
Kr Äummungstensor 28

Rl
mkj

def=
¡
¡ l

mj;k ¡ ¡ l
mk;j

¢
+

¡
¡ l

rk ¡ r
mj ¡ ¡ l

rj ¡ r
mk

¢
(1.32)

von M verschwindet.

ZunÄachst ist klar, da¼ im Falle der WegunabhÄangigkeit der Parallelverschie-
bung | also im Falle der (lokalen) Existenz unabhÄangiger konstanter Vektorfelder
(A10) l ; : : : ; (A10) | der Kr Äummungstensor verschwindet.

Version vom 26. M Äarz 2009

26In solchen Koordinaten ist Parallelverschiebung ja mit Konstanz der Vektorkomponenten
gleichbedeutend.

27Die Konstanz der Komponenten des metrischen Tensors bedeutet jedoch nicht, da¼ die Un-
termannigfaltigkeit lokal ungekr Äummt im naiven Sinne ist. O kÄonnte durchaus Teil einer Zylinder-
oder Kegel-Ober°Äache sein.

28Bzgl. des Tensorcharakters siehe (1.46).
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Beweis: Durch wiederholte Ausnutzung des Verschwindens der kovarianten Ablei-
tung der (A®0) l ergibt sich

0 =
@

@qk
¡
r j (A®0) l ¢¡

@
@qj

¡
r k (A®0) l ¢

=
(1.23)

@
@qk

¡
¡ l

mj (A®0)m ¢
¡

@
@qj

¡
¡ l

mk (A®0)m ¢

=
Produktr :

Rl
mkj (A®0)m

Aufgrund der RegularitÄat der Matrix der ( A®0)m folgt daraus Rl
mkj = 0 .

Den genauen Zusammenhang zwischenRiemann schem KrÄummungstensor und
Parallelverschiebung lÄangs geschlossener Kurven liefert das folgende

Lemma 1.1.1

Gegeben: (i) o®ene TeilmengeO von M
(ii) Koordinatensystemq1; : : : ; qn¡ 1 von O
(iii) hinreichend gutartige Abbildung

q : [0; 1] £ [0; 1] ¡! O
(s; t) 7¡! q(s; t) b= ( q1(s; t); : : : ; qn¡ 1(s; t))

(iv) Vektor ¹A an der Stelle¹q = q(0; 0)

Behauptung:

sup²2 (0;1) ²¡ 3
¯
¯¡ ¹A l

² ¡ ¹A l
¢

¡ 1
2Rl

jkm (¹q) ¹A j f ²
km

¯
¯

< 1 fÄur l = 1; : : : ; n ¡ 1;

wobei:

C²
def=

½
Bild unter q des mathematisch positiv
orientierten Randes von[0; ²] £ [0; ²]

¹A ²
def= Parallelverschiebung von¹A lÄangsC²

f ²
km def=

1
2

Z

C²

¡
(qk ¡ ¹qk) dqm ¡ (qm ¡ ¹qm ) dqk

¢
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²
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Beweis: 29 Sei f q² (t); t 2 [0; 4²]g jeweils die natÄurliche Parametrisierung von C² mit-
hilfe der WeglÄange lÄangs des mathematisch positiv orientierten Randes von [0; ²]£ [0; ²]
und f A ² (t)gt 2 4² die zugehÄorige Schar lÄangs C² parallelverschobener Vektoren mit
A ² (0) = ¹A. Dann ist also A ² (t) LÄosung des Di®erentialgleichungssystems (1.24),
waraus man mithilfe desPicard-Lindel Äof -Verfahrens (siehe z.B. Abschn.5.1.3von
(LÄucke, ein)) erkennt, da¼

sup
² 2 (0; 1)
t 2 (0; 4²)

² ¡ 1
¯
¯A j

² (t) ¡ A j
² (0)

¯
¯ < 1

und somit

sup
² 2 (0; 1)
t 2 (0; 4²)

² ¡ 2

¯
¯
¯
¯

Z t

0
¡ j

kl (q² (t0)) Ak
² (t0) _ql

² (t
0) dt0 ¡ ¡ j

kl (¹q) ¹Ak ¡
ql

² (t) ¡ ¹ql ¢
¯
¯
¯
¯ < 1

gilt. Mit ( 1.24) folgt daraus

sup
² 2 (0; 1)
t 2 (0; 4²)

² ¡ 2
¯
¯
¯A ² (t) j ¡ ¹A j + ¡ j

lk (¹q) ¹A l ¡
qk

² (t) ¡ ¹qk ¢̄̄
¯ < 1 :

und somit, wiederum nach (1.24),

sup
² 2 (0 ;1)

² ¡ 3

¯
¯
¯
¯
¡ ¹A l

² ¡ ¹A l ¢+
Z

C²

¡ l
rm (q)

¡ ¹A r ¡ ¡ r
jk (¹q) ¹A j (qk ¡ ¹qk )

¢
dqm

¯
¯
¯
¯

= sup
² 2 (0 ;1)

² ¡ 3

¯
¯
¯
¯¡

Z

C²

¡ l
rm (q)

¡
(A ² )r (q) ¡ ¹A r + ¡ r

jk (¹q) ¹A j (qk ¡ ¹qk )
¢

dqm

¯
¯
¯
¯

< 1 :

Mit 30

sup
² 2 (0 ;1)

² ¡ 3

¯
¯
¯
¯

Z

C²

¡ l
rm (q)

¡ ¹A r ¡ ¡ r
jk (¹q) ¹A j (qk ¡ ¹qk )

¢
dqm

¡
¡
¡ l

jm;k ¡ ¡ j
rm ¡ r

jk

¢
jq =¹q

¹A j
Z

C²

(qk ¡ ¹qk ) dqm

¯
¯
¯
¯

< 1

und
Z

C²

(qk ¡ ¹qk ) dqm =
Z

C²

(qk ¡ ¹qk ) dqm ¡
1
2

Z

C²

d
¡
(qk ¡ ¹qk )(qm ¡ ¹qm )

¢
= f ²

km

folgt daraus die Behauptung.

Version vom 26. M Äarz 2009

29Dieser Beweis entspricht einer Anpassung der Argumentation
Z

C²

Bm (q)dqm ¼
Z

C²

¡
Bm (¹q) + Bm;k (¹q)(qk ¡ ¹qk )

¢
dqm =

1
2

(Bm;k (¹q) ¡ Bk;m (¹q)) f km
²

zur In¯nitesimalversion des Stokes schen Satzes auf den Fall

Bm (q) = ¡ l
jm (q)A j (q) ; A j (q) nur auf C² n f ¹qg de¯niert

(vgl. (Einstein, 1956, S.49).)
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Bereits aus Lemma1.1.1 lÄa¼t sich der Tensor-Charakter von (1.32) ablesen. Be-
quemer ist dafÄur aber die Gleichung31

[r j ; r k ]A l = Rl
mjk Am ; (1.33)

die sich einfach nachrechnen lÄa¼t.

Beweis von ( 1.33): FÄur (hinreichend gutartige) Vektorfelder A gilt

A l
;k ;l =

³
A l

;k + ¡ l
mk Am

´

;j
= A l

;k;l + ¡ l
mk;j Am + ¡ l

mk Am
;j + ¡ l

mj Am
;k + ¡ l

rj ¡ r
mk Am

=
³

¡ l
mk;j + ¡ l

rj ¡ r
mk

´
Am + ( j -k-symmetrischer Ausdruck) :

Die Behauptung folgt damit direkt aus der De¯nition des Kr Äummungstensors.

Aus Lemma1.1.1ergibt sich nun aber der folgende

Satz 1.1.2 Die Parallelverschiebung ist innerhalb einer gegebenen o®enen Teil-
mengeO von M genau dann WegunabhÄangig, wenn dort derRiemann sche KrÄum-
mungstensor verschwindet.

Beweisskizze: Man zerlege einen Weg vom TypC1 aus Lemma1.1.1folgenderma¼en
in kleinere Wegschleifen vom TypC²
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Der Fehler, den man bei Ersetzung der Parallelverschiebung lÄangs einer Teilrandmen-
ge durch Parallelverschiebung lÄangs der komplementÄaren Teilrandmenge begeht, ist
fÄur Wege vom Typ C² nach Lemma von der GrÄo¼enordnung²3, sofern der KrÄummungs-
tensor verschwindet. Um fÄur den Weg vom Typ C1 von der Parallelverschiebung lÄangs
einer Teilrandmenge zur Parallelverschiebung lÄangs der komplementÄaren Teilrand-
mengeÄuberzugehen benÄotigt man aber nur eine Anzahl solcher Ersetzungen fÄur Wege
vom Typ C² von der GrÄo¼enordnung²2. FÄur ² ! 0 erkennt man daraus, da¼ das Ver-
schwinden des KrÄummungstensors die WegunabhÄangigkeit der Parallelverschiebung
impliziert. Die Umkehrung war bereits zu (1.32) angemerkt.
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30Man beachte, da¼
R

C²
dqm = 0.

31Im Falle ¡ m
jk 6= ¡ m

kj ist auf der rechten Seite noch
³

¡ m
jk ¡ ¡ m

kj

´
A l

;m zu addieren.
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1.2 Pseudo- Riemann sche Mannigfaltigkeiten

1.2.1 ÄUbertragung di®erentialgeometrischer Konzepte

Im kÄummungsfreien,n-dimensionalen, lokal euklidischen Raum existiert stets ein
lokales Koordinatensystemq¹1; : : : ; q¹n , dessen Tangentenvektoren an jeder Stelle eine
Orthonormalbasis des zugehÄorigenTangenten vektorraumes bilden, wobei sich diese
Basen auseinander durch wegunabhÄangige Parallelverschiebung ergeben.32 Die zu-
gehÄorigen kovarianten Komponenten des metrischen Tensors sind dementsprechend

g¹j ¹k(q) =
½

1 fÄur ¹j = ¹k
0 sonst

8 q (1.34)

FÄur Untermannigfaltigkeiten ist das i.a. nicht mehr der Fall, was uns auf die Be-
gri®sbildungen von Abschnitt1.1.3 fÄuhrte.

Von der Speziellen RelativitÄatstheorie ist uns bekannt, da¼ man sie am zweckmÄas-
sigsten in einem kÄummungsfreien, 4-dimensionalen,pseudo-euklidischen Raum-
Zeit-Kontinuum beschreibt. Die ausgezeichneten Koordinatensystemeq¹0; : : : ; q¹3 sind
dann diejenigen, deren TangentenvektorenLorentz -Basen sind, d.h. orthonormal
bzgl. der inde¯niten Minkowski -Metrik:

g¹®¹̄ (q) = ´ ¹®¹̄
def=

8
<

:

+1 f Äur ¹® = ¹̄ = ¹0
¡ 1 fÄur ¹® = ¹̄ 2 f ¹1; ¹2; ¹3g

0 sonst
8 q (1.35)

Es liegt also nahe, Untermannigfaltigkeiten (hÄoherdimensionaler)pseudo-euklidi-
scher RÄaume zu untersuchen. Das fÄuhrt uns auf die Theoriepseudo- Riemann scher
Mannigfaltigkeiten , d.h. di®erenzierbarer Mannigfaltigkeiten mit einem me-
trischen Tensorg, dessen zugeordnete (q-abhÄangige) Bilinearformg(A; B ) def= g®¯ A®B ¯

nicht entartet,33 aber in de¯nit ist.

Erl Äauterung: Di®erenzierbarkeit meint, da¼ ein maximales System lokaler Koor-
dinatisierungen ausgezeichnet ist, fÄur das alle zugehÄorigen Koordinatentransforma-
tionen beliebig di®erenzierbar sind (siehe z.B. AnhangA.1 von (LÄucke, mech)).

Fast alle ÄUberlegungen von Abschnitt1.1.3 lassen sich sinngemÄa¼Äubertragen:

Hoch und tief gestellteTensor -Indizes sind bei Koordinatenwechsel entspre-
chend zu transformieren, also z.B

T ° 0

®0̄ 0 =
@q®

@q®0

@q̄
@q̄0

@q°
0

@q°
T °

®¯ (1.36)
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32Daher werden diese Basen oft stillschweigend identi¯ziert. Am Beispiel der Zylinderober°Äache
kann man aber deutlich sehen, da¼ dies eigentlich nicht ganz gerechtfertigt ist.

33Nicht entartet hei¼t fÄur endlichdimensionale VektorrÄaume: B (A; B ) = 0 8 A =) B = 0 .
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Die Indizes lassen sich im Sinne von (1.17) herauf und (oder) herunter ziehen, wie
z.B. in

T °
®¯ = g®¹ g°º T ¹

¯º ; (1.37)

wobei dieg°º gemÄa¼ (1.16) festgelegt sind:

g®¹ g¹¯ = ±®
¯ =

½
1 fÄur ® = ¯
0 sonst

(1.38)

Die Christoffel -Symbole werden wie in (1.22) durch

g®° ¡ ®
±¯ =

1
2

(ḡ °;± + g±°;¯ ¡ ḡ ±;° ) (1.39)

de¯niert und entsprechend (1.25) zur De¯nition der kovarianten Ableitung be-
nutzt:

T ±
° ®;¯

def= r ¯ T ±
° ®

def=
@

@q°
T ±

° ® ¡ ¡ ²
°¯ T ±

² ® + ¡ ±
²¯ T ²

° ® ¡ ¡ ²
®¯ T ±

° ² : (1.40)

Dabei lÄa¼t sich die kovariante Ableitung auch hier mit Herauf- oder Herunterziehen
von Indizes entsprechend (1.37) vertauschen.

Die Christoffel -Symbole transformieren sich gemÄa¼

¡ ®0

¯ 0° 0 =
@q®

0

@q®
@q̄
@q̄0

@q°

@°0
¡ ®

¯° +
@q®

0

@q̧
@

@q̄0

@q̧
@q° 0 (1.41)

und daraus folgt, da¼ (1.40) tatsÄachlich Tensor-Charakter hat.

Beweis von ( 1.41): De¯nitionsgemÄa¼ gilt

2 ¡ ®0

¯ 0° 0 = g®0¹ 0
(g¯ 0¹ 0;° 0 + g° 0¹ 0;¯ 0 ¡ g¯ 0° 0;¹ 0)

und somit

2 ¡ ®0

¯ 0° 0

= g®0¹ 0 @q̄
@q̄0

@q¹

@q¹ 0

@q°

@q° 0

| {z }
@q®

0

@q®
@q̄
@q̄0

@q°

@q° 0 g®¹

(g¯¹;° + g°¹;¯ ¡ g¯°;¹ )

+ g®0¹ 0
µ

g¯¹
@

@q° 0

µ
@q̄
@q̄0

@q¹

@q¹ 0

¶
+ g°¹

@
@q̄0

µ
@q°

@q° 0

@q¹

@q¹ 0

¶
¡ g¯°

@
@q¹ 0

µ
@q̄
@q̄0

@q°

@q° 0

¶¶
:

Mit

g¯¹
@

@q° 0

µ
@q̄
@q̄0

@q¹

@q¹ 0

¶
= g¯ 0¸ 0

@q̧
0

@q¹
@

@q° 0

@q¹

@q¹ 0 + g¸ 0¹ 0
@q̧

0

@q̄
@

@q° 0

@q̄
@q̄0

und den entsprechenden Gleichungen fÄur die anderen Index-Kombinationen folgt dar-
aus aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen das angegebene Trans-
formationsverhalten der Christoffel -Symbole.
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Um daraus den Tensor-Charakter der kovarianten Ableitung zu erkennen, genÄugt die
Untersuchung von r ® A ¯ :

r ¹ 0A ¸ 0
= A ¸ 0

;¹ 0 + ¡ ¸ 0

¹ 0º 0 A º 0

= @¹ 0

Ã
@q̧

0

@q̧
A ¸

!

| {z }Ã

@¹ 0
@q̧

0

@q̧

!

A ¸

| {z }Ã
@q̧
@qº 0 @¹ 0

@q̧
0

@q̧

!

A º 0

+
@q̧

0

@q̧
A ¸

;¹ 0

| {z }
@q̧

0

@q̧
@q¹

@q¹ 0 A ¸
;¹

+
@q̧

0

@q̧
@q¹

@q¹ 0

@qº

@qº 0 ¡ ¸
¹º

@qº
0

@q°
A°

| {z }
@q̧

0

@q̧
@q¹

@q¹ 0 ¡ ¸
¹º A º

+

Ã
@q̧

0

@q̧
@

@q¹ 0

@q̧
@qº 0

!

| {z }

¡

Ã
@q̧
@qº 0 @¹ 0

@q̧
0

@q̧

!

A º 0

=
@q̧

0

@q̧
@q¹

@q¹ 0 r ¹ A ¸ :

Eine der Kurve C = f q(t) b= q1(t); : : : ; qn (t); t 2 [t1; t2]g zugeordnete Vektorschar
f A(t)gt2 [t1 ;t 2 ] wird als konstant bezeichnet, wenn sie dem Gleichungssystem

_A® + ¡ ®
¹¯ A ¹ _q¯ = 0 (1.42)

genÄugt. FÄur solche Scharen gilt wieder

d
dt

¡
g®¯ (q(t))A®(t)A ¯ (t)

¢
= 0 ; (1.43)

was gemÄa¼ (1.42) zu
r ¹ g®¯ = 0 (1.44)

Äaquivalent ist.

Beweis: FÄur LÄosungenA der GeodÄatengleichung gilt

d
dt

¡
g®¯ A®A ¯ ¢

= _g®¯|{z}
= g®¯;º _qº

A®A ¯ ¡ g®¯ ¡ ®
¹º A ¹ _qº A ¯ ¡ g®¯ A® ¡ ¯

¹º A ¹ _qº

= g®¯ ;º A®A ¯ _qº :

Da A und _q an einer vorgegebenen Stelle beliebig gewÄahlt werden kÄonnen. folgt daraus
die Behauptung.

Man bezeichnetB(q(t2)) als Resultat der Parallelverschiebung von A(q(t1))
lÄangs C, wenn eine aufC konstante Schar f A®(t)gt2 [t1 ;t 2 ] existiert mit A(t1) =
A(q(t1)) und A(t2) = B(q(t2)).

Auch fÄur pseudo-Riemann sche Mannigfaltigkeiten gilt Lemma1.1.1 entspre-
chend mit dem Riemannschen KrÄummungstensor

R±
®°¯

def=
¡
¡ ±

®¯;° ¡ ¡ ±
®°;¯

¢
+

¡
¡ ±

½°¡
½
®¯ ¡ ¡ ±

½¯¡
½
®°

¢
; (1.45)
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dessen Verschwinden in der Umgebung eine Punktes notwendig und hinreichend
dafÄur ist, da¼ der Paralleltransport in dieser Umgebung wegunabhÄangig ist. Letzteres
garantiert wiederum, da¼ fÄur eine Umgebung des Punktes ein Koordinatensystem
q¹1; : : : ; q¹n existiert, bzgl. dessen dieChristoffel -Symbole verschwinden und somit
die g¹®¹̄ konstant sind.

Auch die Gleichung
[r ®; r ¯ ]A° = R°

¹®¯ A ¹ (1.46)

folgt im pseudo-Riemann schen Fall genau so wie imRiemann schen.

FÄur die De¯nition der GeodÄaten legt man jetzt allerdings besser das Variations-
prinzip

±
Z t2

t1

g®¯ (q(t)) _q®(t) _q¯ (t) dt = 0

zugrunde, das wiederum auf dieGeod Äatengleichung

Äq® + ¡ ®
¯° _q¯ _q° = 0 (1.47)

fÄur a±ne34 Parametrisierung fÄuhrt.

Beweis: Die entsprechendenEuler-Lagrange -Gleichungen sind

d
dt

(2 g®¯ _q®) ¡ g®°;¯ _q® _q° = 0 ;

also
2g®¯ Äq® + 2 g®¯;° _q® _q° ¡ g®°;¯ _q® _q° = 0 : (¤)

Das ist Äaquivalent zu

0 = 2 g®¯ Äq® + ( g®¯;° + g°¯;® ¡ g®°;¯ )
| {z }

=2 g±¯ ¡ ±
®°

_q® _q°

= 2 g®¯

³
Äq® + ¡ ®

±° _q± _q°
´

;

also zur GeodÄatengleichung fÄur a±ne Parametrisierung. Die A±nit Äat der Parametri-
sierung folgt auch aus (*) durch Kontraktion mit _q¯ :

0 = 2 g®¯ Äq® _q¯ + g®¯;° _q® _q¯ _q°

=
d
dt

¡
2g®¯ _q® _q¯ ¢

:
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34Eine Kurve f q(t)gt hei¼t a±n parametrisiert , wenn (1.43) fÄur A(t) = _q(t) gilt (was f Äur
NullgeodÄaten allerdings nichts besagt).
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1.2.2 Die Geod Äatenhypothese

Ein Massenpunkt, der auf eine gekrÄummte FlÄache im R3 gebunden ist, dabei dem
D'Alembert schen Prinzip genÄugt und keinen Äau¼eren KrÄaften ausgesetzt ist, be-
wegt sich bekanntlich auf GeodÄaten dieser FlÄache (siehe z.B. Abschnitt3.1.1.1von
(LÄucke, mech)). Man hat damit die wirkenden KrÄafte (reine ZwangskrÄafte) `weit-
gehend' auf die Geometrie des Kon¯gurationsraumes (gekrÄummte FlÄache) zurÄuck-
gefÄuhrt. Nur `weitgehend' deshalb, weil der Betrag der Bahngeschwindigkeit auf den
GeodÄaten noch nicht festgelegt ist.Einstein 's Idee war es, die GravitationskrÄafte
als eine Art `Vierer-ZwangskrÄafte' aufzufassen, die sich `vollstÄandig'35 auf die Geo-
metrie der als gekrÄummt anzusehenden Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit zurÄuckfÄuhren
lassen.

Das sollte deshalb mÄoglich sein, weil die BewegungsablÄaufe von Test-Massen-
punkten36 im Gravitationsfeld erfahrungsgemÄa¼ von der trÄagen Masse unabhÄangig
sind ( ÄAquivalenzprinzip ), wenn sie keinen weiterenÄau¼eren KrÄaften ausgesetzt
sind.

Es gilt also, jeweils eine 4-dimensionale, pseudo-Riemann sche Mannigfaltigkeit
zu ¯nden, fÄur die die BewegungsablÄaufe von Test-Massenpunkten im gegebenen Gra-
vitationsfeld (zeitartigen) GeodÄaten entsprechen.

Als am Punkt ¹q geodÄatische Koordinaten 37 bezeichnet man solche Koordi-
naten, bzgl. derer dieChristoffel -Symbole (1.39) an der Stelle ¹q verschwinden.
Da sich dieChristoffel -Symbole nicht wie Tensor-Komponenten transformieren,
sondern gemÄa¼ (1.41), sieht man leicht, da¼ zu jedem Punkt ¹q tatsÄachlich geodÄatische
Koordinaten existieren.

Beweis: FÄur hinreichend kleine q00
= q̂0; : : : ; q30

= q̂3 ist die Transformation

q̂¹ 7¡! q®(q00
; : : : ; q30

) def= ¹q® + q̂® ¡
1
2

¡ ®
¯° (¹q) q̂¯ q̂°

umkehrbar, soda¼ dieq¹ 0
als Koordinaten einer Umgebung von ¹q angesehen werden

kÄonnen. Mit µ
@q®

@̂q¯

¶

j q̂ =0

= ±®
¯ =

µ
@̂q®

@q̄

¶

jq =¹q
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35`VollstÄandig' in dem Sinne, da¼ unterschiedliche Parametrisierungen der Bahnkurven (Welt-
linien ) im 4-dim. Raum-Zeit -Kontinuum nicht mehr physikalisch unterschiedlichen Bewegungs-
ablÄaufen entsprechen.

36Test-Massenpunkte zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus:

² Ihre Masse ist so klein, da¼ sie keinen wesentlichen Ein°u¼ auf die felderzeugenden Massen
hat.

² Sie fÄullen ein Gebiet aus, dessen Ausdehnung so gering ist, da¼ sich darin das Gravitations-
feld nicht wesentlich Äandert.

² Man interessiert sich lediglich fÄur die Bewegung ihres Schwerpunktes (Ort des Mas-
sen`punktes').

37Vgl. Fu¼note14.
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und
@

@̂q°

µ
@q®

@̂q¯

¶

j q̂ =0

= ¡ ¡ ®
¯° (¹q)

folgt dann die Behauptung.

Nach (1.44), (1.40) und (1.39) gilt

¡ ¹
º¸ (¹q) = 0 8 ¹; º; ¸ () g®¯;° (¹q) = 0 8 ®; ¯; ° : (1.48)

Daher existieren zu jedem Weltpunkt ¹q lokale Koordinaten q00
; : : : ; q30

, die den Be-
dingungen

@
@q° 0g®0̄ 0(¹q) = 0 ; jg®0̄ 0(¹q)j =

½
1 fÄur ®0 = ¯ 0

0 sonst

genÄugen (Beweis als ÄUbungsaufgabe E1 ). Da die Metrik diejenigen Raum-Zeit-
AbstÄande beschreiben soll, die sich durch Ausmessung der Raum-Zeit-Geometrie mit
Uhren und Ma¼stÄaben ergeben, die lokal der Speziellen RelativitÄatstheorie genÄugen
(Verhalten derselben unabhÄangig von Vorgeschichte), sollte sich das zu

@
@q° 0g®0̄ 0(¹q) = 0 ; g(¹q)®0̄ 0 =

8
<

:

+1 f Äur ®0 = ¯ 0 = 00

¡ 1 fÄur ®0 = ¯ 0 2 f 10; 20; 30g
0 sonst

(1.49)

prÄazisieren lassen. Bzgl. solcher geodÄatischer Koordinaten erscheint das Raum-Zeit-
Kontinuum um ¹q herum in erster NÄaherung wie der lineareMinkowski -Raum, der
durch GeodÄaten gegebene Bewegungsablauf dementsprechend beschleunigungsfrei.
Mit anderen Worten:

Das Gravitationsfeld lÄa¼t sich an jeder Stelle in erster NÄaherung `weg-
transformieren' (Einheitliche Natur von TrÄagheit und Gravitation).

ÄUbungsaufgabe E2: Man untersuche die GeodÄaten des linearenMinkowski -
Raumes und erklÄare damit das Zwillingsparadoxon.

Als einfacher Test der GeodÄatenhypothese sei eine gemÄa¼

g®¯ (q(t)) _q®(t) _q¯ (t) = c2

parametrisierte (zeitartige ) GeodÄate betrachtet, fÄur die dann (1.47) gilt. Unter den
Voraussetzungen

g®¯ ¡ ´ ®¯ ¿ 1 geringe KrÄummung
g®¯; 0 ¿ g®¯;j fÄur j = 1; 2; 3 vernachlÄassigb. Zeitanbh. d. Gravit.

_qj ¿ _q0 nichtrelativistische Bewegung
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gilt dann
q0(t) ¼ ct + q0(0)

und somit fÄur j 2 f 1; 2; 3g :

Äqj =
(1.47)

¡ ¡ j
®¯ _q® _q¯

¼ ¡ c2 ¡ j
00

=
(1.39)

¡
c2

2
gjº (2 g0º; 0 ¡ g00;º )

¼ ¡
c2

2
g00;j :

Die GeodÄatenhypothese reproduziert also in geeigneter NÄaherung dieNewton sche
Gravitationstheorie, wobei c2

2 g00 (bis auf eine additive Normierungskonstante) dem
Gravitationspotential entspricht! Zu jedem Punkt der Mannigfaltigkeit existieren
aber Koordinaten, in denen die ersten Ableitungen vong®¯ verschwinden.

1.2.3 Relativbeschleunigung

In der Newton schen Theorie zeigt sich das Vorhandensein eines `wahren' (also
nicht homogenen) Gravitationsfeldes in karthesischen Koordinaten daran, da¼ be-
nachbarte Test-Massenpunkterelativ zueinander beschleunigt werden:

Sei f xs(t)gs eine Schar von LÄosungen der dem Gravitationspotential ©(x) ent-
sprechenden Bewegungsgleichung

Äx(t) = ¡ grad ©(x(t)) : (1.50)

Dann gilt in karthesischen Koordinaten:
µ

@
@t

¶ 2 µ
@
@s

(xs) j (t)
¶

=
@
@s

(Äxs) j (t) = ¡
@
@s

(xs)k(t)
@

@xk
@

@xj
©(x) jx = x s ( t )

: (1.51)

Wir wollen den entsprechendenVektor fÄur das pseudo-euklidische Raum-Zeit-
Kontinuum angeben:

Sei alsof (qs)º (t)gs eine Schar a±n parametrisierter GeodÄaten. Dann ergibt sich
fÄur deren in¯nitesimale Abweichung:38

(( _qs)®(t)r ®)
¡
( _qs)¯ (t)r ¯

¢ @
@s

(qs)¹ (t) =
µ

@
@s

(qs)º (t)
¶

R¹
®¯º (qs(t)) ( _qs)®(t)( _qs)¯ (t)

(1.52)
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38Hier bezeichnet (( _qs)®(t)r ®) die kovariante Ableitung in Richtung der GeodÄaten f qs(t)gt ,
die fÄur Vektorscharen f (As)¹ (t)gt auf f qs(t)gt (also z.B. (As)¹ (t) =

¡
@
@sqs

¢¹
(t)) erkl Äart ist:

¡
( _qs)¯ (t)r ¯

¢
(As)¹ (t) def=

d
dt

(As)¹ (t) + ¡ ¹
®¯

¡
qs(t)

¢
(As)®(t)( _qs)¯ (t) :
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Beweis von ( 1.52): Wenn wir einfach q statt qs schreiben, gilt

( _q®r ®)
¡

_q¯ r ¯
¢ @

@s
q°

= _q®r ®
@
@s

_q° + _q®r ®

µ
_q¯ ¡ °

±®
@
@s

q±
¶

=
@
@s

Äq± + _q® ¡ °
¹®

@
@s

_q¹ +
d
dt

µ
_q¯ ¡ °

±¯
@
@s

q±
¶

+ _q® _q¯ ¡ °
¹® ¡ ¹

±¯
@
@s

q±

=
@
@s

Äq± + 2 _q® ¡ °
¹®

@
@s

_q¹ + _q® _q¯ ¡ °
±¯;®

@
@s

q± + _q® _q¯ ¡ °
¹® ¡ ¹

±¯
@
@s

q± + Äq¯ ¡ °
±¯| {z }

¡ _q® _q¯ ¡ ¹
®¯ ¡ °

±¹

@
@s

q± :

Mit
@
@s

Äq° = ¡
@
@s

³
_q® _q¯ ¡ °

®¯

´

= ¡ _q® _q¯ ¡ °
®¯;±

@
@s

q± ¡ 2 _q® ¡ °
®¯

@
@s

_q¯

und
_q® _q¯ ¡ °

¹® ¡ ¹
±¯ = _q® _q¯ ¡ °

¹¯ ¡ ¹
®±

folgt daraus die Behauptung.

Der Riemann sche Tensor, 2-fach verjÄungt mit _qs, Äubernimmt also bzgl.
der gekrÄummten Raum-Zeit in gewisser Weise die Rolle, die die zweiten
Ableitungen des Gravitationspotentials bzgl. des °achen Raumes spielen.

1.2.4 Feldgleichungen

Die GeodÄatenhypothese legt fest, wie die Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums auf
Testmassen wirkt. Nach Einstein sollte auch umgekehrt die Gesamtheit aller Mate-
rie (auch die elektromagnetischer Form) die Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums
bestimmen. Dieser GesetzmÄa¼igkeit sollte eine lokale Feldgleichung zugrunde liegen,
die entsprechend1.2.3 in etwa der Poisson schen Gleichung

4 © = 4¼°½ (1.53)

der Newton schen Gravitationstheorie entspricht, in der © das Gravitationspoten-
tial, ° die Gravitationskonstante und½die Massendichte bezeichnet. Im Vakuum,
liegt es nach1.2.3somit nahe, fÄur alle GeodÄaten

Rº
®¯º (q(t)) _q®(t) _q¯ (t) = 0

zu verlangen. Daher39 hatte Einstein 1915 fÄur das Vakuum die Feldgleichungen
R®¯ = 0 vorgeschlagen, wobei

R®¯
def= Rº

®¯º (1.54)
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39Man sieht leicht, da¼R®¯ symmetrisch ist, denn:

¡ ¹
®¹;¯ =

1
2

g¹º g¹º;®;¯ ; ¡ ¹
º¯ ¡ º

®¹ = ¡ ¹
¯º ¡ º

®¹ = ¡ ¹
®º ¡ º

¯¹ :
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den sog.Ricci -Tensor bezeichnet.
Dabei ist es natÄurlich wichtig, da¼ diese Feldgleichungen weniger verlangen, als

das Verschwinden desRiemann schen KrÄummungstensors.

Innerhalb einer Materieverteilung liegt es zunÄachst nahe, denRicci -Tensor mit
einem Vielfachen des Energie-Spannungs-Tensors gleichzusetzen. Man setzt jedoch
als Feldgleichungen der Gravitation

R®¯ (q) ¡ 1
2g®¯ (q) g¹º (q) R¹º (q) + ¤ g®¯ (q) = ¡ · M ®¯ (q) ;

wobei: M ®¯ = Energie-Spannungs-Tensor der Materie
(1.55)

an,40 weil hierausautomatisch der uns in geodÄatischen Koordinaten vertraute Er-
haltungssatz41

M ®¯
;¯ = 0 (1.56)

folgt (Beweis als ÄUbungsaufgabe E3 ). Letzteres erklÄart den Faktor ¡ 1
2, nicht

jedoch den Zusatzterm mit der willkÄurlichen kosmologischen Konstanten ¤.

Die ErwÄagung eineskosmologischenZusatzterms ¤g®¯ beruht auf einer formalen
BegrÄundung des Feldtensors:42

In geodÄatischen Koordinaten nimmt derRiemann sche KrÄummungstensor (1.45)
eine besonders einfache Form

(1.49) =) R®0̄ 0¹ 0º 0(¹q) = 1
2 (gº 0®0;¯ 0;¹ 0(¹q) ¡ ḡ 0º 0;®0;¹ 0(¹q)

¡ g¹ 0®0;¯ 0;º 0(¹q) + ḡ 0¹ 0;®0;º 0(¹q))
(1.57)

an43 (Beweis als ÄUbungsaufgabe E4 ). In dieser Form lassen sich die Symmetrie-
eigenschaften desRiemann schen KrÄummungstensors bequem ablesen:

1. R®¯¹º = ¡ R®¯º¹

2. R®¯¹º + R®¹º¯ + R®º¯¹ = 0

3. R®¯¹º = ¡ R¯®¹º

4. R®¯¹º = Rº¹¯®
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40Bzgl. der Konstanten · sowie der De¯nition des Energie-Spannungs-Tensors siehe2.2.
41FÄur gekrÄummte Raum-Zeit ist das Konzept von Energie und Impuls allerdings noch zu schlecht

verstanden, als da¼ man (1.56) direkt rechtfertigen k Äonnte. So begrÄundet man das Vorgehenheu-
ristisch mit einer Verallgemeinerung des ÄAquivalenzprinzips: Den Grundbeziehungen bzgl. der
°achen Raum-Zeit sollten i.a. { von den Gravitationsgleichungen abgesehen { bzgl. allgemeiner
Koordinaten konsistent formulierte Grundbeziehungen entsprechen, die in geodÄatischen Koordina-
ten mÄoglichst gleiche Gestalt annehmen. Oft genÄugt es dazu, partielle Ableitungen durch kovariante
Ableitungen zu ersetzen.

42Vgl. ( Lovelock, 1972).
43Hier wurde (1.37) sinngemÄa¼ angewandt:R®0¯ 0¹ 0º 0(¹q) def= g®0¹ 0R¹ 0

¯ 0¹ 0º 0(¹q)
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Weitere allgemeine Symmetrieeigenschaften besitztR®¯¹º o®ensichtlich nicht, hat
also 20 unabhÄangige Komponenten (Beweise alsÄUbungsaufgabe E5 ).

WÄahlt man die geodÄatischen Koordinaten speziell alsRiemann sche Normalko-
ordinaten ,44 so vereinfacht sich die Beziehung zwischen demRiemann schen Ten-
sor und den 2. Ableitungen derg®0̄ 0 noch weiter:

g®0̄ 0;¹ 0;º 0 = ¡
1
3

(R®0¹ 0̄ 0º 0 + R®0º 0̄ 0¹ 0) :

Damit l Äa¼t sich folgendes zeigen:45

Ein symmetrischer TensorS®¯ , der sich aus denq®¯ sowie deren Ablei-
tungen maximal 2. Ordnung `bilden' lÄa¼t und dabei linear in den Ablei-
tungen 2. Ordnung ist, mu¼ stets von der Form

S®¯ (q) = a R®¯ (q) + b g®¯ (q)g¹º (q)R¹º (q) + c g®¯ (q)

mit konstanten a; b und c sein.

Eine zwingende BegrÄundung fÄur die Feldgleichungen (1.55) { deren Kompatibi-
lit Äat nicht einmal sofort zu erkennen ist46 { l Äa¼t sich natÄurlich nicht angeben. Ihre
eigentliche Rechtfertigung beruht { wie fÄur jede Theorie { auf der experimentellen
BestÄatigung ihrer Konsequenzen.

Die LÄosungen der Feldgleichungen (1.55) sind jedoch i.a. sehr schwer unter Kon-
trolle zu bringen, da sie { im Gegensatz z.B. zu denMaxwell schen Gleichungen {
nichtlinear sind.
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44Siehe (Misner et al., 1973, S. 285). hierbei sind nun auch diedritten Ableitungen der
q®0

(q0; : : : ; q3) an der Stelle ¹q geeignet zu wÄahlen.
45Vgl. (Misner et al., 1973, ÄUbungen 17.1|17.3).
46Eine erste grobe AbschÄatzung der Freiheitsgrade berechtigt allerdings zu entsprechender Ho®-

nung: Die linke Seite hat, da sie divergenzfrei ist, 4 Freiheitsgrade weniger als dieMatrix der g®¯ .
Das ist o®enbar im Einklang mit der allgemeinen Kovarianz: Durch geeignete Koordinatenwahl
lassen sich nÄamlich lokal 6 der 10 unabhÄangigen Komponenten vong beliebig festlegen.



Kapitel 2

Analyse der Feldgleichungen

2.1 Die Vakuum-Feldgleichungen ohne kosmolo-
gischen Term

2.1.1 Statische sph Äarisch symmetrische L Äosungen

LÄosungsansatz

FÄur das von Materie freie Raum-Zeit-Gebiet, d.h. fÄur T®¯ = 0, sind die Feldgleichun-
gen (1.55) fÄur ¤ = 0 tats Äachlich Äaquivalent zu denVakuum-Feldgleichungen 1

R®¯ = 0 f Äur ®; ¯ = 0; 1; 2; 3 (2.1)

der metrischen Koe±zienteng¹º .

FÄur diese Feldgleichungen sollen sphÄarisch symmetrische, statische LÄosungen ge-
sucht werden, fÄur die zu jedem Raum-Zeit-Punkt ¹q Koordinaten qº 0

mit ( 1.49) exi-
stieren.

SphÄarisch symmetrisch meint:

² Die Raum-Zeit lÄa¼t sich (hinsichtlich des materiefreien Teils) als eine Schar
konzentrischer Kugelober°Äachen verstehen, die als starre GerÄuste aus Standard-
StÄaben gedacht seien, auf denen geeignet skalierte Standard-Uhren verteilt
sind.

² Die EinschrÄankung der Metrik g auf eine Untermannigfaltigkeit der Raum-Zeit
die einer solchen Kugelober°Äache und einer festen Zeitanzeige der verteilten
Uhren (Koordinaten-Zeit t) entspricht, stimmt jeweils mit einem negativen
Vielfachen der EinschrÄankung der euklidischen Metrik desR3 auf diese FlÄache
Äuberein. Zu jedemr > 0 aus einem geeigneten Wertebereich gehÄore genau eine
Kugelschale mit Ober°Äacheninhalt 4¼r2.
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1Da¼ aus (2.1) R®¯ ¡ 1
2 g®¯ g¹º R¹º = 0 folgt, ist trivial. Umgekehrt folgt aus letzterem nach

(1.38) 0 = g®¯
¡
R®¯ ¡ 1

2 g®¯ g¹º R¹º
¢

= ¡ g®¯ R®¯ und somit R®¯ = R®¯ ¡ 1
2 g®¯ g¹º R¹º = 0 .

35
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² Die Kugelschalen lassen sich so durch dieÄublichen Polarwinkel #, ' koordi-
natisieren, da¼ die EinschrÄankung von g auf die Untermannigfaltigkeit aller
Weltpunkte fester Koordinaten-Zeit diesbezÄuglich jeweils drehinvariant ist.2

² Die Koordinatengeschwindigkeit des Lichtes bei Ausbreitung tangential an die
Kugelober°Äachen ist von der genaueren Spezi¯zierung der Ausbreitungsrich-
tung unabhÄangig.

Statisch meint:3

² Bzgl. der Koordinaten

q0 = ct ; q1 = r ; q2 = # ; q3 = '

sind die Koe±zienten der Metrik g von derKoordinaten -Zeit t unabhÄangig.4

Zu einer LÄosung der beschriebenen Art existieren also stets Funktionena(r ), b(r )
mit denen { bei geeigneter Uhrensynchronisation { bzgl. o.a. Koordinaten

g¹º (ct; r; #; ' ) =

0

B
B
@

ea(r ) 0 0 0
0 ¡ eb(r ) 0 0
0 0 ¡ r 2 0
0 0 0 ¡ r 2 sin2 #

1

C
C
A (2.2)

gilt (Beweis als ÄUbungsaufgabe E6 ). Der zugehÄorige Ricci -Tensor ist5

R®¯ =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

¡ ea¡ b

µ
1
2

a00¡
1
4

a0b0+
1
4

a0a0+
1
r

a0

¶
fÄur ® = ¯ = 0

1
2

a00¡
1
4

a0b0+
1
4

a0a0¡
1
r

b0 fÄur ® = ¯ = 1

e¡ b
³

1 +
r
2

(a0¡ b0)
´

¡ 1 fÄur ® = ¯ = 2

R22 sin2 # fÄur ® = ¯ = 3

0 sonst

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E7 ; vgl. (Misner, 1963, Appendix A)). Damit

R00 = R11 = 0 gilt, m Äussena und b so gewÄahlt werden, da¼
d
dr

a = ¡
d
dr

b. Bei

entspr. Skalierung vont, die wir voraussetzen wollen, mu¼ also

a(r ) = ¡ b(r )
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2Jedoch i.a. nicht mehr euklidisch.
3Bzgl. einer allgemeinen De¯nition siehe (Wald, 1984, S. 119).
4Hier ist die Skalierung der Uhren notwendig, weil unskalierte Standard-Uhren an unterschied-

lichen Stellen im Gravitationsfeld unterschiedliche Laufgeschwindigkeit haben;vgl. (2.12).
5Durch 0 wird hier jeweils eine Di®erentiation nachr mitgeteilt.
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gelten.6 Um zusÄatzlich R22 = 0 zu gewÄahrleisten, mu¼a au¼erdem der Di®erential-
gleichung

1 = ea(r )(1 + r
d
dr

a(r )) =
d
dr

(rea(r ))

genÄugen, die die allgemeine LÄosung

ea(r ) = 1 ¡
m̂
r

; m̂ Integrationskonstante,

hat. DafÄur sind tatsÄachlich alle Komponenten desRicci -Tensors Null, d.h. die
Vakuum-Feldgleichungen erfÄullt (Beweis als ÄUbungsaufgabe E8 ). Wir haben da-
mit die sog.Schwarzschild -L Äosung :

g¹º (ct; r; #; ' ) =

0

B
B
@

1 ¡ m̂
r 0 0 0

0 ¡ (1 ¡ m̂
r )¡ 1 0 0

0 0 ¡ r 2 0
0 0 0 ¡ r 2 sin2 #

1

C
C
A (2.3)

Man beachte da¼ (2.3) fÄur r ! 1 in die Minkowski -Metrik (Komponenten bzgl.
rÄaumlicher Kugelkoordinaten)Äubergeht, obwohl das dem LÄosungsansatz nicht direkt
anzusehen war.

Das sog.Birkhoff sche Theorem 7 besagt, da¼ zur Ableitung derstatischen
LÄosung bereits die Annahme der sphÄarischen Symmetrie ausreicht. (2.3) sollte also
selbst fÄur spÄahrisch symmetrischpulsierende Massenverteilungen im massefreien
Raum-Zeit-Gebiet gelten.

Den Zusammenhang von ^m mit bekannten physikalischen GrÄo¼en erkennt man
im nahezu °achen Bereich, d.h. fÄur r À m̂ . GemÄa¼ den Betrachtungen am Schlu¼
von 1.2.2sollte dort fÄur GeodÄaten

Är (t) ¼ ¡
@
@r

µ
c2

2
g00(ct; r; #; ' )

¶

jr = r ( t )

=
(2.3)

¡
d
dr

µ
¡

m̂c2

2r

¶

jr = r ( t )

gelten und derNewton schen Bewegungsgleichung

Är (t) = ¡
d
dr

µ
¡ °

M
r

¶

jr = r ( t )

fÄur einen MassenpunktM entsprechen. Demzufolge ist die Identi¯zierung

m̂ =
2°
c2

M (2.4)
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6Eine Verwendung vone¡ ·= 2 t statt t wÄurde einer Ersetzung vonea(r ) durch ea(r )+ · entsprechen.
7Ein Beweis dafÄur ¯ndet sich z.B. in ( Ellis und Hawking, 1973)
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vorzunehmen. Ein typischer Wert dafÄur ist

2°
c2

Sonnenmasse¼
2(7£ 10¡ 11 m3

kg s2 )
¡
3 £ 108 m

s

¢2

¡
2 £ 1030kg

¢

¼ 3 km:

Der Radius `normaler' HimmelskÄorper ist also deutlich grÄo¼er als ihrSchwarz-
schild -Radius m̂ , so da¼ die zugehÄorige Schwarzschild -LÄosung nur fÄur einen
Äau¼erenBereich r > m̂ relevant ist.

Aber auch fÄur r 2 (0; m̂) ist ( 2.3) eine LÄosung der Gleichungen (2.1), deren
Relevanz fÄur hinreichend gro¼e MasseM in 2.1.3diskutiert wird.

ÄUbungsaufgabe E9: Man diskutiere den E®ekt einerÄAnderung der Koordi-
naten-Zeit gemÄa¼t 7! t0 = ½(r ) t + ´ (r ) .

2.1.2 Typische physikalische E®ekte der Äau¼eren LÄosung

2-Dimensionale Untermannigfaltigkeiten

WÄahlt man die Funktion h(r ) so, da¼

³ d
d¿

h
³

r (¿)
´´ 2

+
³

_r (¿)
´ 2

+
³

r (¿) _' (¿)
´ 2

= ¡ g11

³
q(¿)

´ ³
_r (¿)

´ 2
¡ g33

³
q(¿)

´ ³
_' (¿)

´ 2
fÄur t(¿) = 0 ; #(¿) =

¼
2

;
(2.5)

dann ist die EinschrÄankung des (¡ 1)-fachen der Metrik (2.3) auf die durch

t = const: ; # =
¼
2

; r > m̂ (2.6)

gegebene Untermannigfaltigkeit isomorph zur EinschrÄankung der euklidischen Me-
trik des R3 auf die in Zylinderkoordinaten durch die Bedingungen

h = h(r ) ; r > m̂
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gegebene Untermannigfaltigkeit F desR3:
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.. 'h(r )

rF

Auswertung von (2.5) liefert

h0(r ) =

r
m̂

r ¡ m̂
(2.7)

und somit bis auf eine unwesentliche additive Konstante:

h(r ) =
p

4m̂(r ¡ m̂) : (2.8)

F ist also Teil eines Rotationsparaboloids, des sog.Flamm schen Paraboloids .
Dies gibt gleichzeitig eine gewissen anschauliche Vorstellungvon dem, was asym-
ptotische Flachheit hier bedeutet.

Radiale Entfernungsbegri®e

Allgemein ist die Ma¼stabs-L Äange fÄur raumartige GeodÄaten

C = f q(s) : s 2 [s1; s2]g

durch

jCj =
Z s2

s1

s

¡ g¹º (s)
µ

d
ds

q¹ (s)
¶

d
ds

qº (s) ds

gegeben und im Falleq0(s) =const. mit der Zahl der Standardma¼stÄabe zu identi¯-
ziern, die stationÄar 8 aneinandergelegt die zugehÄorige Raumkurve bilden.

Solche Messungen sindÄuber kosmische Distanzen natÄurlich nicht realisierbar,
weshalb praktikablere Entfernungsbegri®e zu untersuchen sind.

Version vom 26. M Äarz 2009

8Die Weltlinie eines station Äaren K Äorperpunktes ist de¯nitionsgemÄa¼ von der Form
f q(t) = ( ct; r; #; ' )gt .
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Die GeodÄate, die (ct; r1; #; ' ) und (ct; r2; #; ' ) verbindet, ist fÄur r1 < r 2 als
Punktmenge9 durch

Cr 1 ;r 2 = f q(r ) = ( ct; r; #; ' ) : r 2 [r1; r2]g

gegeben (Beweis alsÄUbungsaufgabe E10 ). Die Ma¼stabs-Entfernung zwi-
schen (ct; r1; #; ' ) und (ct; r2; #; ' ) ist dementsprechend

jCr 1 ;r 2 j =
Z r 2

r 1

s

¡ g¹º (ct; r; #; ' )
µ

@
@r

q¹ (ct; r; #; ' )
¶

@
@r

qº (ct; r; #; ' ) dr

=
(2.3)

Z r 2

r 1

dr
q

1 ¡ m̂
r

¼|{z}
Taylor

Z r 2

r 1

µ
1 +

m̂
2r

¶
dr = ( r2 ¡ r1) +

m̂
2

ln
r2

r1
fÄur r À m̂ :

(2.9)
Sie ist also grÄo¼er als die Di®erenzr2 ¡ r1 der scheinbaren Entfernungen

r =
ObjektlÄange

Winkelbereich

vom Ursprung.
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r1

r2

C2

C3C1

# = ¼=2 :

r j = jCj j
¢ '

Ma¼st.-Entf.= jC3j

¢ '

FÄur
M = Erdmasse, alsom̂ ¼ 0:44cm
r1 = Erdradius ¼ 6; 4 £ 108cm
r2 = Abstand zur Sonne ¼ 1; 5 £ 1013cm

betrÄagt der Unterschied beider Entfernungsbegri®e nur etwa 5 cm.
Version vom 26. M Äarz 2009

9Die durch r gegebene Parametrisierung istnicht a±n.



2.1. DIE VAKUUM-FELDGLEICHUNGEN 41

Die Radar-Entfernung zweier stationÄarer Beobachter 1 und 2 mit gleichen
Polarwinkeln #; ' ist de¯niert als das c

2-fache der Koordinaten-Zeit von Beobachter
1, die ein Lichtsignal benÄotigt, um radial von Beobachter 1 zu Beobachter 2 und wie-
der zurÄuck zu gelangen. FÄur die Weltlinie f q(t) = ( ct; r (t); #; ' )gt eines Lichtsignals
radialer Laufrichtung gilt de¯nitionsgemÄa¼10

0 = g®¯

³
q(t)

´
_q®(t) _q¯ (t) =

(2.3)
c2

µ
1 ¡

m̂
r (t)

¶
¡

µ
1 ¡

m̂
r (t)

¶ ¡ 1 µ
d
dt

r (t)
¶ 2

: (2.10)

Die Koordinaten -Geschwindigkeit eines radialen Lichtsignals ist also

d
dt

r (t) = §
µ

1 ¡
m̂

r (t)

¶
c : (2.11)

Die Radar-Entfernung zweier statischer Beobachter mit den Kugelkoordinatenr1; #;
' bzw. r2; #; ' ist somit fÄur r1 < r 2 :

c
Z r 2

r 1

dt
dr

dr =
Z r 2

r 1

dr
1 ¡ m̂

r

=
Z r 2

r 1

µ
1 +

m̂
r ¡ m̂

¶
dr

= ( r2 ¡ r1) + m̂ ln
r2 ¡ m̂
r1 ¡ m̂

:

Es gibt eine Reihe weiterer Entfernungsbegri®e, von denen sicheiner z.B. auf die
parallaktische Verschiebung, ein anderer auf die relative Helligkeit von Sternen be-
zieht. FÄur kosmische Distanzen sind aber alle Entfernungsbegri®e problematisch.

Zeitdilatation und gravitative Rotverschiebung

Die ÄAnderung der Zeitanzeige¿ einer lÄangs der zeitartigen Weltlinief q(¸ )g¸ beweg-
ten (unskalierten) Standard-Uhr ist gemÄa¼ physikalischer Interpretation der Metrik:

d¿
d¸

=
1
c

s

g¹º

³
q(¸ )

´ µ
d

d¸
q¹ (¸ )

¶
d

d¸
qº (¸ ) :

Der Zusammenhang der physikalischen Zeitanzeige¿ der Standard-Uhr eines stati-
schen Beobachters mit dessen Koordinaten-Zeitt ist somit gemÄa¼ (2.3) durch11

d¿
dt

=

r

1 ¡
m̂
r

(2.12)
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10Nach (1.43) (und ( 2.15)) steht das im Einklang mit der GeodÄatenhypothese, da die linke
Gleichung in (2.10) von der Wahl der Parametrisierung unabhÄangig ist.

11FÄur den Zusammenhang der radialen Ma¼stabs-Entfernung¾mit dem r -Koordinaten-Abstand

ergibt sich analog
d¾
dr

=
1

q
1 ¡ m̂

r

. Nach (2.11) hat somit die physikalische Lichtgeschwindigkeit

| zumindest bei Ausbreitung in radialer Richtung | den Betrag
d¾
d¿

=
dt
d¿

dr
dt

d¾
dr

= c.
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gegeben. Die Laufgeschwindigkeit relativ zurKoordinaten -Zeit wÄachst folglich mit
r (immer weniger) an.

Wenn also ein statischer Beobachter 2 mit der Radialkoordinater2 seinen Zwil-
lingsbruder 2 zur `Stelle'r1 < r 2 schickt, dort als statischen Beobachter hinreichend
lange verharren lÄa¼t und dann zu sich zurÄuckruft, so wird er danach im Einklang
mit ( 2.12) feststellen, da¼ 1 weniger gealtert ist, als er selbst:12

u

u

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
......

.......................................................................................

........
........
................................

........
........................

........
........
........................

..............................
..........

.........
.........
........

........
........
........................

.........
.........

........ ...........
.............................

r

ct

CB

Z

CB

d¿
dt

dt <
Z

CA

d¿
dt

dt

CA

Wenn f q(t) = ( ct; r (t); #; ' )gt mÄogliche Weltlinie eines Lichtsignals ist, so nach (2.11)
auch f ¹q(t) = ( ct + c¢ t; r (t); #; ' )gt . Der Koordinaten-Zeitabstand zweier Lichtsig-
nale `radialer Laufrichtung' ist also fÄur alle r der gleiche. Dasselbe sollte dann fÄur
den zeitlichen Abstand zweier Wellenberge eines entsprechenden Wellenzuges gelten;
d.h.:

Die Zahl der Schwingungen proKoordinaten -Zeiteinheit ist fÄur eine
Lichtwelle radialer Laufrichtung von r unabhÄangig.

Das VerhÄaltnis13

! (r1)
! (r2)

=
¢ ¿2

¢ ¿1

der physikalischen Kreisfrequenzen der Lichtwelle ist dann nach (2.12) aber14

! (r1)
! (r2)

=

vu
u
t 1 ¡ m̂

r 2

1 ¡ m̂
r 1

: (2.13)

Version vom 26. M Äarz 2009

12FÄur M = Erdmasse, r 1 = Erdradius, r 2 ! 1 altert 2 etwa um einen Faktor 1:000 000 000 8
schneller als 1.

13¢ ¿j bezeichnet den physikalischen Zeitabstand zweier beir j aufeinanderfolgender Wellenberge.
14Bzgl. experimenteller ÄUberprÄufung von (2.13) siehe z.B. (Pound und Snider, 1965) sowie die

Zitate in ( Wald, 1984, S. 138).
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Die Frequenz nimmt also mit wachsendem Abstand vom Ursprung (immerweniger)
ab (gravitative Rotverschiebung ). Quantenmechanisch lÄa¼t sich das folgender-
ma¼en verstehen: FÄur m̂ ¿ r1; r2 folgt aus (2.13)

! (r2) ¡ ! (r1)
! (r2)

¼ ¡
m̂
2r1

+
m̂
2r2

und somit nach (2.4)

0 ¼ (~! (r2) ¡ ~! (r1)) +

Ã

¡ °
~! (r 2 )

c2 M
r2

+ °
~! (r 1 )

c2 M
r1

!

:

Da ~! (r ) die kinetische Energie des Photons, also~! (r )
c2 seine Masse beir ist, wird

also bei radialer Entfernung vom Ursprung der Zuwachs der gravitativen potenti-
ellen Energie des Photons durch entsprechende Abnahme der kinetischen Energie
kompensiert.
ÄUbungsaufgabe E11: Man leite die gravitative Rotverschiebung aus demÄAqui-
valenzprinzip und dem gewÄohnlichen klassischenDoppler -E®ekt ab (vgl. (Rindler, 1969,
S. 145)).

GeodÄaten

Allgemein | also nicht nur f Äur die Schwarzschild -LÄosung | gilt 15

d
d¿

¡
g®¯ _q¯

¢
= 1

2 g¹º;® _q¹ _qº

fÄur a±n parametrisierte GeodÄaten q(¿)
(2.14)

Beweis von ( 2.14):

d
d¿

¡
g®¯ _q¯

¢
=

(1.47)
_g®¯ _q¯ ¡ g®¯ ¡ ¯

¹º _q¹ _qº

=
¡
g®º;¹ ¡ ¡ ¯

¹º g®¯
¢

_q¹ _qº

=
(1.44) ;(1.40)

¡ ¯
®¹ g¯º _q¹ _qº

=
(1.22)

1
2 (g®º;¹ + g¹º;® ¡ g®¹;º ) _q¹ _qº

= 1
2 g¹º;® _q¹ _qº :

Anwendung von (2.14) auf (2.3) fÄur ® = 3 liefert

r 2 sin2 # _' = const:

fÄur eine (a±n parametrisierte) GeodÄaten q(¿) . Eine GeodÄate, deren Tangente an
einer Stelle keine Komponente in' -Richtung hat, hat also an keiner Stelle eine
Komponente in ' -Richtung und verlÄauft somit ganz in einer Untermannigfaltigkeit
zu konstantem' . Aus SymmetriegrÄunden folgt daraus:

Version vom 26. M Äarz 2009

15Eine `gehobenere' Formulierung von (2.14) ¯ndet man in ( Wald, 1984, S. 442).
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Bei geeigneter Wahl der Polarwinkelkoordinaten#; ' verlÄauft eine GeodÄate
ganz in der #̀ = ¼

2 -Untermannigfaltigkeit', l Äa¼t sich also als Bewegung
auf demFlamm schen Paraboloid veranschaulichen.

Im folgenden werden deshalb nur solche GeodÄaten mit konstantem# = ¼
2 untersucht.

Dann gilt also
L def= r 2 _' = const: (2.15)

und Anwendung von (2.14) auf (2.3) fÄur ® = 0 liefert 16

E def=
µ

1 ¡
m̂
r

¶
c2 _t = const: (2.16)

Auswertung von (1.43) liefert schlie¼lich noch

·c 2 = (1 ¡
m̂
r

)(c _t)2 ¡
( _r )2

1 ¡ m̂
r

¡ r 2 _' 2 ;

wobei wir

· def=
½

1 fÄur zeitartige GeodÄaten
0 fÄur lichtartige GeodÄaten

(2.17)

eingefÄuhrt haben,17 um zeitartige und lichtartige GeodÄaten weitgehend gleichzeitig
behandeln zu kÄonnen.

Setzt man (2.15) und (2.16) ein, so ergibt sich

1
2

_r 2 + Áe®(r ) =
1
2

µ
E
c

¶ 2

(2.18)

mit dem `e®ektiven Gravitationspotential'

Áe®(r ) def=
1
2

(1 ¡
m̂
r

)
µ

L2

r 2
+ · c 2

¶

=
(2.4)

·
µ

c2

2
¡ °

M
r

¶
+

L2

2r 2
¡ °

ML 2

c2 r 3
:

(2.19)

Durch Betrachtung der Nullstellen

r§ =
L2 §

p
L4 ¡ 3(m̂cL)2

m̂ c2

von
d
dr

©e®(r ) =
c2 m̂
2r 4

Ã

r 2 ¡
2
m̂

µ
L
c

¶ 2

r + 3
µ

L
c

¶ 2
!

fÄur zeitartige GeodÄaten erkennt man:

Version vom 26. M Äarz 2009

16(2.16) steht aufgrund der unterschiedlichen Bedeutung der Parameter¿ nicht im Widerspruch
zu (2.12).

17FÄur zeitartige GeodÄaten identi¯zieren wir also ¿ mit der Eigenzeit.
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² FÄur L2 < 3(m̂ c)2 existiert keine Nullstelle. Da ©e®(r ) fÄur r ! 0 gegen¡1
strebt, mu¼ dieses Potential dann streng monoton wachsend sein, also

Är =
(2.18)

¡ ©0
e®(r ) < 0

und somit ³
9 ¿0 : _r (¿0) < 0

´
=)

³
_r (¿) < 0 8 ¿

´

gelten.

² FÄur
r <

3
2

m̂

ist ©0
e® o®ensichtlich positiv, soda¼ in diesem Bereich grundsÄatzlich keine

Kreisbahnen (Är = 0) existieren kÄonnen.

² Im Bereich
r < 3m̂ ;

sind nur Kreisbahnen mit r = r ¡ mÄoglich; denn

r+ ¸
L2

m̂ c2
¸ 3m̂ :

Kreisbahnen zur = r ¡ sind aber o®ensichtlich instabil.

Man beachte au¼erdem, da¼

r+ ¼
2L2

m̂ c2
fÄur L À m̂ c

eine erneute BestÄatigung fÄur (2.4) ist.18

Wenn man sich nur fÄur GeodÄaten interessiert, die nicht radial sind, dann istr
lokal eine eindeutige Funktion von' 2 R und mit der dann erlaubten (lokalen)
De¯nition

u(' ) def=
1

r (' )

gilt
d

d'
u(' ) j ' = ' ( ¿)

= ¡
µ

r 0(' )
r (' )2

¶

j ' = ' ( ¿)

=
(2.15)

¡
_r (¿)
L

:

Version vom 26. M Äarz 2009

18FÄur die Newton sche Theorie gilt
1
2

_r 2 + Ue®(r ) = const. mit

Ue®(r ) =
L 2

2r 2 ¡
° M

r
;

d
dr

Ue®(r ) = 0 () r =
L 2

° M

(L = r 2 _' ).
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(2.18) wird damit Äaquivalent zu

1
2

L2u0(' )2 + ©( u(' )) =
1
2

µ
E
c

¶ 2

; ©(u) def= Áe®(
1
u

) ;

was bei Di®erentiation nach' gemÄa¼ (2.19)

u00+ u =
·
2

³ c
L

´ 2
m̂ +

3
2

m̂ u2 (2.20)

liefert.

ZunÄachst sollen die zeitartigen GeodÄaten untersucht werden, d.h. der Fall· = 1 :

Dann unterscheidet sich (2.20) formal19 von der entsprechenden Gleichung

u00+ u =
1
p

def=
° M
L2

µ
=

1
2

³ c
L

´ 2
m̂

¶
(2.21)

des klassischenKepler -Problems20 nur durch den zusÄatzlichen `StÄorterm' 3
2 m̂ u2 .

Die einerPlanetenbahn (² < 1) entsprechende LÄosung von (2.21) ist bei geeigneter
Wahl der ' = 0-Richtung die Ellipse

uNewton (' ) =
1
p

(1 + ² cos' ) (2.22)

mit dem Halbparameter

p =
µ

1
2

³ c
L

´ 2
m̂

¶ ¡ 1

und der ExzentrizitÄat ² 2 [0; 1) :

........

........
.........

......

........

........
........
........
.........

.........
..........

...........
............

..............
................

...................
.........................

............................................
............................. ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ..............................................................

..........................
....................

................
..............

............
...........

..........
..........
.........
........
........
........
........
..

u
............................
........
....

........
........
........................

...........
...........

...........
...........

...........
...........

..........

..............
..............

..............
...............

b

a

p
'

² =
q

a2 ¡ b2

a2

p = b2=a

Anmerkung: Es sei daran erinnert, da¼ fÄur die Kepler sche PlanetenbahnEm =
° mM

2p (²2 ¡ 1) und p = L 2

m 2 °M gilt, wobei M die Sonnenmasse,m die Planetenmasse
und Em die Energie des als Massenpunkt behandelten Planeten ist (siehe Abschn.
3.5.3 von (LÄucke, ein)).

Version vom 26. M Äarz 2009

19Wenn man also von der unterschiedlichen Bedeutung der Koordinatent; r absieht.
20Vgl. Fu¼note18.
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Man sollte daher eine gute NÄaherungslÄosung von (2.20) erhalten, wenn man zu
uNewton eine mÄoglichst wenig beitragende partikulÄare LÄosung von

u00
part + upart =

3
2

m̂ (uNewton )2 (2.23)

hinzuaddiert:
uapprox = uNewton + upart :

Die geeignete partikulÄare LÄosung von (2.23) ist

upart (' ) =
1
p

µ
3
2

m̂
p

+
3
2

m̂
p

² ' sin' +
1
2

m̂
p

²2 (2 ¡ cos2 ' )
¶

¼
3
2

m̂
p2

² ' sin' fÄur ' À 1

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E12 ). Eine gute NÄaherungslÄosung von (2.20) fÄur

m̂
p

' ¿ 1 ¿ '

ist also

u(' ) ¼
1
p

µ
1 + ²

µ
cos' +

3
2

m̂
p

' sin'
¶¶

¼
1
p

µ
1 + ²

µ
cos

µ
3
2

m̂
p

'
¶

cos' + sin
µ

3
2

m̂
p

'
¶

sin'
¶¶

=
1
p

µ
1 + ² cos

µ
1 ¡

3
2

m̂
p

¶
'

¶
;

d.h. eine fÄur jeden Umlauf nahezu elliptische Bahnkurve, deren Perihel aber mit
jedem Umlauf um den Polarwinkel

¢ ' =
2¼

1 ¡ 3
2

m̂
p

¡ 2¼ ¼|{z}
Taylor

3¼
m̂
p

vorrÄuckt. Aus der fÄur Ellipsenbahnen bekannten Beziehung

p = (1 ¡ ²2) a ; a def= gro¼e Halbachse

folgt damit Einstein s berÄuhmte Formel fÄur die Periheldrehung :

¢ ' =
3¼m̂

(1 ¡ ²2)a
: (2.24)
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¢ '

FÄur den Merkur ist a ¼ 4; 8£ 107km und ² ¼ 0; 2 . Da seine Umlaufzeit um die Sonne
etwa 88 Tage betrÄagt, folgt aus (2.24) mit m̂ ¼ 3km fÄur M = Sonnenmasse , da¼ das
Perihel des Merkur jeweils innerhalb von 100 Jahren um etwa 43 Bogensekunden
vorrÄuckt.

Das ist genau der Anteil der tatsÄachlich beobachteten Periheldrehung von etwa
5 600 Bogensekunden, der nicht durchNewton sche StÄorungstheorie (BerÄucksichtig-
ung der Äubrigen Planeten) erklÄart werden konnte!

Schlie¼lich sind noch die GeodÄaten zu · = 0 (Lichtstrahlen) zu untersuchen: (2.20)

nimmt dann die Form
u00+ u =

3
2

m̂ u2 (2.25)

an.
Die Newton sche Theorie sagt fÄur streuende Teilchen, die sich nahezu mit Licht-

geschwindigkeit bewegen, eine Ablenkung um den Winkel

± ¼
m̂
R

; R def= Perihelabstand (2.26)

voraus.

Beweis von ( 2.26): In der Newton schen Theorie gilt

sin± =
1
²

; ² =

¯
¯
¯
¯

_x £ L
° m M

¡
x

jx j

¯
¯
¯
¯

(siehe Abschn.3.5.3 von (LÄucke, ein)). Mit

² ¼
j _x j¼ c

¯
¯
¯
¯

_x £ L
° m M

¯
¯
¯
¯ = 2 R

c2

2° M
=

(2.4)

2R
m̂

folgt daraus die Behauptung.

Wir werden sehen, da¼ (2.25) fÄur Licht den etwa doppelten Ablenkwinkel voraussagt:

Die NÄaherungslÄosung soll analog zum Falle· = 1 bestimmt werden, wobei als
nullte LÄosung jetzt sinnvollerweise eine gerade Bahnkurve angesetzt wird:

uger(' ) =
sin'

R
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±=2 uger

u
'

r
R

Da

upart (' ) =
3m̂
4R2

µ
1 +

1
3

cos(2' )
¶

eine geeignete partielle LÄosung von

u00
part (' ) + upart (' ) =

3
2

m̂ u2
Ger(' ) =

3m̂
2R2

¡
1 ¡ cos2 '

¢

ist, ergibt sich als NÄaherungslÄosung:

u(' ) ¼
1
R

µ
sin' +

3
4

m̂
R

µ
1 +

1
3

cos(2' )
¶¶

:

FÄur u ! 0 , also fÄur

r ! 1 ; ' ! ¡
±
2

¿ 1; sin
±
2

¼
±
2

; cos± ¼ 1

ergibt sich damit:

totale Lichtablenkung ± ¼
2m̂

(scheinb.) Perihelabstand
: (2.27)

Die Ablenkung (2.27), die die allgemeine RelativitÄatstheorie vorhersagt, ist also
tatsÄachlich etwa doppelt so gro¼ wie die Ablenkung (2.26), die die klassischeKepler -
Theorie fÄur Testmassen von nahezu Lichtgeschwindigkeit vorhersagt.

WÄahlt man fÄur M die Sonnenmasse und als (scheinb.) Perihelabstand den Son-
nenradius, so ergibt sich gemÄa¼ (2.27) eine Ablenkung von± ¼ 1; 75 Bogensekunden.

Schlie¼lich sei noch darauf hingewiesen, da¼ (2.25) eine geschlossene Lichtbahn zu

konstantemr =
3
2

m̂ zulÄa¼t. Aus (2.19) erkennt man leicht, da¼ diese Bahninstabil

ist. Die Kreisbahnen derNewton schen Theorie21 sind dagegen alle stabil und haben

fÄur Testmassen im Grenzfall der Lichtgeschwindigkeit einen Radius r =
m̂
2

.

2.1.3 ÄUbergang in den Bereich r < Schwarzschild -Radius

Die SingularitÄat von (2.3) an der Stelle r = m̂ ist { mathematisch gesehen { nur
eine scheinbare. Bzgl. der vonKruskal und Szekeres eingefÄuhrten Koordinaten

q00
= T ; q10

= X ; q20
= # ; q30

= # ;
Version vom 26. M Äarz 2009

21Vgl. Fu¼note18
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die fÄur den BereichjTj < X implizit durch 22

³
1 ¡

r
m̂

´
e

r
m̂ = T2 ¡ X 2

ct
m̂

= ln
µ

X + T
X ¡ T

¶
= 2 tanh ¡ 1

µ
T
X

¶ (2.28)

de¯niert sind,23 gilt nÄamlich

(g(T; X; #; ' )¹ 0º 0) =

0

B
B
@

+ 4m̂3

r e¡ r
m̂ 0 0 0

0 ¡ 4m̂3

r e¡ r
m̂ 0 0

0 0 ¡ r 2 0
0 0 0 ¡ r 2 sin2 #

1

C
C
A (2.29)

und die Fortsetzung von (2.29) auf den Bereich

T2 ¡ X 2 < 1 (2.30)

ist eine LÄosung der Vakuum-Feldgleichungen.24

Beweis von ( 2.29) Aus (2.28) folgt f Äur beliebiges (hinreichend gutartiges)q(¿)

¡
r
m̂

e
r
m̂

_r
m̂

= 2( T _T ¡ X _X )

und
c _t
m̂

=
_X + _T

X + T
¡

_X ¡ _T
X ¡ T

= 2
X _T ¡ T _X
X 2 ¡ T2

= 2
m̂
r

e¡ r
m̂

1 ¡ m̂
r

(X _T ¡ T _X ) :

Version vom 26. M Äarz 2009

22Man beachte, da¼
¡
1 ¡ r

m̂

¢
e

r
m̂ eine streng monoton fallende Funktion von r > 0 mit dem

Wertebereich (¡1 ; 1) ist.
23Zur Systematik solcher Koordinatentransformationen siehe (Wald, 1984, Abschn. 6.4).
24Dabei ist r natÄurlich entsprechend (2.28) durch X und T auszudrÄucken, wÄahrend t fÄur X < jT j

nicht mehr verwendbar ist.
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aus

NullgeodÄate

t =const.

X

ein

r = m̂ ; t = + 1

r = m̂ ; t = ¡1

r < m̂

r = 0

r = 0

r =const.

Abb. 2.1: Kruskal-Szekeres -Koordinaten fÄur die Schwarzschild -LÄosung

Mit ( 2.3) folgt daraus

g00 ( _q0)2 + g11 ( _q1)2

=
µ

1 ¡
m̂
r

¶
¡
c _t

¢2
+

_r 2

m̂
r ¡ 1

=
µ

1 ¡
m̂
r

¶ Ã

2
m̂2

r
e¡ r

m̂

1 ¡ m̂
r

! 2 ³
X _T ¡ T _X

´ 2
+

1
m̂
r ¡ 1

µ
2m̂2

r e
r
m̂

¶ 2 ³
T _T ¡ X _X

´ 2

=
1

1 ¡ m̂
r

µ
2m̂2

r e
r
m̂

¶ 2 µ ³
X _T ¡ T _X

´ 2
¡

³
T _T ¡ X _X

´ 2
¶

| {z }
( _T 2 ¡ _X 2 )(X 2 ¡ T 2 )

=
r
m̂ ¡ 1

1 ¡ m̂
r| {z }

= r
m̂

e
r
m̂

µ
2m̂2

r e
r
m̂

¶ 2 ³
_T2 ¡ _X 2

´ ¡
nach (2.28)

¢

=
4m̂3

r
e¡ r

m̂

³
_T2 ¡ _X 2

´
:

Damit ergibt sich die in Abbildung 2.1 skizzierte Situation:



52 KAPITEL 2. ANALYSE DER FELDGLEICHUNGEN

Der Äau¼ere LÄosungsbereichr > m̂ ist durch I gegeben. Aber zeitartige Kurven
(Beobachter) kÄonnen ohne weiteres (nach endlicher Eigenzeit; vgl. (Rindler, 1969,
x 77)) in Region II eindringen. Innerhalb der Region II gilt fÄur zeitartige Kurven

¡
dr
d¿

¸
c
2

r
m̂
r

¡ 1

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E13 ), wenn ¿ die Eigenzeit bezeichnet, also

g¹ 0º 0 _q¹ 0
_qº 0

= c2

gilt. Deshalb erreichen Beobachter, die einmal in Region II eingedrungen sind, nach
endlicher Eigenzeit25 die Massenverteilung, von der dieSchwarzschild -Metrik er-
zeugt ist. Jedoch fÄuhrt keine (in die Zukunft orientierte) zeit- oder lichtartige Kurve
aus II heraus, weshalb man diese Region alsschwarzes Loch bezeichnet.

Die SingularitÄat bei r = 0 l Äa¼t sich nicht auch noch durch Koordinatentrans-
formation beseitigen. Man kann nÄamlich zeigen, da¼ die vom Koordinatensystem
unabhÄangige (skalare) GrÄo¼e

R®0̄ 0° 0±0 R®0̄ 0° 0±0

fÄur r ! +0 divergiert.
Die Region IV ist zu II zeitgespiegelt und wird demgemÄa¼ auch alswei¼es Loch

bezeichnet.

Region III, scheinbar `innerhalb des Bereichesr = m̂', entspricht I vollst Äandig
und die durch (2.6) charakterisierte Untermannigfaltigkeit von Region III lÄa¼t sich
mit der unteren HÄalfte des Flamm schen Paraboloids identi¯zieren. Zwischen den
Regionen I und III ist jedoch keine Kommunikation mÄoglich!

Es sei nochmals daran erinnert, da¼ dieSchwarzschild -LÄosung nur im mate-
riefreien Gebiet gilt, das normalerweise (stabile Sterne, vgl. 2.2) ganz in I enthalten
ist. FÄur sphÄarisch symmetrisch kollabierende Massenverteilungen, au¼erhalb derer
nach demBirkhoff schen Theorem dieSchwarzschild -LÄosung immer noch gilt,
kann das masselose Raum-Zeit-Gebiet jedoch auch Teile von II umfassen (Bildung
eines schwarzen Loches).

Version vom 26. M Äarz 2009

25Genauer:

¢ ¿ ·
2
c

Z m̂

0

1
q

m̂
r ¡ 1

dr =
2m̂

c

Z 1

0

r
x

1 ¡ x
dx =

¼m̂
c

:
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2.2 Die Feldgleichungen zu sph Äarisch symmetri-
schen Massenverteilungen

2.2.1 Energie-Spannungs-Tensor und L Äosungsansatz

Es sollen nun LÄosungen derEinstein schen Feldgleichungen (1.55) fÄur den Fall

¤ = 0 6= T®¯

untersucht werden.

Anmerkung: Im Gegensatz zur Situation in derNewton schen oder
Maxwell schen Theorie meint (1.55) nicht einfach, da¼ man zu gege-
bener QuellverteilungT®¯ `nur' die LÄosung der Feldgleichungen (hier die
Metrik g®¯ ) zu ¯nden habe. Vielmehr hÄangt die richtige Angabe derT®¯

nicht nur von der Koordinatenwahl, sondern auch von den zugehÄorigen
Komponenteng®¯ ab, die es erst zu ¯nden gilt!

In der Speziellen RelativitÄatstheorie ist der Energie-Spannungs-Tensor einer im In-
tertialsystem zur Lorentz -Basisf ê0; : : : ; ê3g ruhenden FlÄussigkeit

M ®̂ ^̄ =

8
<

:

c2½ fÄur ®̂ = ^̄ = 0 ,
p fÄur ®̂ = ^̄ 2

©
1̂; 2̂; 3̂

ª
,

0 sonst ,
(2.31)

wobei ½die Massendichte undp den Druck der FlÄussigkeit bezeichnet.26

FÄur das sog.Fl Äussigkeitsmodell eines stabilen, sphÄahrisch symmetrischen Ster-

nes verwendet man wieder den Ansatz (2.2) und Äubernimmt (2.31) fÄur die
½

@
@q®

¾

entsprechendeLorentz -Basis27

ê0
def= e¡ a

2
1
c

@
@t

ê1
def= e¡ b

2
@
@r

ê2
def=

1
r

@
@#

ê3
def=

1
r sin#

@
@'

(2.32)
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26I.a. sind ½und p natÄurlich ortsabhÄangig.
27Da die KrÄummung nicht verschwindet, lassen sich dieeº̂ i.a. nicht mehr Äuber einer ganzen

UmgebungO als Tangentenvektoren eines Koordinatensystemsqn̂ von O darstellen.
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Wegen

³
M ®̂ ^̄

´
=

0

B
B
@

M 00=jg00j 0 0 0
0 jM 11j =g11 0 0
0 0 M 22=jg22j 0
0 0 0 jM 33j =g33

1

C
C
A

=

0

B
B
@

jg00j M 00 0 0 0
0 jg11j M 11 0 0
0 0 jg22j M 22 0
0 0 0 jg33j M 33

1

C
C
A

gilt dann
M ®¯ =

³
½+

p
c2

´
u®u¯ ¡ p g®¯ (2.33)

mit

u® = u(r )® =
½

c e¡ a( r )
2 fÄur ® = 0

0 sonst
(2.34)

= Vierer-Geschwindigkeit der FlÄussigkeit;

woraus der Tensor-Charakter vonM ®¯ klar hervorgeht.

2.2.2 Auswertung der Feldgleichungen

Die dem zu (2.2) gehÄorigen Einstein -Tensor

G®¯ def= R®¯ ¡
1
2

g®¯ g¹º R¹º (2.35)

entsprechende Bilinearform hat bzgl.f ê0; : : : ; ê3g die Komponenten28

G®̂ ^̄ =

8
>><

>>:

¡ r ¡ 2 d
dr

¡
r

¡
1 ¡ e¡ b

¢¢
fÄur ®̂ = ^̄ = 0̂

¡ r ¡ 2
¡
(1 + ra0)e¡ b ¡ 1

¢
fÄur ®̂ = ^̄ = 1̂

¡ 1
2

¡
a00+ a0¡ b0

2 a0+ a0¡ b0

r

¢
e¡ b fÄur ®̂ = ^̄ 2

©
2̂; 3̂

ª

0 sonst

(2.36)

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E14 ). Die Einstein schen Feldgleichungen (1.55) sind
also gemÄa¼ (2.31) und (2.36) zu folgenden drei Di®erentialgleichungenÄaquivalent:

r ¡ 2 d
dr

¡
r

¡
1 ¡ e¡ b(r )

¢¢
= · c 2½(r ) (2.37)

r ¡ 2
¡
(1 + ra0(r ))e¡ b(r ) ¡ 1

¢
= · p (r ) (2.38)

1
2

µ
a00(r ) +

a0(r ) ¡ b0(r )
2

a0(r ) +
a0(r ) ¡ b0(r )

r

¶
e¡ b(r ) = · p (r ) (2.39)
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28Vgl. (Misner et al., 1973, x23.5).
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Aus (2.37) ergibt sich unmittelbar:

e¡ b(r ) = 1 ¡
m̂(r )

r
(2.40)

mit 29

m̂(r ) = · c 2
Z r

0
(r 0)2½(r 0) dr 0: (2.41)

Damit also (2.2) fÄur r > R in (2.4) zur Masse30

M =
Z R

0
½(r )4¼r2 dr

Äubergeht, falls½(r ) = 0 f Äur r > R , ist gemÄa¼ (2.4)

· =
8¼°
c4

(2.42)

zu identi¯zieren.
Nach (2.40) ist ( 2.38) Äaquivalent zu

a0(r ) =
m̂(r ) + · r 3p(r )

r
³

r ¡ m̂(r )
´ : (2.43)

FÄur den Newton schen Grenzfall· r 3 p(r ) ¿ m̂(r ) ¿ r ergibt das nach (2.4)

@
@r

g00 ¼ a0(r ) ¼
m̂(r )

r 2
; (2.44)

im Einklang mit den frÄuheren Betrachtungen, die zu (2.4) fÄuhrten.
Man kann weiterhin zeigen,31 da¼ (2.39) unter Voraussetzung von (2.37) und

(2.38) Äaquivalent zu

p0(r ) = ¡
µ

p(r )
c2

+ ½(r )
¶

a0(r )
2

ist, was mit (2.43) auf die sog.Tolman-Oppenheimer-Volkoff -Gleichung

p0(r ) = ¡
µ

p(r )
c2

+ ½(r )
¶

m̂(r ) + · r 3 p(r )

r
³

r ¡ m̂(r )
´ (2.45)
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29Die additive Integrationskonstante ist in ( 2.41) auf Null gesetzt um eine SingularitÄat der Metrik
bei r = 0 zu vermeiden.

30GemÄa¼ Fu¼note11 ist die eigentliche Gesamtmasse

M p =
Z R

0
½(r )

4¼ r2
q

1 ¡ m̂ ( r )
r

dr

und nicht M . Die Di®erenzM p c2 ¡ M c2 > 0 lÄa¼t sich als Bindungsenergie interpretieren.
31Vgl. (Wald, 1984, S. 127).
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fÄuhrt, die als Bedingung fÄur hydrostatisches Gleichgewicht anzusehen ist. ImNew-
ton schen Grenzfall nimmt (2.45) die vertraute Form

p0(r ) ¼ ¡
½(r ) m̂(r )

r 2
(2.46)

an.
FÄur einen Stern (nahezu) konstanter Dichte

½(r ) =
n

½0 fÄur r · R
0 sonst

ist nach (2.41)

m̂(r ) = · c 2 ½0
r 3

3
fÄur r · R (2.47)

und somit nach (2.45)

p(r ) = c2 ½0

q
1 ¡ m̂(R)

R ¡
q

1 ¡ m̂(R) r 2

R3

q
1 ¡ m̂(R) r 2

R3 ¡ 3
q

1 ¡ m̂(R)
R

fÄur r · R

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E15 ). Der Druck im Sternzentrum ist also

p(0) = c2 ½0

q
1 ¡ m̂(R)

R ¡ 1

1 ¡ 3
q

1 ¡ m̂(R)
R

und divergiert folglich fÄur32 R ! 9
8m̂(R) + 0 . Es mu¼ also die Bedingung

R >
9
8

m̂(R) =
(2.42);(2.47)

3¼ ° ½0

c2
R3

erfÄullt sein, also

m̂(R) <
8
9

R <
8
9

s
c2

3¼ ° ½0

und somit nach (2.4):

Mmax <
4c3

9
p

3¼ °3½0

:

FÄur grÄo¼ere Gesamtmasse kann also kein noch so gro¼er Gegendruck eine weitere
Kontraktion aufgrund der Gravitation verhindern. Man vermutet, da¼ auf diese
Weise tatsÄachlich schwarze LÄocher entstehen kÄonnen (Gravitationskollaps ).

Version vom 26. M Äarz 2009

32Man kann zeigen, da¼ diese Divergenz fÄur beliebiges½(r ) > 0 mit ½0(r ) · 0 gilt ( Wald, 1984,
S. 130/131). Das ist wichtig, weil die Zustandsgleichungp = p(½) im Sterninneren weitgehend
unbekannt ist.
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Kapitel 3

Homogene und Isotrope Modelle

3.1 Kosmologisches Prinzip und Robertson-
Walker -Metriken

3.1.1 Grunds Äatzliches

Es ist damit zu rechnen, da¼ wir bestimmte Teile der Raum-Zeit grundsÄatzlich nicht
beobachten kÄonnen.1 Es sind also geeignete, nichtÄuberprÄufbare Hypothesen notwen-
dig, um mÄogliche Modelle fÄur das Universum auszuwÄahlen. Hierzu dient vor allem
das sog.Kosmologische Prinzip :

Es existiert ein Vektorfeld @
@t, das jeweils mit der Vierer-Geschwindigkeit

eines fundamentalen Beobachters am entsprechenden Weltpunkt
Äubereinstimmt.2 Durch evtl. Addition geeigneter Konstanten lassen sich
die Eigenzeiten der fundamentalen Beobachter so zur sog.kosmischen
Zeit t einrichten, da¼ die (i.a. zeitlich nicht homogene) `kosmische Struk-
tur' des Universums unterschiedlichen fundamentalen Beobachtern zu
gleichen kosmischen Zeitpunkten stets gleich erscheint (r Äaumliche Ho-
mogenit Äat ).3

Weiterhin4 fordert man gewÄohnlich r Äaumliche Isotropie :

Zu jedem Weltpunkt q und zu je zwei VektorfeldernA; B , die an dieser

Version vom 26. M Äarz 2009

1Vgl. 3.1.2.
2Die fundamentalen Beobachter sollen `relativ zur Mehrheit der sie umgebenden Galaxien ru-

hen'. Ihre durch ihre Eigenzeit parametrisierten Weltlinien sind Integralkurven von @
@t .

3Mathematische De¯nition der r Äaumlichen HomogenitÄat:

Zu je zwei Weltpunkten q; q0 mit t(q) = t(q0) existiert eine Isometrie ¾mit ¾(q) = q0.

Diese Bedingung ist fÄur die Schwarzschild -LÄosung o®ensichtlich nicht erfÄullt.
4Oft wird die r Äaumliche Isotropie schon in die Formulierung des kosmologischen Prinzips ein-

bezogen.
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Stelle orthogonal zu@
@tsind, existiert eine Isometrie¾mit 5 (¾0A) jq = B jq .

Indem man die Weltlinien der fundamentalen Beobachter parametrisiert, erhÄalt man
eine einheitliche Koordinatisierung der Untermannigfaltigkeiten § t aller Weltpunkte
gleicher kosmischer Zeitt . Aufgrund der geforderten Symmetrieeigenschaften sind
die Komponenten bzgl. der einheitlichen KoordinatisierungfÄur alle EinschrÄankungen
der Metrik g des UniversumsM auf § t bis auf einent-abhÄangigen Faktor gleich.

Man kann zeigen, da¼ zu jederisotropen dreidimensionalenRiemann schen
Mannigfaltigkeit mit der Metrik h in der Umgebung jeden Punktes lokale Koordi-
naten

q1 = r ; q2 = # ; q3 = '

existieren, bzgl. derer

³
hjk (r; #; ' )

´
=

Ã
A

1 + k
4r 2

! 2
0

@
1 0 0
0 r 2 0
0 0 r 2 sin2 #

1

A

mit geeigneten KonstantenA und

k 2 f§ 1; 0g

gilt. Mit solchen Koordinaten fÄur die § t , ergÄanzt durch

q0 = ct ;

gilt also

g®¯ dq® dq¯ = c2 dt2 ¡

Ã
R(t)

1 + k
4 r 2

! 2
¡
dr 2 + r 2 d#2 + r 2 sin2 # d' 2

¢
(3.1)

mit einer geeigneten FunktionR(t) > 0 , die die zeitliche InhomogenitÄat des Univer-
sums (Expansion, Kontraktion) beschreibt.

Eine Metrik der Form (3.1) bezeichnet man alsRobertson-Walker -Metrik .

Warnung: Die lokale Angabe der Metrik bestimmt noch nicht die globale
Struktur der Mannigfaltigkeit !

Version vom 26. M Äarz 2009

5Die Tangentialabbildung ¾0 einer Abbildung ¾der Raum-Zeit in sich ist durch

¾0
µ

d
d¿

q(¿)
¶

def=
d
d¿

³
¾

¡
q(¿)

¢́
fÄur hinreichend gutartige Kurven q(¿)

de¯niert, bildet i.a. also Tangentenvektoren zu q auf Tangentenvektoren zu¾(q) ab.
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3.1.2 Kosmologische Rotverschiebung und Horizonte

Seienq(t); q̂(t) Weltlinien zweier fundamentaler Beobachter und ¢¾(t) ihre § t -Ent-
fernung. Dann folgt aus (3.1)

¢ ¾(t) =
R(t)
R(t0)

¢ ¾(t0)

und somit
d
dt

¢ ¾(t) = H (t) ¢ ¾(t) ; (3.2)

wobei

H (t) def=
d
dt R(t)
R(t)

(3.3)

die sog.Hubble -`Konstante' ist. Bezieht man die Koordinatenr; #; ' von gemÄa¼
(1.47) parametrisierten Null-GeodÄaten (Weltlinien von Lichtsignalen) auf einund-
dieselbe Untermannigfaltigkeit §t0 , so ergeben sich GeodÄaten dieser Untermannig-
faltigkeit, wie man aus dem entsprechenden Variationsprinzip erkennt. Da Isome-
trien GeodÄaten auf GeodÄaten Abbilden, mÄussen sich deshalb Licht-WellenzÄuge, nun
jeweils auf §t betrachtet, entsprechend ausdehnen (kosmologische Rotverschie-
bung ) oder zusammenziehen (kosmologische Blauverschiebung ). Wenn also
ein fundamentaler Beobachter Licht der WellenlÄange ¸ Auss zum kosmischen Zeit-
punkt tAuss aussendet, das zum kosmischen ZeitpunkttEmpf empfangen wird, so
stellt der empfangende fundamentale Beobachter die WellenlÄange

¸ Empf =
R(tEmpf )
R(tAuss)

¸ Auss (3.4)

fest.

FÄur die weiteren Untersuchungen wird die Koordinate

½=
r

1 + k
4 r 2

statt r benutzt, mit der gemÄa¼ (3.1)

g®¯ dq®dq¯ = c2 dt2 ¡ R2(t)
µ

d½2

1 ¡ k½2
+ ½2

¡
d#2 + sin2 # d' 2

¢
¶

(3.5)

gilt.

FÄur `radiale' (d.h. _# = _' = 0) Lichtsignale mit _½ <0 gilt dann

R(t)
p

1 ¡ k½2
d½= ¡ cdt
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und somit Z ½1

½2

d½
p

1 ¡ k½2
=

Z t2

t1

cdt
R(t)

(3.6)

fÄur je zwei Punkte 1,2 der entspr. Weltlinie. Ein zur kosmischen Zeit t1 `radial' von
½1 ausgesandtes Lichtsignal kann also den Punkt½= 0 nur dann noch erreichen,
wenn ein entspr. kosmischer Zeitpunktt > t 1 existiert, fÄur den gemÄa¼ (3.6)

Z t

t1

cdt
R(t)

=
Z ½1

0

d½
p

1 ¡ k½2
=

8
<

:

sin¡ 1 ½1 fÄur k = 1
½1 fÄur k = 0
sinh¡ 1 ½1 fÄur k = ¡ 1

gilt. Im Falle Z

t>t 1

cdt
R(t)

< 1 ; k 2 f 0; ¡ 1g

oder Z

t>t 1

cdt
R(t)

<
¼
2

; k = +1

existiert also immer ein maximaler Wert½E = ½E(t1) (Ereignis-Horizont des
Weltpunktes mit ½ = 0), von dem aus (zu einem kosmischen Zeitpunktt > t 1

ausgesandte) Lichtsignale½= 0 noch erreichen kÄonnen.6

Umgekehrt existiert im Falle
Z

t<t 1

cdt
R(t)

< 1 ; k 2 f 0; ¡ 1g

bzw. Z

t<t 1

cdt
R(t)

<
¼
2

; k = +1

zu jedem kosmischen Zeitpunktt1 ein minimaler Wert ½T = ½T (t1) (Teilchen--
Horizont ), charakterisiert durch

Z ½T

0

d½
p

1 ¡ k½2
=

Z

t<t 1

cdt
R(t)

den kein von½= 0 zu irgendeinem kosmischen Zeitpunktt < t 1 ausgesandtes Signal
bis zum kosmischen Zeitpunktt1 erreichen kann.

Ob tatsÄachlich ein Ereignis-Horizont oder ein Teilchen-Horizont oder beides exi-
stiert, hÄangt von der Dynamik _R(t) des kosmologischen Modells ab, die aus den
Einstein schen Feldgleichungen zu bestimmen ist.

Version vom 26. M Äarz 2009

6Bei entsprechend starker Expansion des Universums rÄucken fundamentale Beobachter schlie¼-
lich stets hinter ihre gegenseitigen Ereignis-Horizonte (der Koordinaten-Ursprung½ = 0 kann
gemÄa¼ kosmologischem Prinz willkÄurlich gewÄahlt werden). Die `rÄaumliche' Ausdehnung physikali-
scher Experimente ist dann prinzipiell begrenzt !
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3.1.3 Auswertung der Feldgleichungen

FÄur den zur Robertson-Walker -Metrik ( 3.1) gehÄorigen Einstein -Tensor (2.35)
gilt

G®¯ (ct; r; #; ' )
g®¯ (ct; r; #; ' )

=

8
>>>><

>>>>:

¡
3 _R2

R2c2
¡

3k
R2

fÄur ® = ¯ = 0

¡
2 ÄR
Rc2

¡
_R2

R2c2
¡

k
R2

fÄur ® = ¯ 2 f 1; 2; 3g

0 sonst

(3.7)

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E16 ). Der Energie-Spannungs-TensorM ®¯ des kos-
mologischen Modells wird konsistenterweise ebenfalls als rÄaumlich homogen und
isotrop vorausgesetzt und mu¼ daher von der Form

M ®¯ (ct; r; #; ' ) = ( ½(t) + c¡ 2 p(t)) u®(ct; r; #; ' ) u¯ (ct; r; #; ' )

¡ p(t) g®¯ (ct; r; #; ' ) ; u =
@
@t

;

(3.8)
sein (Beweis als ÄUbungsaufgabe E17 ). Es handelt sich also wieder um den
Energie-Spannungstensor einer perfekten FlÄussigkeit, wobei nun aber im Gegensatz
zu (2.33) Dichte ½und Druck7 p von der kosmischen Zeitt (und nicht von der Ko-
ordinate r ) abhÄangen. GemÄa¼ (2.42) sind die Einstein schen Feldgleichungen (1.55)
damit Äaquivalent zu den beiden Di®erentialgleichungen

_R2 R
c2

+ k R ¡
¤
3

R3 = D def=
8¼ °
3c2

½ R3 (3.9)

und

¡
2 ÄR
R c2

¡
_R2

R2 c2
¡

k
R2

+ ¤ =
8¼ °

c4
p : (3.10)

FÄur _R > 0 ist (3.10) { unter Voraussetzung der sog.Friedmann schen Di®eren-
tialgleichung (3.9) { Äaquivalent zu8

_D = ¡
8¼ °

c4
p _R R2 . (3.11)

ÄUbungsaufgabe E18: Man diskutiere, inwieweit sich (3.11) physikalisch als
Energie-Erhaltungssatz interpretieren lÄa¼t.

Unter der physikalisch motivierten Voraussetzung

½(t) ¸ 0 ; p(t) ¸ 0
Version vom 26. M Äarz 2009

7Die BerÄucksichtigung des Druckesp ist wichtig im Hinblick auf die kosmologische Hintergrund-
strahlung; vgl. 3.2.3.

8Die Ableitung der linken Seite von (3.9) stimmt n Äamlich mit dem (¡ _R R2)-fachen der linken
Seite von (3.10) Äuberein.
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kann man sich O.B.d.A. bzgl. (3.1) auf LÄosungen von (3.9)/( 3.11) mit

R(t) > 0 (3.12)

beschrÄanken (Beweis als ÄUbungsaufgabe E19 ).

WennD(t); R(t) LÄosung von (3.9)/( 3.11) zu ½(t); p(t) ist, dann ist D̂ (t) = D(¡ t); R̂(t) =
R(¡ t) LÄosung von (3.9)/( 3.11) zu ½̂(t) = ½(¡ t); p̂(t) = p(¡ t) . Zu jedem kontrahie-
renden Universum existiert also ein entsprechend expandierendes (und umgekehrt);
d.h. es genÄugt, den Fall

_R(t) ¸ 0 (3.13)

zu untersuchen.

Schlie¼lich sei noch auf

(3.9) ()
_R

q
D
R + ¤

3 R2 ¡ k
= c

()
Z R(t2 )

R(t1 )

dR
q

1
3

¡
D
R + ¤ R2

¢
¡ k

= c (t2 ¡ t1) fÄur p = 0 (3.14)

hingewiesen.9

3.2 Spezielle L Äosungen

3.2.1 Masselose kosmologische Modelle

Im Falle T®¯ = 0 ; d.h. { nach (3.8) { f Äur

½= 0 ; p = 0

sind (3.9)/( 3.11) Äaquivalent zu D = 0 und

Z R(t2 )

R(t1 )

dR
q

1
3¤R2 ¡ k

= c (t2 ¡ t1)

(vgl. (3.14)). Die LÄosungen lassen sich dann also wie folgt klassi¯zieren:

Version vom 26. M Äarz 2009

9(3.14) setzt natÄurlich voraus, da¼ die Wurzel nicht ausgerechnet verschwindet.
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Nr. ¤ k R(t + t0) Anmerkung

1. 0 0 bel. Konst. statisch, °ach

2. 0 ¡ 1 c t Milne -Modell, °ach

3. > 0 0
1
2

p
3=¤ exp

³ p
¤=3c t

´
de Sitter

4. > 0 1
p

3=¤ cosh
³ p

¤=3c t
´

de Sitter

5. > 0 ¡ 1
p

3=¤ sinh
³ p

¤=3c t
´

de Sitter

6. < 0 ¡ 1
p

¡ 3=¤ sin
³ p

¡ ¤=3c t
´

de Sitter

FÄur die Äubrigen Vorzeichenkombinationen des Paares ¤; k wird die Wurzel imaginÄar,
so da¼ dazu keine kosmologischen Modelle existieren.

ÄUbungsaufgabe E20: Man zeige, da¼ sich (3.5) fÄur dasMilne -Modell (k = ¡ 1)
mit ¿ statt t ergibt, wenn man imMinkowski -Raum zunÄachst rÄaumliche Polarko-
ordinaten r; #; ' zusÄatzlich zur Minkowski -Zeit t (bzgl. eines willkÄurlich gewÄahlten
Inertialsystems) wÄahlt und dann die lokalen Koordinaten

¿ =
t

°
¡

r
ct

¢ ; ½=
r
ct

°
³ r

ct

´
Ã

° (u) def=
µ

1 ¡
³ u

c

´ 2
¶ ¡ 1

2

!

statt t; r einfÄuhrt. 10 Man diskutiere, inwieweit das Modell mit dem kosmologischen
Prinzip im Einklang steht, wenn man die Galaxien formal als masselos ansieht (vgl.
(Rindler, 1969, x84)).

Auch fÄur ½6= 0 kann man D in (3.9) vernachlÄassigen wennR hinreichend gro¼
wird. Daher geht ein expandierendes Universum (¤> 0 nach o.a. Klassi¯kation)
asymptotisch stets (lokal) in eines der Modelle 3.{5.Äuber, die ihrerseits fÄur R ! 1
ineinander Äubergehen. Solche Modelle haben daher stets einen Ereignis-Horizont.

Man kann zeigen (Robertson, 1933, Note D), da¼ dievierdimensionale (lokale)
pseudo-Riemann sche Struktur, die den Modellen 3.{5. unterliegt, fÄur alle drei Mo-
delle { trotz unterschiedlicher k-Werte (vgl. Milne -Modell) { einunddieselbe ist.11

Version vom 26. M Äarz 2009

10Man beachte dazu die Herleitung von (A.3).
11Es handelt sich um BeschrÄankungen auf das Hyperboloid (X 0)2 ¡ (X 1)2 ¡ (X 2)2 ¡ (X 3)2 ¡

(X 4)2 ¡ (X 5)2 = 3
¤ des 5-dimensionalenMinkowski -Raumes. Nur fÄur das 4. Modell wird das

gesamte Hyperboloid ausgefÄullt. F Äur die Modelle 3. und 5. existieren also auf jeden Fall Teilchen-
Horizonte.
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3.2.2 Kosmologische Modelle zu staubf Äormiger Materie

Staubf Äormige Materie meint, da¼ (3.8) mit p = 0 gilt. Hier ist ( 3.11) Äaquivalent
zu

D = konst :

und die LÄosungen von (3.9) zu ¤ = 0 lassen sich damit wie folgt klassi¯zieren:

Nr. ¤ k t ¡ t0 = t(R) ¡ t0 Anmerkung

7. 0 0
2
3c

r
R3

D
Einstein -de Sitter

8. 0 +1
D
c

0

@sin¡ 1

r
R
D

¡

s
R
D

¡
µ

R
D

¶ 2
1

A Friedmann -Einstein

9. 0 -1
D
c

0

@

s
R
D

+
µ

R
D

¶ 2

¡ sinh¡ 1

r
R
D

1

A

Modell 8 lÄa¼t sich auch durch

R =
D
2

(1 ¡ cosÃ) fÄur t =
D
2c

(Ã ¡ sinÃ)

(Zykloide) und Modell 9 durch

R =
D
2

(coshÃ ¡ 1) fÄur t =
D
2c

(sinhÃ ¡ Ã)

charakterisieren (Beweis alsÄUbungsaufgabe E21 ).

FÄur R ! 0 dominiert auch im Falle ¤ 6= 0 die Konstante D in (3.9), so da¼ sich
alle Modell mit p = 0 in diesem Grenzfall wie Modell 7 verhalten und folglich stets
einen Teilchen-Horizont haben.

FÄur ¤ 6= 0 lassen sich die Modelle explizit angeben, wennk = 0 ist:

Nr. ¤ k t ¡ t0 = t(R) ¡ t0 Anmerkung

10. > 0 0
3D
2¤

³
cosh

³ p
3¤ ct

´
¡ 1

´

11. < 0 0
3D

¡ 2¤

³
1 ¡ cos

³ p
¡ 3¤ ct

´´

Im Äubrigen diskutiert man die LÄosungen qualitativ zweckmÄa¼ig anhand der Linien
zu konstantem

_R2 =
( 3.9 )

Dc2

R
+

¤c2

3
R2 ¡ kc2
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in der (¤ ; R)-Ebene,12 d.h. anhand der Schar von Graphen der Funktionen

¤ _R2 (R) =
3
c2

_R2 + kc2 ¡ Dc2

R

R2
:

3.2.3 Kosmologische Modelle zu thermischer Strahlung

FÄur elektromagnetische Strahlung im thermischen Gleichgewicht gilt die Zustands-
gleichung

p =
1
3

Energiedichte ;

(vgl. Gleichung (4.45) von (LÄucke, tdst)), d.h. aufgrund der ÄAquivalenz von Masse
und Energie

p =
½ c2

3
:

Damit wird ( 3.11) Äaquivalent zu

_½R+ 4½_R = 0 ;

d.h.:
½ R4 = konst : (3.15)

Mit
D̂ def=

8¼°
3c2

½R4 (3.16)

nimmt ( 3.9) dann die Form

_R2R2

c2
+ kR2 ¡

¤
3

R4 = D̂ = konst : (3.17)

an. Die LÄosungen zu ¤ = 0 sind:

Nr. ¤ k R(t ¡ t0)

12. 0 +1
p

D̂

r

1 ¡
³

1 ¡ c t=
p

D̂
´ 2

13. 0 0 (4 D̂ )
1
4

p
c t

14. 0 -1
p

D̂

r ³
1 + c t=

p
D̂

´ 2
¡ 1

Version vom 26. M Äarz 2009

12Siehe (Rindler, 1969, S. 32 ®).
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Anhang A

Isotrope 3-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeiten

A.1 Spezielle Form des Riemann -Tensors

Seienhjk die kovarianten Komponenten einer isotropen 3-dimensionalen Riemann -
schen Mannigfaltigkeit bzgl. der lokalen Koordinatenq1; q2; q3 . Die Komponenten
des zugehÄorigen Riemann -Tensors seien mitH j

klm bezeichnet. Dann de¯niert

! jk 7! (H! ) jk
def= H jk

lm ! lm

eine lineare Abbildung des Raumes der (di®erentiellen) 2-Formen in sich, die an
jeder Stelleq der Mannigfaltigkeit hinsichtlich des inneren Produktes

h! j!̂ i def= ! jk !̂ jk

aufgrund der Symmetrieeigenschaft1

H jklm = H lmjk

selbstadjungiert ist:
hH! j !̂ i = h! jH !̂ i :

Folglich existiert an jeder Stelle ein vollstÄandiger Satz von Eigenvektoren. Auf-
grund der Isotropie mÄussen alle Eigenwerte gleich sein;2 d.h. die Abbildungsmatrix¡
H jk

lm
¢l<m

j<k
mu¼ ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein:

H (q) jk
lm = K (q) ±l

j ±m
k fÄur j < k ; l < m : (A.1)

Version vom 26. M Äarz 2009

1Siehe Eigenschaften 1., 3. und 4. auf Seite33.
2Da die 2-Formen einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit eineindeutig Vektorfeldern zugeordnet

sind und im isotropen Falle keine Richtung vor der anderen ausgezeichnet ist.

69
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Das ist Äaquivalent zu

H (q) jklm =
1
2

K (q) (hjl hkm ¡ hjm hkl ) fÄur j; k; l; m 2 f 1; 2; 3g :

Aus den entsprechenden Bianchi-IdentitÄatenfolgt daraus mit hjk ;l = 0

0 =
X

n;j;k zykl : vert :

hjk hlm r nK

und somit
0 =

X

n;j;k zykl : vert :

K ;n±k
j ±m

l :

Indem man j = k 6= n 6= l = m 6= j setzt, erkennt man darausK ;n = 0 f Äur
n 2 f 1; 2; 3g, d.h.:

K = const:

Riemann sche Mannigfaltigkeiten, derenRiemann -Tensor die Form (A.1) mit
konstantem K (q) hat, bezeichnet man als solchekonstanter Kr Äummung . Die
Kr ÄummungskonstanteK solcher Mannigfaltigkeiten genÄugt der Bedingung

K =
3
¼

lim
l ! 0

2¼l¡ jC l j
l3

(A.2)

fÄur jede geschlossene KurveCl , die aus der Menge aller Punkte einerGeodÄaten ° Äache
besteht, die den metrischen Abstandl von einem festen Aufpunkt der FlÄache haben
(Beweis als ÄUbungsaufgabe E22 ).

A.2 Prototypen

Eine isotropeRiemann sche Mannigfaltigkeitpositiv er KrÄummungK = R¡ 2 ergibt
sich somit durch EinschrÄankung deseuklidisch en R4 auf die 3-dimensionale SphÄare
S3

R aller x(Ã; #; ' ) mit:

x0 = R cosÃ
x1 = R cosÃ cos#
x2 = R sinÃ sin# cos'
x3 = R sinÃ sin# sin'

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E23 ). Das zugehÄorige in¯nitesimale LÄangenquadrat
ist

dl2 = R2
³

dÃ2 + sin2 Ã
¡
d#2 + sin2 # d' 2

¢́
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bzw.

dl2 = R2

µ
d½2

1 ¡ k½2
+ ½2

¡
d#2 + sin2 #d' 2

¢
¶

(A.3)

mit k = 1, wenn man die Koordinate½= sin Ã statt Ã einfÄuhrt.

Entsprechend ergibt sich eine isotropeRiemann sche Mannigfaltigkeitnegativ er
Kr Äummung K = ¡ R¡ 2 durch EinschrÄankung des mit der negativenMinkowski -
Metrik versehenenR4 auf das 3-dimensionale RotationshyperboloidM +

R ½ V+ aller
x(Ã; #; ' ) mit:

x0 = R coshÃ
x1 = R sinhÃ cos#
x2 = R sinhÃ sin# cos'
x3 = R sinhÃ sin# sin'

(Beweis als ÄUbungsaufgabe E24 ). Das zugehÄorige in¯nitesimale LÄangenquadrat
ist

dl2 = R2
³

dÃ2 + sinh2 Ã
¡
d#2 + sin2 #d' 2

¢́

und nimmt fÄur ½= sinh Ã statt Ã wiederum die Form (A.3) an; nun allerdings mit
k = ¡ 1 .

FÄur k = 0 charakterisiert (A.3) o®ensichtlich (lokal) eineRiemann sche Mannig-
faltigkeit konstanter Kr Äummung K = 0 (lokal der euklidischeR3).

Da man zeigen kann, da¼Riemann sche Mannigfaltigkeiten gleicher konstanter
Kr Äummung und Dimensionlokal stets isomorph sind,3 existieren also zu jeder iso-
tropen 3-dimensionalenRiemann schen Mannigfaltigkeit lokale Koordinaten½; #; ' ,
fÄur die (A.3) mit

k 2 f§ 1; 0g

gilt, wobei K = kR¡ 2 der Wert der konstanten KrÄummung ist. Durch ÄUbergang zu
der Koordinate

r =
2

k½

³
1 +

p
1 ¡ k½2

´

statt ½geht (A.3) schlie¼lich in

dl2 =
R

1 + k
4r 2

¡
dr 2 + r 2 d#2 + r 2 sin2 # d' 2

¢
(A.4)

Äuber (Beweis als ÄUbungsaufgabe E25 ).
ÄUbungsaufgabe E26: Man zeige, da¼ (A.2) Äaquivalent zu

K =
12
¼

lim
l ! 0

¼ l2 ¡ jF l j
l4

(A.5)

ist, wenn F l das geodÄatische FlÄachenstÄuck mit dem Rand @F l = Cl bezeichnet.
Version vom 26. M Äarz 2009

3Siehe z.B. (Noonan und Robertson, 1968, $ 8.10).
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Anhang B

Moderner Formalismus

B.1 ÄAu¼ere Ableitung

(Tangenten-) VektorfelderA lassen sich durch die zugehÄorigenLie -Ableitungen L A f
von Skalarfeldernf charakterisieren. In lokalen Koordinaten:

(L A f ) (q) = Aº (q)
@

@qº
f (q) falls A b= f A®g :

Daher identi¯ziert man lokal jeweils @
@q® fÄur festes® mit dem Feld der Tangentenvek-

toren an die®-Koordinatenlinien.1 Bzgl. der Koordinatenf q¹ g hat also fÄur festes®
das VektorfeldA(q) = @

@q® die konstanten KomponentenAº (q) = ±º
® . Es ist klar, da¼

die @
@qº an jeder Stelleq eine Basis des zugehÄorigen TangentenvektorraumesTq(M )

bilden.

Unter einer (Äau¼eren di®erentiellen) p-Form versteht man ein total an-
tisymmetrisches , kovariantes Tensorfeldp-ter Stufe bzw. die zugehÄorige Scharp-
linearer Abbildungen

! jq : Tq(M ) £ Tq(M ) £ : : : ¡! R
(A; B; : : : ) 7¡! ! jq (A; B; : : : ) = ! ®1 ;:::;®p (q)A®1 B ®2 : : :

Wenn f (q) eine 0-Form (also ein Skalarfeld) ist, dann lassen sich die@@qº f (q) als
Komponenten einer 1-Form au®assen, die man mit df bezeichnet. FÄur hinr. gutartige
Kurven C = f q(t)gt gilt also

df jq( t )
( _q(t)) =

µ
@

@qº
f (q)

¶

jq= q( t )

_qº (t) =
d
dt

f (q(t)) : (B.1)

GemÄa¼ der verallgemeinerten Kettenregel mu¼ somit stets

df =
@f
@qº

dqº (B.2)

Version vom 26. M Äarz 2009

1In 1.1.2 wurde dieses Vektorfeld mit t ® bezeichnet. Vgl. Fu¼note5.
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gelten. Die dqº entsprechen der zu
n

@
@q®

o
reziproken Basis:

dq®

µ
@

@q̄

¶
= ±®

¯ ; (B.3)

d.h. fÄur festes® hat µ = d q® jeweils die Komponentenµº = ±®
º .

Wenn µ1; : : : ; µp 1-Formen sind, dann legt jeweils

¡
µ1 ^ : : : ^ µp

¢
jq

(A1; : : : ; Ap) def=
X

¼2 Sp

sgn(¼)
pY

¹ =1

µ¼(¹ )
jq

(A ¹ ) fÄur A1; : : : ; Ap 2 Tq(M )

(B.4)
einep-Form µ1^ : : :^ µp fest. Es ist klar, da¼ sich jedep-Form ! nach den^ -Produkten
der dq® entwickeln lÄa¼t:2

! = ! ®1 :::®p dq®1 ­ : : : ­ dq®p

=
1
p!

! ®1 :::®p dq®1 ^ : : : ^ dq®p : (B.5)

Die ! gemÄa¼3

d! def=
1
p!

! ®1 :::®p ;¹ dq¹ ^ dq®1 ^ : : : ^ dq®p (B.6)

zugeordnete (p + 1)-Form d ! bezeichnet man als dieÄau¼ere Ableitung von ! .
ÄAu¼ere Ableitungen sind besonders wichtig im Hinblick auf den verallgemeinerten

Satz von Stokes : 4
R

@U ! =
R

U d!

Hieraus folgt5

dd! = 0 f Äur jede Äau¼ere Di®erentialform! . (B.7)

Version vom 26. M Äarz 2009

2Die dq®1 ^ : : : ^ dq®p sind aber i.a.nicht linear unabhÄangig voneinander. DasTensorprodukt

der 1-Formen ist durch (dq®1 ­ : : : ­ dq®p ) (A1; : : : ; Ap) def=
Q p

j =1 dq®j (A j ) de¯niert.
3Man beachte die Konsistenz mit (B.2).
4Beweis als ÄUbungsaufgabe E27 . Hier bedeutet U eine hinr. gutart. orientierte Unterman-

nigfaltigkeit beliebiger Dimension. Das Integral einerp-Form ! Äuber eine hinr. gutart., orientierte,
p-dimensionale Untermannigfaltigkeit G ist de¯niert durch

Z

G
! def=

Z ¿12

¿11

¢ ¢ ¢
Z ¿p 2

¿p 1

³
! (q(¿1; : : : ; ¿p))®1 :::® p _q(¿1; : : : ; ¿p)®1 : : : _q(¿1; : : : ; ¿p)®p

´
d¿1 ¢ ¢ ¢d¿p ;

wobei G = f q(¿1; : : : ; ¿p) : ¿j 2 [¿j 1; ¿j 2]g eine beliebige, aber hinr. gutart., Parametrisierung von
G ist, die der Orientierung von G entspricht.

5Man wende den Satz vonStokes 2-fach an:
R

@(@V) ! =
R

@V d! =
R

V dd! .
(B.7) lÄa¼t sich aber auch direkt aus (B.6) ablesen:

dd! =
1
p!

! ®1 :::® p ;¹;º
| {z }
symm : in ¹;º

dqº ^ dq¹ ^ dq®1 ^ : : : ^ dq®p

| {z }
antisymm : in ¹;º

:
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B.2 Konnexionsform

E bezeichne das `BÄundel' aller Paare (q;f b0; : : : b3g) von jeweils einem Punktq der
Raum-Zeit M und einer Basis6 f b0; : : : b3g des zugehÄorigen Tangentenvektorraumes
Tq(M ). Man macht E zu einer di®erenzierbaren Mannigfaltigkeit, indem man die
lokalen Koordinatensystemef qº g von M zu lokalen Koordinatenf q¹ ; b®

º g von E
erweitert, wobei die (b®

º ) regul Äare Matrizen sind, die jeweils durch

b® = b®
º @
@qº

(B.8)

eine Basis vonTq(M ) kennzeichnen. FÄur jedesq 2 M ist damit also die zugehÄori-
ge Faser (Menge aller Basen vonTq(M )) durch Elemente der Gruppe GL(4; R)
koordinatisiert. NatÄurlich ist aber keine dieser Koordinatisierungen `kanonisch'.

Bei KoordinatenwechselÄandert sich die entsprechende Zuordnung

f b0; : : : b3g ­ (b®
º ) 2 GL(4; R)

hinsichtlich der Gruppenmultiplikation7

(g ¢h)®
¯ = g°

¯ h®
°

gemÄa¼ einerlinken Gruppenwirkung:8

³
f q¹ g ¡!

n
q¹ 0

o´
=) (b®

º ) ¡!
³

b®
º 0

´
=

µ
@qº

0

@q¹
b®

¹

¶
: (B.9)

Damit ist E ein Prizipalb Äundel mit der Basis M und der Strukturgruppe 9

GL(4; R) und die rechte Wirkung

Rg (q;f b®g) def=
µ

q;
½

b̄ º g®
¯ @

@qº

¾¶
=

³
q;

n
b̄ g®

¯
o´

(B.10)

dieser Gruppe in den Fasern ist von der Wahl der lokalen Koordinaten f qº g un-
abhÄangig.

Die Rolle der Christoffel -Symbole stellt sich nun wie folgt dar: Jedemp =
(q;f b®g) 2 E wird ein linearer Isomorphismus

¾jp : Tq(M ) ¡! Hp ½ Tp(E)

_q 7¡!
³

_q;
n

_b®

o´
; _b® = ¡ ¡ º

¹¸ (q)b®
¹ _q¸ @

@qº
(B.11)

Version vom 26. M Äarz 2009

6Die unterstrichenen Indizes sollen also die Basisvektoren { nicht Komponenten { durch-
numerieren.

7Hier wird also der untere Index als Spaltenindex aufgefa¼t (reine Konventionssache), sonst
entsprÄache der Koordinatenwechsel einer rechten Gruppenwirkung.

8Denn: b® = b®
º 0 @

@qº 0 = b®
º @

@qº =
³

b®
¹ @qº

0

@q¹

´
@

@qº 0 .
9In den sog.Eichtheorien sind auch andere Strukturgruppen von Interesse.
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im Sinne von (1.42) zugeordnet, wobei die Bedingungen10

¾jR g p ( _q) = R0
g¾jp ( _q) (B.12)

erfÄullt sind, die die Erhaltung linearer Beziehungen zwischen Vektoren bei Parallel-
verschiebung ausdrÄucken.

Die Elemente vonVp
def=

n³
_q;

n
_b®

o´
2 Tp(E) : _q = 0

o
nennt manvertikal (zur

Basis M ), die von Hp entsprechendhorizontal . WÄahrend dieVp lediglich von E
abhÄangen, charakterisieren dieHp die Parallelverschiebung:

Zu jedem p = ( q;f b®)) 2 E und zu jedem _q 2 Tq(M ) existiert genau ein³
_q;

n
_b®

o´
2 Hp(E), nÄamlich das in (B.11) angegebene. Diese Eindeutigkeit sowie

die lineare AbhÄangigkeit der _b® von _q folgt bereits aus

Tp(E) = Hp © Vp (B.13)

und der De¯nition von Vp. Die Bedingung (B.12) ist dabei Äaquivalent zu

HRg p = R0
g Hp : (B.14)

Den Zerlegungen (B.13) entspricht eine eindeutige Schar linearer Abbildungen

! jp : Tp(E) ¡! Vp

mit den Eigenschaften11

! jp (vp) = vp 8 vp 2 Vp ; (B.15)

! jp (vp) = 0 () vp 2 Hp ; (B.16)

und
! jR g p (R0

gvp) = R0
g! jp (vp) 8 vp 2 Tp(E) : (B.17)

Zu jedem Elementvp 2 Tp(E) existiert o®enbar ein eindeutiges Element ^vp der
Lie -Algebra gl(4; R) von GL(4; R) mit 12

vp =
d
dt

¡
Rexp(t v̂p )p

¢
j t =0

: (B.18)

Version vom 26. M Äarz 2009

10R0
g bezeichnet die Tangentialabbildung zuRg; d.h. wenn v Tangente der Kurve Ĉ = f p(t)g ½ E

an der Stelle t = 0 ist, so ist Rgv die entspr. Tangente der Bildkurve RgĈ. FÄur vp 2 Tp(E ) und
f 2 C1 (E ) bedeutet das:

( R0
gvp

| {z }
2 Tp (E )

)(Rgf ) = vp(f ) ; (Rgf )(p0) def= f (Rg¡ 1 p0) 8 p0 2 E :

11FÄur jede lineare Abbildung ! jp : Tp(E ) ¡! Vp , die der Bedingung (B.15) genÄugt, gilt ( B.13),
wenn man Hp gemÄa¼ (B.16) de¯niert. ( B.17) garantiert dabei (B.14).

12Einen Vektor der Form (B.18) bezeichnet man alsKilling -Vektor .
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Wenn wir also die ! entsprechende Scharlinearer Abbildungen in gl(4; R) mit
!̂ bezeichnen, so erhalten wir schlie¼lich die der Parallelverschiebung entsprechende
Konnexionsform , die den (B.15), (B.16) und (B.17) entsprechenden Bedingungen

!̂ jp (vp) = v̂p 8 vp 2 Vp (B.19)

!̂ jp (vp) = 0 () vp 2 Hp (B.20)

und
!̂ jR g p (R0

gvp) = Ad( g¡ 1)!̂ jp (vp) 8 vp 2 Tp(E) (B.21)

genÄugt.13

Umgekehrt bestimmt die Konnexionsform den Paralleltransport lÄangs einer Kur-
ve C = f q(t)g ½ M nach folgendem Schema:
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u

u

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

.......................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

................................................................................................................
..........
..........
..........
..........
..........
..........
...............

...................
...................

...................
........

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.........................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.....

..................
..........

...........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
.........
..........
...........
...........

................
.................................................................................................................................................................................................................................

...............
.............

............
...........

..........
..........
..........
..........
...........
.........
....

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqq

q

_q

Hp
p

M

Rgp Ĉ

C

RgĈE

Fq(M ) »= GL(4; R)

Die f b®(t)g sind genau dann lÄangs C `konstant', wenn die Tangenten an die
Kurve Ĉ = f (q(t); f b®(t)g)g ½ E alle horizontal, d.h. Elemente vonHp gemÄa¼

Version vom 26. M Äarz 2009

13Die adjungierte Darstellung Ad ist durch

Ad(g)
d
dt

exp(tv̂) j t =0 =
d
dt

¡
g exp(tv̂) g¡ 1¢

j t =0

gegeben. (B.21) folgt somit aus (B.17) und (B.18) gemÄa¼

R0
g

d
dt

¡
Rexp( t v̂p ) p

¢
j t =0

=
d
dt

¡
RgRexp( t v̂p ) Rg¡ 1 Rgp

¢
j t =0

=
d
dt

¡
Rg¡ 1 exp( t v̂p )g Rgp

¢
j t =0

:
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(B.20) sind. Aufgrund der LinearitÄat von !̂ jp garantiert (B.19), da¼ zu jedem Tripel
(q(t); f b®(t)g ; _q(t)) genau ein horizontaler Vektor

_p(t) =
³

_q(t);
n

_b®(t)
o´

2 T(q(t );f b® (t )g)(E)

gehÄort und somit zu gegebenen Anfangswertenf b®(t1)g genau einhorizontaler Lift
Ĉ von C existiert. (B.21) garantiert, da¼ _p(t) linear von f b®(t)g abhÄangt.

Allgemein versteht man unter einerKonnexionsform Äuber E eine di®erenzier-
bar von p abhÄangige Schar linearer Abbildungen ^! jp : Tp(E) ¡! gl(4; R) (gl(4; R)-
wertige 1-Form), die den Bedingungen (B.19) und (B.21) genÄugt. Unterschiedlichen
Konnexionsformen entsprechen natÄurlich unterschiedliche ¡®

¹¯ -Koe±zienten im Sin-
ne von (1.42). Obwohl dann (1.43 i.a. nicht mehr gilt, garantiert der Formalismus
dennoch, da¼ der entspr. `Paralleltransport' (lÄangs C = f q(t) : t 2 [t1; t2]g) Basen
(von Tq(t1 )) in Basen (vonTq(t2 )) ÄuberfÄuhrt, also lineare UnabhÄangigkeit erhÄalt.

B.3 Kr Äummungsform

Seif Hpg die zur Konnexionsform ^! Äuber E gehÄorige Schar horizontaler VektorrÄaume
und sei f ej g eine Basis vongl(4; R) . Sei ferner

'̂ = ' j ej

eine beliebigegl(4; R)-wertige p-Form14 Äuber E. Dann bezeichnet man alskovari-
ante Äau¼ere Ableitung von ^' die durch

D'̂ jp (u; v; : : :) def= d ' j
jp

(Ĥpu; Ĥpv; : : :) ej fÄur u; v; : : : 2 Tp(E) ; (B.22)

Ĥp
def= Projektion auf H p ;

de¯nierte15 gl(4; R)-wertige (p + 1)-Form D '̂ . Speziell­̂ def= D !̂ bezeichnet man als
die zu ^! gehÄorige Kr Äummungsform .

Version vom 26. M Äarz 2009

14Die Entwicklungskoe±zienten ' j sind also gewÄohnliche p-Formen Äuber E (nicht M).
15Die UnabhÄangigkeit dieser De¯nition von der speziellen Wahl der Basisf ej g ist o®ensichtlich.
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