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Vorwort

Der Stand der Allgemeinen Relativifitstheorie Yt auch heute noch sehr zu
wilnschenibrig | aus experimenteller Sicht, weil z.B. Gravitationswellen immer
noch nicht nachgewiesen werden konnten, und aus theoretisci&icht, weil z.B.
immer noch kein konsistentes Quantisierungsverfahren entwalk werden konnte.

In der Vorlesung werden nur die einfachsteAnderungen demNewton schen Gra-
vitationstheorie besprochen, um die Grundvorstellungen besters klar hervorzuhe-
ben. Es wird wederTorsion eingefihrt, noch der Formalismus lokaler Eichtheorien
noch die Quantisierung oder gar Supergravitation abgeharte

Literaturempfehlungen: (Einstein, 1956 Lord, 1976 Misner et al., 1973
Rindler, 1969 Schmdinger, 1960 Wald, 1984 Fischer und Kaul, 2003 Will, 1993)
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Kapitel 1

Grundideen

1.1 Di®erentialgeometrie der Elastizit At

1.1.1 Deformationen

Die Theorie der di®erenzierbaren Mannigfaltigkeiten wirdésonders an-
schaulich, wenn man sich { wie stets dylich (siehe {Vhitney, 1936),
(Whitney, 1944), (Brickel und Clark, 1970) { die jeweilige Mannigfal-
tigkeit in einen ungek#immten Raum eingebettet vorstellt. Um diese
Vorstellung zu konkretisieren gehen wir von Untermannigfalgkeiten des
3-dimensionalen Anschauungsraumes aus, wie sie sich in der ElatAiz-
theorie ergeben.

Mathematisches Modell

Gegeben sei eifester (nicht “starrer’) Karper, als Mengeidenti zierbarer ~ Punkte
P aufgefa¥at, die ein ‘vednftiges' Raumgebiet ganz ausllen.

Unter einem Verzerrungszustand  dieses Krpers verstehen wir eine (hinrei-
chend gutartige) idickeindeutige AbbildungX : P 7! X (P) der Kdrperpunkte P in
denR", wobei X (P) jeweils der Ort des KdrperpunktesP ist.*

Unter einer Deformation  versteht man eine Abweichung von einem ausgezeich-
neten, als ‘unverzerrt' angesehenen Zustanty(P).

Koordinaten

Seien @;::: ") die Koordinaten des OrtesXo(P) von P im unverzerrten K@rper-
zustand bzgl. eines vorgegebendarthesischen KoordinatensystemsK . Markiert
Version vom 26. M Arz 2009 -

1Gewshnlich ist also n = 3. Im Hinblick auf die Allgemeine Relativit Atstheorie ist es jedoch
zweckmavaig, die Raumdimensiom nicht zu spezi zieren.
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man diese Koordinaten jeweils am entspr. #perpunkt, so werden sie durch De-
formation des Kérpers (Verschiebung des BrperpunktesP jeweils vom Ort X o(P)
an den Ort X (P)) verzerrt, d.h. krummlinig . Die Koordinaten bzgl. K, fiv den

q=a

a UP g =b

b ot

Eine Deformation des Kdrpers BVt sich so eindeutig durch die Zuordnung

beschreibert, die nativlich ridckeindeutig (njektiv ) sein muYa.

1.1.2 Der metrische Tensor
Kurvenl Ange in g und x-Koordinaten

Seig(t) t 2 [ti;t,], bezogen aufk,, eine Parametrisierung eines glatten Kur-
vensticks des unverzerrten rpers. Durch Deformation des rpers geht dieses
Kurvenstiéck in das durch

i ¢
d (O Ed q)ndt) 52 [ty
bzgl. K, gegebene Kurvengick Bber. Dafdr gilt: 3

V
Z t2 H X
LAnge vor Deformation = t g (t)g (t)dt;
t1 j=1
v 000
Z,Un
LAnge nach Deformation = t g (t)d (t)dt:
t1 }:1
Version vom 26. M Arz 2009
2In der Formulierung von Lagrange wird der Verzerrungstensor bzgl. der ¢;:::;q"), in der
Formulierung von Euler dagegen bzgl. der qi;:::;q“) angegeben. Wir schreiben cji;:::;q"‘)
(Kern-Index-Schreibweise ) statt (1g*;:::;4"), um auszudnicken, da¥ wir auch diedt;:::;q")

den Punkten desverzerrten Kdrpers als (krummlinige) Koordinaten zuordnen.
SWir schreiben allgemeinf(t) fiv cj’—tf ().
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Nach der verallgemeinerten Kettenregel gilt:

@Y
= —q: 1.1
4= Gt (1.1)
Kurzschrift dafiy:
dx = t dd;
15
wobei: 0 qil 0 o 1
@Y
xE@: AT K (1.2)
q ol
t(at;:::;g") ist jeweils der (i.a. nicht normierte) Tangentenvektor derKurve

k-te Stelle

an der Stellet = ¢f.
Fiv eine beliebige (aber hinr. gutart.) Kurvex(t) folgt aus (1.1) und (1.2):

X .
dd = tj ¢t d g

=1
Kurzschrift dafiy: _
(dx)? = gy dof df; (1.3)
wobei: ” h h
def @@
i =t Cty = — 14
g]k ] k f:a- @q@ﬁ ( )
Damit gilt also:®
Zoq
LAnge nach Deformation = gk (opd g« dt:

t1

Daher nennt man diegy, die (kovarianten) Komponenten desnetrischen Tensors

Version vom 26. M Arz 2009
4Wir benutzen die Einstein sche Summationskonvention : Wenn in einem Produkt der glei-
che Index doppelt auftritt (einmal als oberer, zum anderen als unterer Index), ist daéber zu
summieren.
SMan identi zierti.a. ty, mit der entsprechendenLie -Ableitung L;, = @% und spricht in diesem

Sinne von dem (lokalen) \ Vektorfeld & ". Letzteres macht auch filv nichtlineare Mannigfaltigkei-
ten Sinn.
SDies ist die prazise Bedeutung von {.3).
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Koordinatenwechsel

Kmperpunkt P (im verzerrten Zustand) sei Bckeindeutig einn-Tupel (q ;::"qn b)
zugeordnet. Die karthesischen Koordinateg von XO(P) bzgl. Ko (krummlinige Ko-
ordinaten vonX (P))sind dann eindeutig durch dieq<’ gegebendg = o (¢ :::; q").

Sei nung’(t); t 2 [ti;ty] die entspr. Parametrisierung des verzerrten Kur-
venstidcks. Wegen

@’CI |0
C @bt
ergibt sich dann f die entspr. Kérperpunktkurve
Z,q9 —
LAnge vor Deformation = gl(or% od°gn°dt;
z
LAnge nach Deformation = Qomod°g™° dit ; (1.5)
t1
wobei: " o
o _ " @g@q.
- 2984, 1.6
Gomo - @ﬁ@qo ( )
@4 @Y
omo = X 1.7
Oiom @a@aogjk ( )

Das Transformationsverhalten {.7) ist das der kovarianten Komponenten ei-
nes Tensors 2. Stufe . Kovarianz' meint dabei analoges Transformationsverhal-
ten zu demjenigen der Tangentialvektoreﬁ:

@a -
@y’
LR K = gg (1.8)
@b
@y’
Mit ( 1.4) und (1.7) folgt daraus
gjoko = tjo¢tk0: (19)
Das Transformationsverhalten der durch
Y
- - 1 fivj=k
J =4 =
th ¢ty = 4 0 sonst (1.10)

Version vom 26. M Arz 2009
07E|gentl|ch mivite man von Tensor- und VektorFeldern sprechen. Man beachte, daYa

(ot ;:::;9" ) und (gt;:::; ") einunddesselben HWrperpunkt (im verzerrten Zustand) kennzeichnen,

tjound t; jedoch unterschiedliche Vektoren (da zu unterschiedlichen Koordinatenlinien tangentigl
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und bzgl. der gestrichenen Koordinaten entsprechend, d.h. iain
1 fivjo=k°

i° 40 =
Ulle=4= sonst:

(1.11)

de nierten reziproken Basis @
%; E{ 1;::;n (1.12)

ist im Vergleich dazukontravariant :°

o @4
@b’

DemgendY. ist das Transformationsverhalten der

¥ @gat
L, @Y@Y

(1.13)

gc 't otk = (1.14)

das derkontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe

g = @Yoy
@y @y

Unabhangig von (1.14) lassen sich diese Komponenten durch

=g« (1.15)

g'ok = 4 (1.16)

charakterisieren, woraus man auch erkennt, daﬂ{@die gemischten 1° Komponenten
eines Tensors 2. Stufe sind.

Beweis von ( 1.16):

* enenenen X ehen .
= S
1 @804,0008 @6 @
¥
8Man beac;te @. 2)hounda gggg = gg =4 .
9 @ @q @
e o~ @t @y

10Gemeint ist unterschiedliches Transformationsverhalten hinsichtlich der Indizes hier kontra-
variant bzgl. des oberen und kovariant bzgl. des unteren Index.
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Die Komponenten des metrischen Tensors lassen sich dazu benujzdie kon-
travarianten KomponentenAl eines VektorsA = Al t; = A; t! in seine kovarianten
KomponentenA; éberzufdhren und umgekehrt!

= g“Ai;  Aj = grAX (1.17)

Entsprechende Formeln geltendir gemischte Komponenten von Tensorendherer
Stufe.

Von nun ab sei auchgt;:::;q" ein beliebiges Koordinatensysteme. Man sieht
leicht, da¥% dann die Formeln](?) (1.19, (1.16 und (1.17 immer noch gelten.

RAumlich konstante Vektorfelder

SeienA; die kovarianten Komponenten eines Vektorfeldes bzgl. desoBrdinaten-

systemsq 121", ZunAchst sollen die partiellen Ableitungen dieser Komponenten
nach deng mit den entsprechenden Ausdicken bzgl. des zuAchstfest gewdhlten
Koordinatensystemso”; : : ¢ ; of"” vergllchen werden:
@4’ ~ oY a R
_ @f @A Ll eat
@u@y " @4@y
_ @be¥ @ oY eat'
@y @Y @Y’ @f@y@q "
Mit den sog. Christoffel ~ -Symbolen
e @ @ @Y
imE=__==_ 1.18
| jk @a @Q@q ( )
bzgl. des Koordinatensystems’; : : :: " gilt also
@) = @h@ﬁl @ po+i " Am (1.19)

@4y ' @q@Yyey

Die zugeldrige kovariante Ableitung

rA & i A (1.20)

@, .
@
hat dementsprechend Tensor-Charakter

ay,
@d “

r jo=

Version vom 26. M Arz 2009
Die ¢ selbst sind i.a. nativlich keine Vektor-Komponenten!
2Die Addition einer entsprechenden Tensor-Gavze zu derChristoffel  -Symbolen | die selbst
nicht Tensor-Komponenten sind (vgl. (1.41)) | w #rde daran o®ensichtlich nichtsAndern (allge-
meinere Konnexionen).
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die partiellen Ableitungen der kovarianten Komponente\; eineskonstanten , d.h.
gegember Parallelverschiebung invarianten, Vektorfeldesbzgl. dieser Koor-
dinaten . Nach (1.19 ist letzteres gleichbedeutend mit dem Verschwinden der ko-
varianten Ableitung (1.20. Die kovariante Ableitung kann also als ein Ma¥Vf die
“wirkliche' Ortsabhangigkeit des Vektorfeldes angesehen werden.

Natérlich hAngt die De nition der Christoffel ~ -Symbole i.a. von der speziellen

sind. In diesem Falle ist keine genauere Spezi zierung notwegdBereits aus den
Beziehunget’

%
‘ _ 1 %=k . @ _
gJ oko(a) = 0 sonst ; _@ng oko(ﬂ) =0 (1.21)

folgt dann nAmlich® an der Stelle q= ¥

1
Omk ij = 5 (G + Ok i Gk ) ;
1 (1.22)
bzw. i = 59"‘ (Gt + O i G )

Beweis: Aus (1.21) folgt zunAchst
e, . eateq
@u™ (1.7 @Oh @q @Y |
_ )Q @QOQ@QO . @E:I[)@@q[)
12y ,,, @u@H@Y @Y@u@y

Omoro

und somit .
)(] 0 0
%(gjk;l +0Okj i Gk )= - @g @(()Eh@?q
wobei: @
Gkl « @hgjk
Mit
@7&]0 = @—6 0]0
@4 (121, @§*"
_  ehedeqy
L7 @y@d@f™
_ @y
- @ka

Version vom 26. M Arz 2009
137 B. sind sie ja filv ¢’ = ¢ stets Null.
41m Falle @%’Ugj oko(§) = 0 nennt man die (lokalen) Koordinaten qlo; D ;qno einer Riemann schen
Mannigfaltigkeit an der Stelle & geodAtisch . Die kovariante Ableitung ist dann also der kovariante
Ausdruck, der fiéir geodétische Koordinaten wegen (.22) in die partielle Ableitung #Abergeht.
SMan beachte, da¥ die rechte Seite vorl(22) symmetrisch in den Indizesj;| ist.
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folgt daraus schlie¥lich {.22). |

Man de niert daher die Christoffel ~ -Symbole gewhnlich durch (1.22) (statt durch
(1.18). Dann gilt o®ensichtlich
=g
Die (1.20 entspr. kovariante Ableitung der kontravarianten Komponeten Al
eines Vektors de niert man im Einklang mit dem allgemeinen Tesor-Formalismus

durch
def

woraus mit (1.229)
Al = @—@%Aj +i {kA' (1.23)
folgt.®
Beweis von ( 1.23):
r Al (1.:23 ¢ Lrl A 1
_ I @ . H m
az0 9 @i kA
_ 1@ (Ga A" g i T g A
(1.1% g @71(9”1 )i @ik Gm
Prog-R @@E]AJ +d" gk A" ¢ E(gln;k * Gt i Gin ) A"
(1.16:(1.22
. a1
= @@qAJ + g E(Qm;k * Oin i Gkny ) A"
_ O piyglgyimAn
(1._22 @E]A + gJ Oml i nk A
_ Q P n.

Al (q(t1)) tj (q(t1)) im Anfangspunkt g(t;) von C vorgegeben. Danndsst sich dieser
Vektor nativlich zu einem konstanten VektorfeldAl (q) t; (q) éber R" fortsetzen. Da
die kovariante Ableitung | insbesondere alsogtr (Al langs der Kurve | verschwin-
det, mu¥s dikonstante Vektorschar

a
def

© . : :
A1) a0 A1) E A (A1)
dann gené. (.23 dem Di®erentialgleichungssystem
Al + {k Ald=0 (1.24)

Version vom 26. M Arz 2009

P ¢ . .
8Wenn man also (konsistent)r x A def lXl r jAk tx de niert, dann gilt: r ¢ty = 'k;j t):
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gendgen, das diese Schar bei vorgegebenem Anfangswert bereitslaitig charak-
terisiert.

Die Verallgemeinerung der kovarianten Ableitung auf Tensorehdherer Stufe ist
o®ensichtlich; z.B’

def

def | de
r kam =

Tklm;j = i T ti r] Tkm i im] Tkr' (1-25)

rm

@ﬁTkm i |

1.1.3 Untermannigfaltigkeiten
Geod Aten und Parallelverschiebung

Sei wieder wie in Abschnitt1.1 ein Kdrper mit eingeschriebenen Koordinatem;
221" gegeben, die im unverzerrten Zustand karthesisch sind. Dannden die
Kdrperpunkte P mit g" = 0 im unverzerrten Zustand in einer (Hyper-) Ebene, die
durch Verzerrung des Hrpers in eine gekimmte (Hyper-) FlAcheM #@bergeht!8
Die fir diese FAche charakterisitischen Formeln ergeben sich nun aus den bisgen
einfach durch folgende Einsclankung:

Fiv die Indizesj;k;::: resp.j%kO::: sind jetzt | insbesondere bei der
Einstein schen Summationskonvention | nur die Werte 1;:::;nj 1 resp.
1%::::(nj 1)°zu verwenden.

Es sollen nun zuéchst die Geod Aten von M bestimmt werden, d.h. die Linien in
M , deren (hinreichend kurze) Teilstrecken jeweils diedkzeste, ganz inM verlau-
fende, Verbindung zwischen Anfangs- und Endpunkt darstellen.
Wenn gt(t);:::; " 1(t) eine (zeitlich begrenzte) Bahnbewegung ist, die ganz auf
einer Geoditen verlAuft, SO0 mu¥ sie also dem (lokalen) Variationsprinzip
Ze [ i 6 e @
+ L q(t)"::;”'l(t) dt =0; L gh::ind™ =T ge(dhin i) dg

t1

gendgen, wobei bei Variation die Orte #v die Zeitpunkte t; und t, beizubehal-
ten sind. Fir konstante Bahngeschwindigkeit *° ergeben sich dazu di€&uler -
Lagrange -Gleichungen

&+ijdd =0 (1.26)

Version vom 26. M Arz 2009
1"Damit gilt z.B. die Produktregel r jAxB'Cm = (1 jAx)B'Cm + Ax(r jB¥)Cm + AB'r jCny .
180ftmals ist es eine verminftige Idealisierung, sich den Kérper nur aus solchen Punkten zusam-

mengesetzt zu denlﬁn l~()Membranen)
19Es ist Klar, da¥s , gk 9 d¢ dt nur von den Geometrie der Bahnkurve, nicht jedoch von der

Bahngeschwmdlgkelt abmngt
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Beweis: 20
q H d @ @ 1
= 1 ig ——Lj —
d ) . p——
= gaxd+od)i gw dd (wegen g dd =0)
= (%k;l +Okj i Gk )dd +2gx 4
= 2 iMod+ g d
122 Omk i jj dd Oik ql\

Nach (1.16) ist das Aquivalent zu (1.26). g

zu M tangentialen VektorsA(q(t;)) an der Stelleq(t;) und sei

a

© i N
C= qt)yd o'(t); i M) t2 [ty t]

eine (hinreichend gutartige) Kurve inM . Es liegt nun nahe, diezu M tangentia-

le Parallelverschiebung  A(t);:::; A" 1(t) von A(q(t,)) |AngsC als Lésung des
Gleichungssystems .42 zum gegebenen Anfangswer\(q(t,)) im Sinne o.a. Ein-
schidnkung zu de nieren?! Diese De nition ist in folgendem Sinne optimal:

Falls C der Gleichung (L.26) gendgt, also auf einer Geodten (von M ) liegt, sieht

zu lesenden) Gleichungssystem4.@4) ist. Mit anderen Worten:

Die normierten Tangentenvektoren eineGeod Aten C gehen durch Par-
allelverschiebung #ngsC auseinander hervor?

In diesem Sinne sind also die Gedten die "geradesten’ Linien innerhal . Auch
erkennt man aus (.22 leicht

y diak ¢ 5.
(1.24 =)  AOADG(ql) =0:

Beweis: Aus 1

(1:22) 2(9jn;| + Onj i Gin)

Omn ijr|n

und
Al +i M AId = 0
1l q_(124)

Version vom 26. M Arz 2009
20Wir teilen stets durch ;1 die partielle und durch ;1 die Kovariante Ableitung nach g mit.
21Djese LBsung existiert und ist eindeutig. Daher sind Geoditen, deren normierte Tangenten ja

durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen (s.u.), durch ihre Richtung in einem Punk

bereits eindeutig festgelegt.
22pamit ist o®ensichtlich, da¥s Parallelverschiebung bzgM i.a. keine Parallelverschiebung bzgl.
R" % M ist.
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folgt

d )
gt (Gm ATAT) = dgng AIA" + %gmn AT An

=i (gny + Plk,n i 9{12 )AjA;ql_

Also:
Bei Parallelverschiebung bleibt die Bnge eines Vektors erhalte®’
Au¥serdem folgt aus der Lineardt des Gleichungssystems unmittelbar:

Bei Parallelverschiebung Angs der gleichen Kurve bleiben die linearen
Beziehungen zwischen den Vektoren erhaltéf.

Insbesondere bleibt also die Neigung zur Kurventangenten beia#elverschiebung
|Angs einerGeod Aten erhalten.

Wegabh Angigkeit der Parallelverschiebung

Natévlich muYz man im allgemeinen damit rechnen, da¥s der Mu tangentiale Par-
alleltransport vom Verschiebungsweg ak#ngt. Das soll nun eingehender untersucht
werden.
Sei zurAchst angenommen, der Paralleltransport sei innerhalb einer Webung
O % M des Punktesatb (gi;:::;¢" 1) wegunabhangig. Dann EVit sich o®en-
bar jeder an dieser Stelle vorgegebene Satz linear unéhbbiger Tangentenvektoren
fA=(A) (Bt #); @=1%:::;(nj 1)% zu einem Satz an jeder Stelle IO li-
near unabhngiger Vektorfelder (6\®o)J (9 t; (g) fortsetzen, die innerhalbO konstant
in dem Sinne sind, da¥ Ihre kovarianten Ableitungen (bzg¥l ) dort verschwinden.
Dann ist zu vermuten, davs di€hristoffel  -Symbole in Koordinatenq®O ver-

schwinden, die die A10)’;:::;(Am; 1y0) als Tangentenvektoren haben, also den Be-
dingungen
@y _
Ago)! 1.27
oF = (Ae) (9 (1.27)
gendgen. Solche Koordinaten dren mit
(A®); (@ (Ae) (0) = #: (1.28)

Version vom 26. M Arz 2009
23Man kann auch umgekehrt zeigen (siehe z.B.Goenner, 199¢ Abschn. 8.4.2)), da¥1.22) unter
der Symmetrievoraussetzung {' =i ' aus (1.24) und Erhaltung der Vektorl Ange bei Parallelver-
schiebung folgt. Ohne diese Voraussetzung (man spricht dann vomorsion ) charakterisiert (1.26)
dann zwar immer noch die Kurven, die man alszu sich selbst parallel bezeichnet, i.a. jedoch

nicht mehr die Geodaten!
24Daher sagt man auch, da¥s durch di€hristoffel ~ -Symbole (bzgl. @;:::;q"i 1)) eine lineare
Konnexion (zwischen Vektoren an unterschiedlichen Stellen vorM ) gegeben sei.
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durch Z,
"= (A% (9 dd (1.29)
gegeben, wobei| einen willkdvlich geméghlten Bezugspunkt ausO bezeichnet.
Anmerkung: Die A® bilden die zu denA @0 reziproke Basis und es gilt
(A%); = ¢ “gi (A-0)":
Beweis: Aus (1.29 folgt \ ;
(A% (A0) (Aan)* = (A0)
und daraus aufgrund der UnabHangigkeit der A go
(A®); (A-o)] = +%;
also die behauptete Reziprozit.
Davs (.28) mit (A®"); = g® gk (A-o)k tatsAchlich erfillt ist, erkennt man gemAva

¢ g (A (A = 07 o &4 o,
= gklg”
= %

Wir wollen deshalb zurichst zeigen, da¥% die De nitionenl(29 erlaubt, die an-
gegebenen Integrationen also von der Wahl des Weges wpmach g unabhéngig
sind.

Dazu beachten wir, da¥s aus der "Konstanz' der Vektorfeld&ge nach (1.23 und

(1.29

(@ = 1 (AP)n(@-2 & (As) ()

4

und somit nach (.29

i1(0) = +( Aeo) (Q) = @5 @ A)n(@ 8920 (1.30)

folgt. Aufgrund der Symmetrie derChristoffel  -Symbole in den unteren Indizes
folgt daraus q

(Ae) (3 @—@; A i @%A@")k(q) -0,

und damit @
A® @ -n-
t]( Im(Q) i @q(A k(@ =0;

d.h. die notwendige Rotationsfreiheif® Die De nitionen (1.29 sind also erlaubt und
aus ihnen folgt
@8"

= (A% (0): (1.31)

Version vom 26. M Arz 2009 -

25Vgl. Fu¥anote29.
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Bildet man hier beiden Seiten die inverse Matrix, so ergibt sictatsAchlich (1.27)
und daraus mit (1.31) fir die Christoffel  -Symbole (1.30) schlie¥lich:

il (g)= @Q@_ao
km Qf @4@9q
Daraus erkennt man, das dieChristoffel ~ -Symbole in deng®-Koordinaten ver-

schwinden. Umgekehrt ist es o®ensichtlich, da¥s der Paralleltsaort in O wegun-
abhéngig ist, wenn dort ein Koordinatensystem existiert, in dem di€hristoffel -
Symbole verschwinder® Wir sehen also:

Der Paralleltransport ist genau dann in der Umgebung eine Puné&s we-
gunabhangig, wenn & eine Umgebung dieses Punktes ein Koordinaten-
system existiert, bzgl. dessen di€hristoffel  -Symbole verschwinden.

Das Verschwinden derChristoffel  -Symbole in einem Koordinatensystems aber
gleichbedeutend mit der Konstanz der Komponenten des metrisen Tensors’ bzgl.
dieses Koordinatensystems.

Beweis: GemdYs (L.22) folgen aus dem der Verschwinden deChristoffel ~ -Symbole
die Gleichungen

Oind *9nj i Gn =05 Gun * O i Gng =0
Indem man beide addiert erblt man
Onj =0
(wegengn = Ob). |

Kr dmmungstensor

Wir wollen nun zeigen, da% (ifD) genau dann ein Koordinatensystem existiert,
in dem die Christoffel  -Symbole verschwinden, wenn (ir©) der Riemann sche
Kr Ammungstensor 28

def | ¢ (3

| Q€ . A P I N S
Rmkj = dmpk 1 odimkg T okdimp 000 mk (1.32)

von M verschwindet.

ZunAchst ist klar, da¥s im Falle der Wegunal#ngigkeit der Parallelverschie-
bung | also im Falle der (lokalen) Existenz unabhAngiger konstanter Vektorfelder

Version vom 26. M Arz 2009

26|n solchen Koordinaten ist Parallelverschiebung ja mit Konstanz der Vektorkompmenten
gleichbedeutend.

2'Die Konstanz der Komponenten des metrischen Tensors bedeutet jedoch nicht, da¥ die Un-
termannigfaltigkeit lokal ungekr dmmt im naiven Sinne ist. O kdnnte durchaus Teil einer Zylinder-
oder Kegel-Ober°Ache sein.

28Bzgl. des Tensorcharakters siehel(46).
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Beweis: Durch wiederholte Ausnutzung des Verschwindens der kovarianten Ablei-
tung der (Ago)' ergibt sich

i ¢ i ¢
0 = @—@; II’ j (A®0)| i @@t] 'r k(A®O)I
. ¢ .
153 @@g Vi (Ae)™ | @;@; i e (Ag)™
Prodiktr : lekj (A®D)m

Aufgrund der Regularitdt der Matrix der ( Ago)™ folgt daraus R'mkj =0. g
Den genauen Zusammenhang zwisch&emann schem Kémmungstensor und
Parallelverschiebung Angs geschlossener Kurven liefert das folgende

Lemma 1.1.1

Gegeben: (i) o®ene Teilmenge von M
(i) Koordinatensystemg!;:::;q" * von O
(i)  hinreichend gutartige Abbildung
g: [0;1]1£[0;1] ¢ O
(s;1) 78 a(sit) B(a(s;t); i d H(s;)
(iv) Vektor A an der Stelleg = ¢(0;0)
Behauptung:

- ¢ -
SUP(0:q) 21 2 AL_.i A IRl (BAIfT
<1 fwl=1;:::;nj 1;

wobei:
& Bild unter q des mathematisch positiv
B orientierten Randes von[0; 2] £ [0; 2]

A & Payallelverschiebung vork 1angsC

1 i ¢
A SO (i #)dd i (i g def
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Beweis: >° Seifg/(t); t 2 [0;4%]g jeweils die nativliche Parametrisierung von G mit-
hilfe der Weglange Bngs des mathematisch positiv orientierten Randes von [G]£ [0; 2]
und fA:(t)g,,,. die zugehrige Schar Bngs G parallelverschobener Vektoren mit
A:(0) = A. Dann ist also A:(t) Lésung des Di®erentialgleichungssystemsl 24),
waraus man mithilfe desPicard-Lindel  éf -Verfahrens (siehe z.B. Abschn5.1.3von
(Liicke, ein) erkennt, da¥a

sup 21 ALt AL(O) <1

22 (0;1)
t 2 (0;4?)
und somit _ B
Z : i ¢
sup 22— i (@) AKX A dt° il @AK g(t)i § <1
22 (0;1) 0
t 2 (0;4?)

gilt. Mit ( 1.24) folgt daraus

sup 22t § A+ L (BA! ") él"¢:< 1:

22 (0;1)
t 2 (0;4%)
und somit, wiederum nach (1.24),
'S:i | I¢ z | [ r r j (K k¢ m:
sup 20 3-AL A+ (@ AT i @A ) dg"-
22(0:1) 4 o ¢ —
A | . _
= sup 2394 (0 (A)(@i AT+ (BA (A &) do"-
22(0;1) c
<1:
Mit 3 Z _ ¢
sup 2 3= ilo(a) AT i (@A ) dd”
22(0;1) C?. ¢ Z —
| . . —
ik i m i A Q(qki &) dg" -
<1
und
z z z

NI =

i ¢
(i #)dd™ = (qi d)dg"i 5 d'(cKi g i gm) = £
G G G

folgt daraus die Behauptung. g

Version vom 26. M Arz 2009
29Djeser Beweis entspricht einer Anpassung der Argumentation
4 Z

m [ Kk . k ¢ m _ 1 . km
QBm(Q)dq Ya . Bm (&) + Bmu (&0(q" i &) da" = 5 (Bmk (& i Bwm (8) T

zur In nitesimalversion des Stokes schen Satzes auf den Fall
Bm(®) =i jm (A (6); Al (q) nur auf G nfag deniert
(vgl. (Einstein, 1956 S.49).)
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Bereits aus Lemmal.1.1lAY4t sich der Tensor-Charakter vonl(32 ablesen. Be-
quemer ist dafy aber die Gleichung*

[risr WA = Rl A™; (1.33)

die sich einfach nachrechnerabat.

Beweis von ( 1.33): Fiér (hinreichend gutartige) Vektorfelder A gilt
3 .

| - I
A;k;l - A;k+|mkAm q
= Al;k;l +j Imk;j Am"’i lmk Am;j +j Imj Am;k +ij lrj l:nk AM
= itk Tit ik A™+(j-k-symmetrischer Ausdruck):

Die Behauptung folgt damit direkt aus der De nition des Kr dmmungstensors. |

Aus Lemmal.1.1ergibt sich nun aber der folgende

Satz 1.1.2  Die Parallelverschiebung ist innerhalb einer gegebenen o@emeil-
mengeO von M genau dann Wegunal#ngig, wenn dort derRiemann sche Kiim-
mungstensor verschwindet.

Beweisskizze: Man zerlege einen Weg vom TypG, aus Lemmal.1.1folgendermaYsen
in kleinere Wegschleifen vom TypGC

Der Fehler, den man bei Ersetzung der Parallelverschiebungdhgs einer Teilrandmen-
ge durch Parallelverschiebung #ings der komplemenéren Teilrandmenge begeht, ist
filr Wege vom Typ G nach Lemma von der GBYsenordnung?, sofern der Kridmmungs-
tensor verschwindet. Um # den Weg vom Typ C, von der Parallelverschiebung &ngs
einer Teilrandmenge zur Parallelverschiebung Angs der komplemenéren Teilrand-
mengedberzugehen begitigt man aber nur eine Anzahl solcher Ersetzungenér Wege
vom Typ G von der Grévsenordnung?. Fivr 2! 0 erkennt man daraus, da¥ das Ver-
schwinden des Kéimmungstensors die WegunabBngigkeit der Parallelverschiebung
impliziert. Die Umkehrung war bereits zu (1.32) angemerkt. |

Version vom 26. M &y 2009 -
%Man beachte, da¥s . dg™ = 0. 3

S1im Falle j % 6i [ istauf der rechten Seite noch it i i Al zu addieren.
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1.2 Pseudo- Riemann sche Mannigfaltigkeiten

1.2.1 lAbertragung di®erentialgeometrischer Konzepte

Im kdmmungsfreien,n-dimensionalen, lokal euklidischen Raum existiert stets ein

Orthonormalbasis des zugelrigenTangenten vektorraumes bilden, wobei sich diese
Basen auseinander durch wegunalihgige Parallelverschiebung ergebéh.Die zu-

gehdrigen kovarianten Komponenten des metrischen Tensors sindngentsprechend

y
"1 firf=k

0 sonst 84 (1.34)

Gk(Q) =
Fiv Untermannigfaltigkeiten ist das i.a. nicht mehr der Fall, vas uns auf die Be-
gri®shildungen von Abschnittl.1.3féhrte.

Von der Speziellen Relativiéitstheorie ist uns bekannt, da¥s man sie am zwecksa
sigsten in einem KWmmungsfreien, 4-dimensionalenpseudo-euklidischen Raum-

dann diejenigen, deren Tangentenvektoreborentz -Basen sind, d.h. orthonormal
bzgl. der inde niten Minkowski -Metrik:

8 ) N
< +1 fiv®="=b

(@)= % 1 fir®=*2f1L23 8q (1.35)
' 0 sonst

Es liegt also nahe, Untermannigfaltigkeiten (Bherdimensionalerpseudo -euklidi-
scher RAume zu untersuchen. Dagshrt uns auf die Theoriepseudo- Riemann scher

Mannigfaltigkeiten , d.h. di®erenzierbarer  Mannigfaltigkeiten mit einem me-

trischen Tensorg, dessen zugeordnete{abhéngige) Bilinearformg(A; B) &' go-A®B

nicht entartet,* aberindenit ist.
Erl Auterung:  Di®erenzierbarkeit meint, da% ein maximales System lokaler Koor-

dinatisierungen ausgezeichnet ist, & das alle zugeldrigen Koordinatentransforma-
tionen beliebig di®erenzierbar sind (siehe z.B. Anhang\.1 von (L #cke, mech).

Fast alle k%erlegungen von Abschnittl.1.3lassen sich sinnged¥/#bertragen:

Hoch und tief gestellte Tensor -Indizes sind bei Koordinatenwechsel entspre-
chend zu transformieren, also z.B

— 00

T °O_ @6 @q@q-l- ° (1 36)

0 — =@ A~ ~o e .

“* T ef@d @y ®
Version vom 26. M Arz 2009
32paher werden diese Basen oft stillschweigend identi ziert. Am Beispiel der Zylinderokr® Ache
kann man aber deutlich sehen, da¥ dies eigentlich nicht ganz gerechtfertigt ist.
33Nicht entartet  hei¥t fiv endlichdimensionale VektorrAume:B(A;B)=0 8A =) B =0.
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Die Indizes lassen sich im Sinne vorl(17) herauf und (oder) herunter ziehen, wie
z.B.in

Te = 00g T (1.37)
wobei dieg” gemaYs (.16 festgelegt sind:
%3
@ _ @ _ 1 v ®="
999 =%+ = 5 sonst (1.38)

Die Christoffel ~ -Symbole werden wie in 1.22 durch

1
Oee i 1(?‘ = > (Oee + Qo i Oze) (1.39)

de niert und entsprechend (L.25 zur De nition der kovarianten Ableitung be-
nutzt:

o
o

ef

+ f + @ + 2 + + 2 2 +
To- =1 TG % @Tf,g@i i-TA+ i ET o0 ieTes: (1.40)

Dabei la%t sich die kovariante Ableitung auch hier mit Herauf- oder Herterziehen
von Indizes entsprechendl(.37) vertauschen.
Die Christoffel  -Symbole transformieren sich ges¥a

» _@F@1@4, , @ @ @q

®0 = = = ——— 1.41
' @§@f @ @q@day (40
und daraus folgt, da% .40 tatsAchlich Tensor-Charakter hat.
Beweis von ( 1.41): De nitionsgemaYa gilt
2 i (_@[())00 = g®01 ° (g—m 0:00 + Qo =0 Qgoooa 0)
und somit
2i%o,
a0 @q @Y @
=" === (0 t g i o)
| O@ti{z@bl @qi
@f @q @4
@f @q @
Loy, @'eaen',  e'eier’  e%eieq
@f @q @y e’ eryey ' et eday
Mit TR q . . _
;, @ @@u _ et @@y @d @ @g
@ @Jd @y T @geye@y T @qeyed

und den entsprechenden Gleichungendf die anderen Index-Kombinationen folgt dar-
aus aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen das angegebene Trans-
formationsverhalten der Christoffel ~ -Symbole.
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Um daraus den Tensor-Charakter der kovarianten Ableitung zu erkennen, gefigt die
Untersuchung vonr g A :

0 0 0 00
raoAs = A L o+i 100A

A ! A !
_ @q , @Jd @4 @4 @YF ,.-. @4 @ @qg
= @ @q” " @revey ' @aA}+ @q@q @
A l—tz— od o #——
@o@q A + @A 7q7c!) | io IA\o - @ 0@7q
@ @q a0 @q @t‘ | @%f @q
Al—fz—py 1=

0 @q @Y
@q, @4 o ZAZAA

_ @q @y

= — 1 A
@q @7

fA(t)Gpp, ., Wird als konstant  bezeichnet, wenn sie dem Gleichungssystem
A®+i ®A'g =0 (1.42)

gendgt. Filr solche Scharen gilt wieder

i - ¢
&g (@A’ mA () =0; (1.43)

was gendés (.42 zu
r:ge =0 (1.44)

Aquivalent ist.

Beweis: Fiv LdsungenA der Geoddtengleichung gilt
di ¢

ag®—A®A’ = l?% APA i g i D A'dA | g A®i. AT
=g &
= Qo A®A ¢ :

Da A und g an einer vorgegebenen Stelle beliebig géhlt werden kénnen. folgt daraus
die Behauptung. 1

Man bezeichnetB (q(t,)) als Resultat der Parallelverschiebung  von A(q(t1))
lAngs C, wenn eine aufC konstante ScharfA®(t)g,,, ., existiert mit A(ty) =
A(q(t2)) und A(t2) = B(q(tz).

Auch f&r pseudoRiemann sche Mannigfaltigkeiten gilt Lemmal.1.1 entspre-
chend mit dem Riemannschen Kkmmungstensor

+ defi + . & ¢ boe o w .¢.1/¢.
R®o* = i@~ i ie: + el @ 1 1w ®20 ; (145)
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dessen Verschwinden in der Umgebung eine Punktes notwendig unidriichend
daféy ist, da¥s der Paralleltransport in dieser Umgebung wegunaditgig ist. Letzteres
garantiert wiederum, da¥#r eine Umgebung des Punktes ein Koordinatensystem
o1 of existiert, bzgl. dessen di€hristoffel  -Symbole verschwinden und somit
die gg= konstant sind.
Auch die Gleichung
Ir o -JA" = R i A’ (1.46)

folgt im pseudoRiemann schen Fall genau so wie inRiemann schen.
Fiv die De nition der Geodaten legt man jetzt allerdings besser das Variations-
rnzi
Y Y Z . )
+  go(qt) d¥(Ha (t)dt = 0

t1

zugrunde, das wiederum auf di&eod Atengleichung
®+;%qq =0 (2.47)
filv atne3* Parametrisierung fnrt.
Beweis: Die entsprechendenEuler-Lagrange  -Gleichungen sind
d ®\ . ® ° _ .
gt @9 d)i Gem A =0
also .
200 € +2 0o d°d i Goo ¥ =0 (=)
Das ist Aquivalent zu
0 = 29®’+(]9®’;° t O | %o;*;qu
3 =2 0 i e

200 K+ ad

also zur Geoditengleichung #r atne Parametrisierung. Die A+nit At der Parametri-
sierung folgt auch aus (*) durch Kontraktion mit q :

0 = 299 &g +ger €a ¢
Elz ,®_¢.
200 g

Version vom 26. M Arz 2009
34Eine Kurve fq(t)g, heivstatn parametrisiert , wenn (1.43 fiv A(t) = g(t) gilt (was fiv
Nullgeodaten allerdings nichts besagt).
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1.2.2 Die Geod Atenhypothese

Ein Massenpunkt, der auf eine geldimmte FlAche im R® gebunden ist, dabei dem
D'Alembert  schen Prinzip gedgt und keinen AuYseren Kéften ausgesetzt ist, be-
wegt sich bekanntlich auf Geodten dieser Fche (siehe z.B. Abschnitt3.1.1.1von
(L¥icke, mech)). Man hat damit die wirkenden Kréafte (reine Zwangskafte) “weit-
gehend' auf die Geometrie des Kon gurationsraumes (géknmte Flache) zuéck-
gefdhrt. Nur “weitgehend' deshalb, weil der Betrag der Bahngeschvdigkeit auf den
Geoditen noch nicht festgelegt istEinstein 's Idee war es, die Gravitationskéfte
als eine Art “Vierer-Zwangskéfte' aufzufassen, die sich “volldndig™® auf die Geo-
metrie der als gekAmmt anzusehenden Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit zukckfidhren
lassen.

Das sollte deshalb mglich sein, weil die Bewegungsadilife von Test-Massen-
punkten® im Gravitationsfeld erfahrungsgerds von der tdgen Masse unakdingig
sind (Aquivalenzprinzip ), wenn sie keinen weitererlu¥seren Kéften ausgesetzt
sind.

Es qilt also, jeweils eine 4-dimensionale, pseuemann sche Mannigfaltigkeit
zu nden, fiy die die Bewegungsalufe von Test-Massenpunkten im gegebenen Gra-
vitationsfeld (zeitartigen) Geodaten entsprechen.

Als am Punkt ¢ geodAtische Koordinaten 3’ bezeichnet man solche Koordi-
naten, bzgl. derer dieChristoffel  -Symbole (.39 an der Stelled verschwinden.
Da sich dieChristoffel ~ -Symbole nicht wie Tensor-Komponenten transformieren,
sondern gendY (..41), sieht man leicht, da¥ zu jedem Punlq fatsAchlich geoditische
Koordinaten existieren.

1 0 o, def 1 - .
q 71 d°(dng) T At it @aq
umkehrbar, soda¥s diey ° als Koordinaten einer Umgebung vongtangesehen werden
kénnen. Mit TR | TR |
@ = i_® = G"
@ @q Jg=1q

ja=0

Version vom 26. M Arz 2009
35*\ollstandig' in dem Sinne, da¥ unterschiedliche Parametrisierungen der Bahnkurve(elt-
linien ) im 4-dim. Raum-Zeit -Kontinuum nicht mehr physikalisch unterschiedlichen Bewegungs-

ablAufen entsprechen.
36Test-Massenpunkte  zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus:

2 |hre Masse ist so klein, da¥% sie keinen wesentlichen Ein°u¥s auf die felderzeugenden Massen
hat.

2 Sije flllen ein Gebiet aus, dessen Ausdehnung so gering ist, da¥ sich darin das Gravitatiens
feld nicht wesentlich Andert.

2 Man interessiert sich lediglich v die Bewegung ihres Schwerpunktes (Ort des Mas-
sen’punktes’).

37vgl. Fu¥anote14.
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und
oted’ .,
a @
folgt dann die Behauptung. g
Nach (1.44), (1.40 und (1.39 qilt
i. (=0 8L%, (0  gew(8=0 8®°: (1.48)
Daher existieren zu jedem Weltpunkigtiokale Koordinateno®;:::: of’, die den Be-
dingungen i
@ o .1 fiv®="9°
@_nqog®°_°(q) =0 jgeoo()] = 0 sonst

gendgen (Beweis als Bbungsaufgabe E1 ). Da die Metrik diejenigen Raum-Zeit-
AbstAnde beschreiben soll, die sich durch Ausmessung der Raum-Zeit-@etyie mit
Uhren und MaYisében ergeben, die lokal der Speziellen Relatigistheorie gemigen
(Verhalten derselben unablngig von Vorgeschichte), sollte sich das zu

8
@ < +1 fiv @@= "9=00°
@g@m(aﬁo , 9(@ero=, i1 fiv@= 021192939 (1.49)
' 0 sonst

prézisieren lassen. Bzgl. solcher gedittscher Koordinaten erscheint das Raum-Zeit-
Kontinuum um & herum in erster Ndherung wie der lineareMinkowski -Raum, der
durch Geoditen gegebene Bewegungsablauf dementsprechend beschlengifeei.
Mit anderen Worten:

Das Gravitationsfeld BYit sich an jeder Stelle in erster Aherung ‘weg-
transformieren' (Einheitliche Natur von TrAgheit und Gravitation).

h%ungsaufgabe E2: Man untersuche die Geodten des lineareMinkowski
Raumes und erklive damit das Zwillingsparadoxon.

Als einfacher Test der Geodtenhypothese sei eine gedi.

ger(a(t) d°(Da () = &

parametrisierte (zeitartige ) Geodate betrachtet, il die dann (1.47) gilt. Unter den
Voraussetzungen

Qo i o ¢ 1 geringe Kndmmung
Ooi0 ¢ Oo flv j =1;2;3 vernachldssigb. Zeitanbh. d. Gravit.
d ¢ o nichtrelativistische Bewegung
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gilt dann
(1) Yact+ ¢’(0)

und somit filv j 2 1;2;3g:

; _ R Y e
4 147 i i@ f‘l
Yo i Cibo
2
(1=39 5@) (290,01 Gooe)
Va i Egoo;,- :

Die Geodatenhypothese reprodu2|ert also in geeigneterdNerung dieNewton sche
Gravitationstheorie, wobei$ goo (bis auf eine additive Normierungskonstante) dem
Gravitationspotential entsprlcht' Zu jedem Punkt der Mannigaltigkeit existieren
aber Koordinaten, in denen die ersten Ableitungen voge- verschwinden.

1.2.3 Relativbeschleunigung

In der Newton schen Theorie zeigt sich das Vorhandensein eines ‘wahren' (also
nicht homogenen) Gravitationsfeldes in karthesischen Koomtten daran, da%s be-
nachbarte Test-Massenpunkteelativ zueinander beschleunigt werden:

Seifxs(t)g, eine Schar von Bsungen der dem Gravitationspotential €) ent-
sprechenden Bewegungsgleichung

A(t) = | grad ©(x(t)) : (1.50)
Dann gilt in karthesischen Koordinaten:
M @ﬂzu @ . 1 @. @ @
ot @0 = ghym= gxs) () @r@r®hero (L5D)

Wir wollen den entsprechendervektor fiv das pseudo-euklidische Raum-Zeit-
Kontinuum angeben:

Sei alsof (¢)° (t)g, eine Schar atn parametrisierter Geodten. Dann ergibt sich
fiy deren in nitesimale Abweichung?®

. ¢ u f
® I - _ @ 1 _ @ o 1 ® -
(@) (1)r o) (%) (H)r @gos) ()= @gos) (1) Rgo (a(1) (%6)"(t)(a) (1)
(1.52)

Version vom 26. M Arz 2009
38Hier bezeichnet ((@)®(t)r @) die kovariante Ableitung in Rlchtll,mg der Geoditen fgs(t)g,,
die fiv Vektorscharenf(As) (t)g, auf fos(t)g, (also z.B. (As)" (t) = @So6 (t)) erklArt ist:

(Qs) Or - (As) () ¢ (As) O+ o lc%s(t) (As)®()(w%) (1):
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Beweis von ( 1.52): Wenn wir einfach q statt g5 schreiben, gilt

® i - 7¢@e
(a’r o) c_CL@r @d " o q
—gr®@g_+gr® @L Tl@g_ q
_@ @1 d L @i ®y .° .1 @+
—%§+9|1®@(§_+dt q_li—@@é)l +9q_|1®|i—gg' .
=f@?+2g.I®@g+g®qi;—;®@g*+g®mi®i;@g*+ fl_{izcﬂ ed:
9% i
Mit @ @3
@S& = i@sq_®q_l®*
-, ° @+ @_
= l(fq_l®ﬂ_r@g—I2(f)l® @g_
und

d i = 8L i g
folgt daraus die Behauptung. |

Der Riemann sche Tensor, 2-fach vefingt mit s, Bbernimmt also bzgl.
der gekdmmten Raum-Zeit in gewisser Weise die Rolle, die die zweiten
Ableitungen des Gravitationspotentials bzgl. des °achen Raues spielen.

1.2.4 Feldgleichungen

Die Geoditenhypothese legt fest, wie die Geometrie des Raum-Zeit-Konums auf
Testmassen wirkt. Nach Einstein sollte auch umgekehrt die Gesamihaller Mate-

rie (auch die elektromagnetischer Form) die Geometrie des Ra-Zeit-Kontinuums
bestimmen. Dieser Gesetza.igkeit sollte eine lokale Feldgleichung zugrunde liegen,
die entsprechendl.2.3in etwa der Poisson schen Gleichung

4 © = 4Y4°Y (1.53)

der Newton schen Gravitationstheorie entspricht, in der © das Gravitatinspoten-
tial, ° die Gravitationskonstante und¥zdie Massendichte bezeichnet. Im Vakuum,
liegt es nachl.2.3somit nahe, fiv alle Geoditen

R’ () () (1) = 0
zu verlangen. Dahe?® hatte Einstein 1915 fir das Vakuum die Feldgleichungen
Re~ = 0 vorgeschlagen, wobei
Re- & R’ g (1.54)

Version vom 26. M Arz 2009
39Man sieht leicht, da¥sRe~ Symmetrisch ist, denn:

1 110 1 o 1 o 1 o

i @~ :ég Qo™ 7 do i@ =i oie iei1 -
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den sog.Ricci -Tensor bezeichnet.
Dabei ist es nagrlich wichtig, da¥s diese Feldgleichungen weniger verlangals
das Verschwinden de®iemann schen KdAmmungstensors.

Innerhalb einer Materieverteilung liegt es zuAchst nahe, derRicci -Tensor mit
einem Vielfachen des Energie-Spannungs-Tensors gleichzusetMan setzt jedoch
als Feldgleichungen der Gravitation

R® (@i 39° (g (QR* (+m ¢g° (=i -M ®(q); (1.55)

wobei: M® = Energie-Spannungs-Tensor der Materie

an,*® weil hierausautomatisch der uns in geodtischen Koordinaten vertraute Er-
haltungssatZ* B
M®.- =0 (1.56)

folgt (Beweis als Abungsaufgabe E3 ). Letzteres erk@rt den Faktor j % nicht
jedoch den Zusatzterm mit der willklichen kosmologischen Konstanten  o.

Die ErwéAgung einekosmologischerZusatzterms ag® beruht auf einer formalen
Begnindung des Feldtensor4?

In geodétischen Koordinaten nimmt derRiemann sche Kidmmungstensor (.45
eine besonders einfache Form

(149 =) Roramo®)= L (Gossosot) | Gwossofe) (157)
i G oeno0o(E) + Graogooo(8)

an*® (Beweis als Gbungsaufgabe E4 ). In dieser Form lassen sich die Symmetrie-
eigenschaften deRiemann schen Kidmmungstensors bequem ablesen:

1. Rgv =i Rgo

2. Rgwo + Rgo~ + Rgr =0
3. Rgw = | Raw

4, Rgre = Rogp

Version vom 26. M Arz 2009
40Bzgl. der Konstanten - sowie der De nition des Energie-Spannungs-Tensors siet#2.

A Ei gekrndmmte Raum-Zeit ist das Konzept von Energie und Impuls allerdings noch zu schlecht
verstanden, als da% manl(56) direkt rechtfertigen k dnnte. So begéindet man das Vorgehenheu-
ristisch mit einer Verallgemeinerung desAquivalenzprinzips: Den Grundbeziehungen bzgl. der
°achen Raum-Zeit sollten i.a. { von den Gravitationsgleichungen abgesehen { bzgl. lgemeiner
Koordinaten konsistent formulierte Grundbeziehungen entsprechen, die in geddtischen Koordina-
ten m@aglichst gleiche Gestalt annehmen. Oft gedgt es dazu, partielle Ableitungen durch kovariante
Ableitungen zu ersetzen.

42vgl. (Lovelock, 1979.

3Hjer wurde (1.37) sinngema¥s angewandtR oo o o(&) %" ggo: oR” . w0o(8)
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Weitere allgemeine Symmetrieeigenschaften besitZRe o®ensichtlich nicht, hat
also 20 unablngige Komponenten (Beweise al$dbungsaufgabe E5 ).

Wahlt man die geoditischen Koordinaten speziell alRiemann sche Normalko-
ordinaten ,* so vereinfacht sich die Beziehung zwischen deRiemann schen Ten-
sor und den 2. Ableitungen deiggoo noch weiter:

Oeo 01000 = j %(R®010—0w+ R®Q)U_OLO):

Damit | A4t sich folgendes zeigén:

Ein symmetrischer TensorS® , der sich aus derge- sowie deren Ablei-
tungen maximal 2. Ordnung “bilden' &/t und dabei linear in den Ablei-
tungen 2. Ordnung ist, mu¥%a stets von der Form

S® (0 = aR® (@ + bd’ (Ag (AR” () + cd® (q)

mit konstanten a; bund c sein.

Eine zwingende Begindung fir die Feldgleichungen (.55 { deren Kompatibi-
lit &t nicht einmal sofort zu erkennen ist® { | Av4t sich nadvlich nicht angeben. lhre
eigentliche Rechtfertigung beruht { wie v jede Theorie { auf der experimentellen
Bestétigung ihrer Konsequenzen.

Die Ldsungen der Feldgleichungeri (55 sind jedoch i.a. sehr schwer unter Kon-
trolle zu bringen, da sie { im Gegensatz z.B. zu deMaxwell schen Gleichungen {
nichtlinear sind.

Version vom 26. M Arz 2009 -

4siehe (Visner et al., 1973 S. 285). hierbei sind nun auch diedritten Ableitungen der
o®°(q%;::1; ) an der Stelle § geeignet zu wéhlen.

45vgl. (Misner et al., 1973 Bbungen 17.1|17.3).

46Eine erste grobe Abscltzung der Freiheitsgrade berechtigt allerdings zu entsprechender Ho®-
nung: Die linke Seite hat, da sie divergenzfrei ist, 4 Freiheitsgrade weniger als digdatrix der ge-.
Das ist o®enbar im Einklang mit der allgemeinen Kovarianz: Durch geeignete Koordinanwahl
lassen sich @mlich lokal 6 der 10 unabhangigen Komponenten vong beliebig festlegen.




Kapitel 2
Analyse der Feldgleichungen

2.1 Die Vakuum-Feldgleichungen ohne kosmolo-
gischen Term

2.1.1 Statische sph Arisch symmetrische L @sungen
L dsungsansatz

Fiév das von Materie freie Raum-Zeit-Gebiet, d.hgr T® =0, sind die Feldgleichun-
gen (1.59 fik © = 0 tats Achlich Aquivalent zu denVakuum-Feldgleichungen !

R® =0 fif®; =0;1,2,3 (2.1)
der metrischen Koezzienteng. .

Fiv diese Feldgleichungen sollen s@hisch symmetrische, statische éisungen ge-
sucht werden, #r die zu jedem Raum-Zeit-PunktdgKoordinaten ¢ * mit (1.49 exi-
stieren.

SphArisch symmetrisch  meint:

2 Die Raum-Zeit la¥4t sich (hinsichtlich des materiefreien Teils) als eine Schar
konzentrischer Kugeloberéchen verstehen, die als starre Géste aus Standard-
StAben gedacht seien, auf denen geeignet skalierte Standard-Uhren verteilt
sind.

2 Die Einschridnkung der Metrik g auf eine Untermannigfaltigkeit der Raum-Zeit
die einer solchen Kugelobe&che und einer festen Zeitanzeige der verteilten
Uhren (Koordinaten-Zeit  t) entspricht, stimmt jeweils mit einem negativen
Vielfachen der Einschédnkung der euklidischen Metrik defR® auf diese Fiche
Boerein. Zu jedenr > 0 aus einem geeigneten Wertebereich gk genau eine
Kugelschale mit Ober#@cheninhalt 4/r.

Version vom 26. M Arz 2009 -

DaVs aus 2.0 R® i 39 go B” =0 folgt, ist trivial. Umgekehrt folgt aus letzterem nach
(139 0=gs R® j 3% ge R® =i ge"R® und somitR® = R® j 1¢® go R =0.

35
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2 Die Kugelschalen lassen sich so durch diiblichen Polarwinkel #, ' koordi-
natisieren, da¥. die Einsclnkung von g auf die Untermannigfaltigkeit aller
Weltpunkte fester Koordinaten-Zeit diesbegglich jeweils drehinvariant ist?

2 Die Koordinatengeschwindigkeit des Lichtes bei Ausbreitungnhgential an die
Kugelober°Achen ist von der genaueren Spezi zierung der Ausbreitungsrich-
tung unabhéngig.

Statisch meint:3

2 Bzgl. der Koordinaten
L=ct;q=r;2=# F="
sind die Koezzienten der Metrik g von der Koordinaten -Zeit t unabhdngig?

Zu einer Ldsung der beschriebenen Art existieren also stets Funktiona(r), b(r)
mit denen { bei geeigneter Uhrensynchronisation { bzgl. o.a. Kwdinaten

0 1
ein) 0 0 0

gt N 0 & 0 0 g
o (eur )= By 0 0 iz 0
0 0 0 jrisimd#

(2.2)

gilt (Beweis als Bbungsaufgabe E6 ). Der zugelbrige Ricci -Tensor isf

8 v 1
. 1 1 1 1 N _
L gaib T5000 T80, T400L T0 fir®= =0
j € 2a| 4a 4a ra o
1 o 1000 1,0 1 ; _
Za% “alP+ Sa%0; - fir ®= " =1
. 2a3. 4a 4a,|r 1\
© - e‘b1+r§(a°ib‘§ i 1 fiilf ®= " =2
R>o Sinz# fiv®=" =3
0 sonst

(Beweis als Abungsaufgabe E7 ; vgl. (Misner, 1963 Appendix A)). Damit

Roo = Ri11 = 0 gilt, mAssena und b so gevéhlt werden, da1/4d—ra = d_rb' Bei
entspr. Skalierung vont, die wir voraussetzen wollen, mu¥ also
a(r) =i b(r)

Version vom 26. M Arz 2009
2Jedoch i.a. nicht mehr euklidisch.
3Bzgl. einer allgemeinen De nition siehe {Vald, 1984, S. 119).
4Hier ist die Skalierung der Uhren notwendig, weil unskalierte Standard-Uhren an unterschied-
lichen Stellen im Gravitationsfeld unterschiedliche Laufgeschwindigkeit habenygl. (2.12).
SDurch % wird hier jeweils eine Di®erentiation nachr mitgeteilt.
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gelten® Um zusétzlich Ry, = 0 zu gewdhrleisten, mu¥a au¥erdem der Di®erential-
gleichung

d d
— ) — a(r)
1 a+ r—dr a(r)) ar (re®")

gerdgen, die die allgemeine #isung
{h] .
e =1 - M Integrationskonstante,

hat. Dafév sind tatséchlich alle Komponenten desRicci -Tensors Null, d.h. die
Vakuum-Feldgleichungen et (Beweis als Bbungsaufgabe E8 ). Wir haben da-
mit die sog. Schwarzschild -L Asung :

a) 1
\% E s

T 0 0 0
et Y — 0 (L ™Mit o0 0 §
Qo (Ct;r; #; )—% 0 Of r2 0 (2.3)
0 0 0 jrisin#

Man beachte da¥.2.3) fw r ! 1 in die Minkowski -Metrik (Komponenten bzgl.
rAumlicher Kugelkoordinaten)dbergeht, obwohl das dem isungsansatz nicht direkt
anzusehen war.

Das sog.Birkhoff sche Theorem ’ besagt, da¥s zur Ableitung destatischen
LAsung bereits die Annahme der s@iischen Symmetrie ausreicht.4.3) sollte also
selbst #r spaAhrisch symmetrischpulsierende Massenverteilungen im massefreien
Raum-Zeit-Gebiet gelten.

Den Zusammenhang vorm’mit bekannten physikalischen Gé%en erkennt man
im nahezu °achen Bereich, d.h.dr r A . Gem&Y den Betrachtungen am SchluYs
von 1.2.2sollte dort filk Geodéten

H )l
YORRZ i@@r ggoo(ct; n#') -
. d H r’r‘lcZﬂ
23 'dr o
gelten und derNewton schen Bewegungsgleichung
At) = | Eui °Mﬂ
dr r

jr:r(t)

fiv einen MassenpunktM entsprechen. Demzufolge ist die Identi zierung

20
h="5M (2.4)

Version vom 26. M Arz 2009
Eine Verwendung vone =2t statt t wilrde einer Ersetzung vone*(") durch €(")* - entsprechen.
"Ein Beweis da#lv ndet sich z.B. in ( Ellis und Hawking, 1973
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vorzunehmen. Ein typischer Wert dad ist

2(7£ 10 1M

2° ¢
 SonnenmasseYs —,—&+ 2£ 10%%g

3£ 10B
Ya 3km:

Der Radius ‘normaler' Himmelsirper ist also deutlich gb¥er als ihrSchwarz-
schild -Radius rh, so da¥s die zugghige Schwarzschild -LAsung nur f\ einen
AuYserenBereichr > rh relevant ist.

Aber auch # r 2 (0;r) ist (2.3) eine LAsung der Gleichungen4.1), deren
Relevanz # hinreichend gro¥e Masdd in 2.1.3diskutiert wird.

lAbungsaufgabe E9: Man diskutiere den E®ekt einerAnderung der Koordi-
naten-Zeit genévi 7! tO= Yr)t+ " (r).

2.1.2 Typische physikalische E®ekte der  AuYseren LAsung
2-Dimensionale Untermannigfaltigkeiten

Wahlt man die Funktion h(r) so, da¥%

3 d 3 i 5 3 ’2 3 5
;h re) + r() + r()'(eé)
¢ 3 3 ", 3 3 ", v, (2.5)

=i0gu o) r(e) i g oale) (o) fllr t(¢) = 0; #(¢) = >

dann ist die Einschénkung des ( 1)-fachen der Metrik (2.3) auf die durch

Yy
t = const: ; #ZE; r> m (2.6)

gegebene Untermannigfaltigkeit isomorph zur EinscAnkung der euklidischen Me-
trik des R® auf die in Zylinderkoordinaten durch die Bedingungen

h=nh(r); r>nr
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gegebene Untermannigfaltigkeit F de®®:

Auswertung von @2.5) liefert r
)]
h = 2.7
M= 4 27)
und somit bis auf eine unwesentliche additive Konstante:
p__
h(r)=" 4rf\(rj m): (2.8)

F ist also Teil eines Rotationsparaboloids, des soglamm schen Paraboloids
Dies gibt gleichzeitig eine gewissen anschauliche Vorstellumgn dem, was asym-
ptotische Flachheit hier bedeutet.

Radiale Entfernungsbegri®e

Allgemein ist die MaYistabs-L Ange fiv raumartige Geoditen
C=1fq(s): s2 [sy;s2]9

durch ~
Z, S o i

Ci= 108 LG9 Sd(Eas

S1

gegeben und im FalleP(s) =const. mit der Zahl der Standardma¥.gibe zu identi -
ziern, die statiordy ® aneinandergelegt die zugadrige Raumkurve bilden.
Solche Messungen sindber kosmische Distanzen nalich nicht realisierbar,
weshalb praktikablere Entfernungsbegri®e zu untersuchen sind.
Version vom 26. M Arz 2009
8Die Weltlinie eines station Aren K @Arperpunktes ist de nitionsgemays von der Form
fot) =(ctin#" )g, .
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Die Geodite, die (ct;ri;#;"' ) und (ct;ro;#;' ) verbindet, ist flv ry < r, als
Punktmengée durch

Gur, = fa(r) =(ctin#" ) r2[ry;r2lg

gegeben (Beweis alsﬂbungsaufgabe E10 ). Die MaVsstabs-Entfernung  zwi-
schen €t;rq;#;" ) und (ct;rp; #;" ) ist dementsprechend

Z I'ZS H- @ ﬂ @
Gl = Pge (Ctr#' ) —q(ctr#') —d(ctr#' )dr
7' @r @r
_ 2 dr
@3y
ro p'1+ m dr = ] 4 M | ) fm A -
|{1£‘} . o r=o(rai ry) > na r :

Taylor
(2.9)
Sie ist also gbhVser als die Di®erenz j r; der scheinbaren Entfernungen

(- ObjektlAnge
" Winkelbereich

vom Ursprung.

#=Ya2:

- — G
I’J—¢—.

Mavast.-Entf.=GC;j

Fiv
M = Erdmasse, alsom‘\¥s 0:44cm
r, = Erdradius % 6;4£ 10°cm
r, = Abstand zur Sonne ¥ 1;5£ 10%cm

betrAgt der Unterschied beider Entfernungsbegri®e nur etwa 5 cm.

Version vom 26. M Arz 2009
%Die durch r gegebene Parametrisierung ishicht an.
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Die Radar-Entfernung zweier statiordrer Beobachter 1 und 2 mit gleichen
Polarwinkeln #," ist de niert als das 3-fache der Koordinaten-Zeit von Beobachter
1, die ein Lichtsignal bemtigt, um radial von Beobachter 1 zu Beobachter 2 und wie-
der zundck zu gelangen. Br die Weltlinie fq(t) = (ct;r(t);#;' )g, eines Lichtsignals
radialer Laufrichtung gilt de nitionsgemay/4*° q

d 2

3 ) oo o T
0=go qt) L > ¢ 1i i1 G'® (210

- 17 —
@ Q)
Die Koordinaten -Geschwindigkeit einﬁs radialen Lichtsignals ist also

d rh

—r(t) = 1i — c: 2.11

G O=8 i oo (2.12)
Die Radar-Entfernung zweier statischer Beobachter mit den Kgelkoordinatenr y; #;
" bzw.ro#;" ist somit flN ry <r,:

2 dt 2 dr
C d—dr = —m
ry r Zrlrzﬁl T " ﬂ
= 1+ — dr
r ri m "
Mz
= (ryjry)+Mmin :
(rzi 1) Ch

Es gibt eine Reihe weiterer Entfernungsbegri®e, von denen siiner z.B. auf die
parallaktische Verschiebung, ein anderer auf die relative Higkeit von Sternen be-
zieht. Fir kosmische Distanzen sind aber alle Entfernungsbegri®e prob&isch.

Zeitdilatation und gravitative Rotverschiebung

Die Anderung der Zeitanzeige, einer lAngs der zeitartigen Weltlinief g )9 beweg-
ten (unskalierten) Standard-Uhr ist genév. physikalischer Interpretation der Metrik:
s

de 1 v K

d d _
I__ g q(,) qu(,) Iq"(,).

c

Der Zusammenhang der physikalischen Zeitanzeigeder Standard-Uhr eines stati-
schen Beobachters mit dessen Koordinaten-Zditist somit gemévs 2.3) durch'?

d¢, o
r

(2.12)

Version vom 26. M Arz 2009

ONach (1.43 (und (2.19) steht das im Einklang mit der GeodAtenhypothese, da die linke
Gleichung in (2.10) von der Wahl der Parametrisierung unabhéngig ist.
1E den Zusammenhang der radialen MaYistabs-Entfernunmit dem r-Koordinaten-Abstand
3
ergibt sich analog 3—?: qlii Nach (2.11) hat somit die physikalische Lichtgeschwindigkeit
1 ™

r

d% _ dt dr d% _

| zumindest bei Ausbreitung in radialer Richtung | den Betrag — = —— —=¢
d¢  d¢ dt dr
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gegeben. Die Laufgeschwindigkeit relativ zu€oordinaten -Zeit wAchst folglich mit
r (immer weniger) an.

Wenn also ein statischer Beobachter 2 mit der Radialkoordinate seinen Zwil-
lingsbruder 2 zur "Stelle'r; < r , schickt, dort als statischen Beobachter hinreichend
lange verharren &4t und dann zu sich zulickruft, so wird er danach im Einklang
mit (2.12) feststellen, da¥ 1 weniger gealtert ist, als er seldst:

C/

u

<
\ ., dt ¢ d
]

Wennfq(t) = (ct;r(t); #' )g, mgliche Weltlinie eines Lichtsignals ist, so nact2(11)
auchfé(t) = (ct+ c¢ t;r(t);#;' )g,. Der Koordinaten-Zeitabstand zweier Lichtsig-
nale “radialer Laufrichtung' ist also i alle r der gleiche. Dasselbe sollte danminf

den zeitlichen Abstand zweier Wellenberge eines entsprechendVellenzuges gelten;
d.h.:

Die Zahl der Schwingungen prdKoordinaten -Zeiteinheit ist fév eine
Lichtwelle radialer Laufrichtung vonr unabhangig.

Das Verhdltnis'®
() _ te
L(r2) ¢

der physikalischen Kreisfrequenzen der Lichtwelle ist dann nach2(12 aber*

Y
L(ry) _ P10
L(ry) 1 &

(2.13)

Version vom 26. M Arz 2009
2Py M = Erdmasse, r; = Erdradius, r, ! 1 altert 2 etwa um einen Faktor 1:000 000 000 8
schneller als 1.
13¢ ¢; bezeichnet den physikalischen Zeitabstand zweier bej aufeinanderfolgender Wellenberge.

14Bzgl. experimenteller Bberpriifung von (2.13 siehe z.B. (Pound und Snider, 1969 sowie die
Zitate in (Wald, 1984, S. 138).
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Die Frequenz nimmt also mit wachsendem Abstand vom Ursprung (immereniger)
ab (gravitative Rotverschiebung ). QuantenmechanischAvst sich das folgender-
mavasen verstehen: i m ¢ rq;r, folgt aus (2.13

()i L), M

1 () ' 2r, 2,
und somit nach @.4) -
|
~1 (r2) M ~! (r1) M !
0% (=1 (r)i < (r)+ j°—S—+°-FC
I r

Da ~! (r) die kinetische Energie des Photons, alsb'cg—r) seine Masse bai ist, wird
also bei radialer Entfernung vom Ursprung der Zuwachs der graativen potenti-
ellen Energie des Photons durch entsprechende Abnahme derédtiachen Energie
kompensiert.

h%ungsaufgabe E11: Man leite die gravitative Rotverschiebung aus den&qui-
valenzprinzip und dem gewhnlichen klassische®oppler -E®ekt ab (vgl. Rindler, 1969
S. 145)).

Geod Aten
Allgemein | also nicht nur f @ die Schwarzschild -Lésung | gilt *°

di -¢ .
- % ad4 = %910;® aq (2.14)

d¢ ) .
“ filv atn parametrisierte Geoditen g(¢)

Beweis von ( 2.14):

. 7¢ B _
il _ - _ . __10 1 0
g % d (147 I9® a i 9<i) i ¢q_1q_o

= Geer | i o~ QO
(144 140 @944

(122 %(g®°:1 + Qoo i Geo )4 d
= %gm@ qq: ]
Anwendung von .14 auf (2.3) fiv ® = 3 liefert
r2sin’#' = const:
fiv eine (axn parametrisierte) Geod Aten ¢(¢). Eine Geodite, deren Tangente an
einer Stelle keine Komponente i -Richtung hat, hat also an keiner Stelle eine

Komponente in' -Richtung und verlduft somit ganz in einer Untermannigfaltigkeit
zu konstantem' . Aus Symmetriegénden folgt daraus:

Version vom 26. M Arz 2009

SEine “gehobenere' Formulierung von 2.14) ‘ndet man in (\Wald, 1984, S. 442).
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Bei geeigneter Wahl der Polarwinkelkoordinate#;' verlauft eine Geodite
ganz in der # = —-Untermannlgfaltlgkelt | A%t sich also als Bewegung
auf demFlamm schen Paraboloid veranschaulichen.

Im folgenden werden deshalb nur solche Geditén mit konstantem# = 2 untersucht.

Dann gilt also

L €' r2' = const: (2.15)
und Anwendung von @.14) auf (2.3) fiv ® =0 liefert®
H m‘ﬂ
E® 1 - ¢?t= const: (2.16)

Auswertung von (1.43 liefert schlie¥lich noch

(If_)2 2.

i r

jh
=i W e
r
wobei wir Y5 ) .
Cdef 1 flv zeitartige Geodten
~ 0 fir lichtartige Geodaten

eingefihrt haben,!” um zeitartige und lichtartige Geoditen weitgehend gleichzeitig
behandeln zu @nnen.
Setzt man .15 und (2.16 ein, so ergibt sich

(2.17)

n_1,
1, 1" E
—r + Ae®(r)- 5 < (2.18)
mit dem “e®ektiven Gravitationspotential'
H 1
. m, L2
As(r) < ( D et c? (2.19)
2.4 21 T 2rz! @2r3
Durch Betrachtung der Nullstellen
- L2§ P L4 3(rhcL)?
ST i c2
von A I
96 (r)‘czr/h 2y 2 I'ﬂzr+3“ "
dr V77 2r4 ''m c c

fiv zeitartige Geoditen erkennt man:

Version vom 26. M Arz 2009
16(2.16) steht aufgrund der unterschiedlichen Bedeutung der Parameter, nicht im Widerspruch
zu (2.12.
Ry zeitartige Geodaten identi zieren wir also ¢ mit der Eigenzeit.
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2 Fiy L2 < 3(rhc)? existiert keine Nullstelle. Da Qq(r) fév r ! 0 gegenjl
strebt, mu¥s dieses Potential dann streng monoton wachsend seispa

A(Zzlai ©%(r) < 0

und somit 3 g 3
9¢%: () <0 =) 1(l)<08¢

gelten.
2 Fiiy .
r< —r
2

ist ©%, o®ensichtlich positiv, soda% in diesem Bereich gruAtidich keine
Kreisbahnen A= 0) existieren kénnen.

2 Im Bereich
r< 3m;
sind nur Kreisbahnen mitr = r, mdglich; denn
L2
rv, — ., 3mM:
5 mcz 5

Kreisbahnen zur = r, sind aber o®ensichtlich instabil.

Man beachte auVserdem, daVa

212
h c?

eine erneute Besitigung fil (2.4) ist. 18

r. ¥a fiv L A mc

Wenn man sich nur & Geodéten interessiert, die nicht radial sind, dann istr
lokal eine eindeutige Funktion von' 2 R und mit der dann erlaubten (lokalen)
De nition

oy def 1
AT
gilt
LI O L)
d e m o2 eag L

Version vom 26. M Arz 2009 -

— o1 .
BFgr die Newton sche Theorie gilt 5 r2 + Uge(r) = const. mit

L2 °M ) d _ _ L2
TR aue®(r)—00 r_oM

Ue®(r) =



46 KAPITEL 2. ANALYSE DER FELDGLEICHUNGEN

(2.18 wird damit Aquivalent zu
H_1>
1 2 12 ' — 1 E . def 4 E .
EL uq" )>+o(u(" ) = 5 o ©(u) = Ae®(u),
was bei Di®erentiation nacH gema¥s £.19

3
2

c, 3
00, d + 2 2 _
1 ihl 2r’r‘lu (2.20)

u=

u 2

liefert.

ZunAchst sollen die zeitartigen Geadten untersucht werden, d.h. der Fall =1:
Dann unterscheidet sich 2.20 formal® von der entsprechenden Gleichung
! , 1

1 gt ° M
= & = 0 (2.21)

00 _
TUsS T T

3
u .
2

.
L
des klassischetKepler -Problems?® nur durch den zugzlichen "S#rterm’ 2 rhu?.

Die einerPlanetenbahn (2 < 1) entsprechende Bsung von @.21) ist bei geeigneter
Wahl der' = 0-Richtung die Ellipse

Unenton (* ) = $(1+ 2 cos' ) (2.22)

mit dem Halbparameter

und der Exzentrizitat 2 2 [0; 1) :

=0 =

2 — aZj p?
= )

p=k=a

Anmerkung: Es sei daran erinnert, da¥fr die Kepler sche PlanetenbahnE,, =
°m-(*?i 1) und p= ﬁ gilt, wobei M die Sonnenmassein die Planetenmasse
und E, die Energie des als Massenpunkt behandelten Planeten ist (siehe Abschn.
3.5.3von (Licke, ein)).

Version vom 26. M Arz 2009

¥Wenn man also von der unterschiedlichen Bedeutung der Koordinater; r absieht.
20vgl. Fu¥snote18.
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Man sollte daher eine gute Mherungsbsung von @.20 erhalten, wenn man zu
Unewton €iNe mAglichst wenig beitragende partikudre LAsung von

3
uggrt + upart = E rh (UNewton)2 (2.23)

hinzuaddiert:
Uapprox = Unewton + Upart :

Die geeignete partikuire LAsung von Q.23 ist

K 1
) M : 1rh
33T i + > —22(2f cos")

Upart( ) = p 2 p 2 p

Ya

1
p 2

3 . . R
__2l 1 1

3 7 sin fav ' Al

(Beweis als Bbungsaufgabe E12 ). Eine gute NAherungsisung von .20 fir

)]
_I - 1. 1
0 ¢ 1é
ist also
B u il
u(') Y [—) 1+2 cos + -—' sin'
1H Ho usm )l 2
Y4 = 1+2 cos ——' cos +sin ——' sin’
Pu TR
= D 1+2cos 1j -— "' ;

d.h. eine #r jeden Umlauf nahezu elliptische Bahnkurve, deren Perihebar mit
jedem Umlauf um den Polarwinkel

2Ya ik
' = H 1 L
¢ 1 %"S i 2/41?‘} Ya—
ylor

vorrickt. Aus der filr Ellipsenbahnen bekannten Beziehung
p=1i ??a; ad:efgrol/4e Halbachse

folgt damit Einstein s bedhmte Formel iy die Periheldrehung

. 3
¢ - m. (2.24)
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Févr den Merkur ist a ¥ 4; 8£ 10’km und 2 ¥4 0; 2. Da seine Umlaufzeit um die Sonne
etwa 88 Tage betAgt, folgt aus (2.24 mit M % 3km flr M = Sonnenmasse, da¥ das
Perihel des Merkur jeweils innerhalb von 100 Jahren um etwa8Bogensekunden
vorrickt.

Das ist genau der Anteil der tatdéchlich beobachteten Periheldrehung von etwa
5600 Bogensekunden, der nicht durddewton sche Sprungstheorie (Bekcksichtig-
ung der @brigen Planeten) erkért werden konnte!

Schlie¥lich sind noch die Gedtken zu- = 0 (Lichtstrahlen) zu untersuchen: .20

nimmt dann die Form 3
u%% u= S u? (2.25)

an.
Die Newton sche Theorie sagtér streuende Teilchen, die sich nahezu mit Licht-
geschwindigkeit bewegen, eine Ablenkung um den Winkel

M .
77} R ; R & perihelabstand (2.26)
voraus.

Beweis von ( 2.26): In der Newton schen Theorie gilt

sne= L. soXEL X
-2 °mM ' jxj
(siehe Abschn.3.5.3von (Lkcke, eir)). Mit
2y, XEL- ,p @ _ 2R
ixiue °mMM 2°M (2.4

folgt daraus die Behauptung. 1

Wir werden sehen, da¥2(25 fix Licht den etwa doppelten Ablenkwinkel voraussagt:

Die Naherungsfisung soll analog zum Falle = 1 bestimmt werden, wobei als
nullte LAsung jetzt sinnvollerweise eine gerade Bahnkurve angesetztdyi

, sin’
uger( ): T
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Da M 1
Ly 3h 1

upart( ) - @ 1+ é COS(2 )

eine geeignete partielle isung von
, , 3 , 3rh i ¢
Ugare (1 )+ Upart () = SMUGe ()= S5 1i cos
ist, ergibt sich als Naherungsisung:
u(' ) ¥ l“sin' + §mHl+ :—Lcos(z )w
‘R 4R 3

Fdru! O, also v

-+

+
rt1 ;' é 1;sin£1/4§;cos-_+1/41

NI I+

ergibt sich damit:

2

le Lichtablenkung + Y- |
totale Lichtablenkung * (scheinb.) Perihelabstand

(2.27)

Die Ablenkung (2.27), die die allgemeine Relativitstheorie vorhersagt, ist also
tatsAchlich etwa doppelt so gro% wie die Ablenkung.g6), die die klassisch&epler -
Theorie flv Testmassen von nahezu Lichtgeschwindigkeit vorhersagt.

Wahlt man fiv M die Sonnenmasse und als (scheinb.) Perihelabstand den Son-
nenradius, so ergibt sich ged¥ 2.27) eine Ablenkung vont % 1; 75 Bogensekunden.

Schlie¥lich sei noch darauf hingewiesen, d&%2%9 eine geschlossene Lichtbahn zu
konstantemr = gr’h zulAd¥st. Aus .19 erkennt man leicht, da% diese Bahimstabil
ist. Die Kreisbahnen deMNewton schen Theorié' sind dagegen alle stabil und haben
filv Testmassen im Grenzfall der Lichtgeschwindigkeit einen Radir = — .

2
2.1.3 ﬂbergang in den Bereich r < Schwarzschild -Radius

Die Singularitdt von (2.3) an der Steller = M ist { mathematisch gesehen { nur
eine scheinbare. Bzgl. der voKruskal und Szekeres eingefihrten Koordinaten
q()o:T.qlozx.qZO:#.qSO: .

Version vom 26. M Arz 2009 -

2lvgl. Fu¥anote18
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die filv den BereichjTj < X implizit durch??

3

1 % en = T2j X2 0 "
ct _ o, x4 1 = ptanhi 1“ (2.28)
m X i -
de niert sind,?® gilt nAmlich
° + e 0 0 o
0 i*™es 0 0 §
T, X #" )iwo) = % : 2.2
0 0 0 jrisi#
und die Fortsetzung von @.29 auf den Bereich
T?2i X%<1 (2.30)

ist eine LAsung der Vakuum-Feldgleichungeft:

Beweis von ( 2.29) Aus (2.29) folgt ik beliebiges (hinreichend gutartiges)q(¢,)

r

—=2(TTj X X
S ( [ )

e

und
ct X+T X T

X+T' X T
X T TX
X2 T2

mh e

rijp o

2|

= 2

= 2

XTj TX):

Version vom 26. M Arz 2009

22Man beachte, da1/4|11 & en eine streng monoton fallende Funktion vonr > 0 mit dem
Wertebereich (j1 ;1) ist.

237ur Systematik solcher Koordinatentransformationen siehe (Vald, 1984, Abschn. 6.4).

24Dabei ist r natévlich entsprechend .28 durch X und T auszudnicken, wahrendt fily X < jTj
nicht mehr verwendbar ist.
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Abb. 2.1: Kruskal-Szekeres

Mit ( 2.3) folgt daraus

Goo (&) + 911 (4)?
|

R 2
= 1 — IcL¢2+ mr_
P o
H A ) te, TR
o m? e & _ 2 1 2
1 Hopalats R gl
= TT® rer XT)TX | TLi XX
b I {z }
(m2i x2)(x 2 T?)
i1 Momele S ¢
= h = em - T2 X2 nach (2.29
ll_i{_r— rem
=&
a3 ° ’
=—eénm T X2 1 g
p

Damit ergibt sich die in Abbildung 2.1 skizzierte Situation:

-Koordinaten fily die Schwarzschild

23 )
T X X
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Der Auvsere Bsungsbereictr > rh ist durch | gegeben. Aber zeitartige Kurven
(Beobachter) kdnnen ohne weiteres (nach endlicher Eigenzeit; vgRi(dler, 1969
X 77)) in Region Il eindringen. Innerhalb der Region II gilt B zeitartige Kurven

gk
r

(Beweis als @bungsaufgabe E13 ), wenn ¢ die Eigenzeit bezeichnet, also
gwod'd = ¢

gilt. Deshalb erreichen Beobachter, die einmal in Region lirggedrungen sind, nach
endlicher Eigenzeit® die Massenverteilung, von der di€chwarzschild -Metrik er-
zeugt ist. Jedoch thrt keine (in die Zukunft orientierte) zeit- oder lichtartige Kurve
aus Il heraus, weshalb man diese Region ashwarzes Loch bezeichnet.

Die Singularitdt bei r = 0 |A¥t sich nicht auch noch durch Koordinatentrans-
formation beseitigen. Man kann @mlich zeigen, da¥: die vom Koordinatensystem
unabhdngige (skalare) GAY.e

ReoroooRY

fiv r I +0 divergiert.
Die Region IV ist zu Il zeitgespiegelt und wird demge#dy auch alsveivses Loch
bezeichnet.

Region III, scheinbar “innerhalb des Bereichas= fn', entspricht | vollst Andig
und die durch (2.6) charakterisierte Untermannigfaltigkeit von Region 111 @Yat sich
mit der unteren Halfte des Flamm schen Paraboloids identi zieren. Zwischen den
Regionen | und 1l ist jedoch keine Kommunikation néglich!

Es sei nochmals daran erinnert, da¥s di&chwarzschild -Lé&sung nur im mate-
riefreien Gebiet gilt, das normalerweise (stabile Sterne, N@.2) ganz in | enthalten
ist. Fir sphdrisch symmetrisch kollabierende Massenverteilungen, auYeohdérer
nach demBirkhoff schen Theorem dieSchwarzschild -LAsung immer noch gilt,
kann das masselose Raum-Zeit-Gebiet jedoch auch Teile von Il i@ssen (Bildung
eines schwarzen Loches).

Version vom 26. M Arz 2009 -
Genauver: Z.
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[@RE\N]



2.2. SPHARISCH SYMMETRISCHE MASSENVERTEILUNGEN 53

2.2 Die Feldgleichungen zu sph Arisch symmetri-
schen Massenverteilungen

2.2.1 Energie-Spannungs-Tensor und L  Asungsansatz
Es sollen nun ldsungen defEinstein schen Feldgleichungenl(55 fir den Fall

a=06T®
untersucht werden.

Anmerkung: Im Gegensatz zur Situation in derNewton schen oder
Maxwell schen Theorie meint {.59 nicht einfach, da%: man zu gege-
bener QuellverteilungT® “nur' die LAsung der Feldgleichungen (hier die
Metrik ge-) zu nden habe. Vielmehr Hngt die richtige Angabe derm®
nicht nur von der Koordinatenwahl, sondern auch von den zugéhigen
Komponentenge- ab, die es erst zu nden gilt!

In der Speziellen Relativiitstheorie ist der Energie-Spannungs-Tensor einer im In-

8
<% fiv®="=9, .
Megr= . p fik®="2 %123, (2.31)
" 0 sonst,

wobei %2die Massendichte undo den Druck der Fidssigkeit bezeichnet®

Fir das sogFl dssigkeitsmodell eines stabilen, spAhrisch symmetrischign Stgy-
nes verwendet man wieder den Ansat2(2) und @bernimmt (2.31) fiv die

@4
entsprechendeLorentz -Basis’’
e 31 @
% = ot
& def eig@@r
w 1@ (2.32)
27 ro#
def 1 @
S T TsnE@

Version vom 26. M Arz 2009
26].a. sind %und p natévlich ortsabhAngig.
2’Da die Kriymmung nicht verschwindet, lassen sich diees i.a. nicht mehr @ber einer ganzen
Umgebung O als Tangentenvektoren eines Koordinatensystems” von O darstellen.
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Wegen
0 o 1
s - M 00=]Goo) 0 0 0
® 0 0 M 25=] 0 0
0 0 0 JM 3] =03
o 1
jGooj M 0 0 0
_ % 0  joujMY 0 0 §
B 0 0 1922) M 22 0
0 0 0 jOssj M3
gilt dann 3
M® = 1/2+C_F; u®u i pd®
mit

1/2 a(r)
cd 2z fly®=0
0 sonst

Vierer-Geschwindigkeit der FiAssigkeit;

u® = u(r)®

woraus der Tensor-Charakter vorM ® klar hervorgeht.

2.2.2 Auswertung der Feldgleichungen

Die dem zu @.2) gehdrigen Einstein -Tensor

- -l
G¥ E'RY 50" R

. ve "
iri2dl iy @b fir ®= "= 0
Ggr = irii2 (1+Ora‘)eib101 fiv ®="=14
Pig % S0 e ik @="2 23
0 sonst

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(Beweis als @bungsaufgabe E14 ). Die Einstein schen Feldgleichungeni(55 sind
also gendvs 2.31) und (2.36 zu folgenden drei Di®erentialgleichungeéquivalent:

. . ¢¢
rizd%'rlli e = Lc2uy)
i ¢
ri2 @+ rar)e i 1 = p(r)

H

Version vom 26. M Arz 2009

28ygl. (Misner et al., 1973 x23.5).

% a%r) + aqr) 12 bo(r)ao(r)+ ao(r)ir bAr) e = p(r)

(2.37)
(2.38)

(2.39)
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Aus (2.37) ergibt sich unmittelbar:
th(r)

e =1 . (2.40)
mit 29 Z,
m(r)=-c? (r9*%r%dr°: (2.41)
0
Damit also (2.2) fév r > R in (2.4) zur Masse®
z R
M = YEr)AYar dr
0
Woergeht, falls¥4r) =0 fiv r > R , ist gemaYs .4)
8Y4°
== (2.42)
zu identi zieren.
Nach (2.40 ist (2.39 Aquivalent zu
r 3
alr) = M)+ - °pr) ; (2.43)

rrij m(r)

Fiv den Newton schen Grenzfallr 3p(r) ¢ m(r) ¢ r ergibt das nach @.4)
( )

@ Ig00 vear) Ya (2.44)
im Einklang mit den fridheren Betrachtungen, die zuZ.4) fahrten.

Man kann weiterhin zeigen’! da% .39 unter Voraussetzung von 2.37) und
(2.39 Aquivalent zu

o) = | p” - ) &2”
ist, was mit (2.43 auf die sog. ToIman-Oppenhelmer-VoIkoff -Gleichung
r 3
oAr) = | p() + ) mg)+ r=p(r) (2.45)
rrij m(r)

Version vom 26. M Arz 2009
29Die additive Integrationskonstante ist in ( 2.41) auf Null gesetzt um eine Singularitdt der Metrik
beir =0 zu vermeiden.
30Gemals Fuvinotd 1 ist die eigentliche Gesamtmasse
z
R AP

0 1i mff)

und nicht M . Die Di®erenzM, c® | M c2 > 0 |&vit sich als Bindungsenergie interpretieren.
3lygl. (Wald, 1984, S. 127).
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fidhrt, die als Bedingung i hydrostatisches Gleichgewicht anzusehen ist. Iiew-
ton schen Grenzfall nimmt .45 die vertraute Form

&r) t(r)

PN va i =5 (2.46)
an.
Fiv einen Stern (nahezu) konstanter Dichte
n 1 . ]
wo ="
ist nach (2.41)
m(r) = -czl/@g fivr - R (2.47)

und somit nach Q.49
q

p(r)= % 4

m(R) . q . m(R)r2
R 1| R3

fivr - R

. m(R)rz - . m(R)
1i =ge—i 3 1i =%~

(Beweis als @bungsaufgabe E15 ). Der Druck im Sternzentrum ist also

1j
p(0) = % G—
1i 3 1; ™®
und divergiert folglich fr*? R ! 2M(R) + 0. Es mu¥: also die Bedingung

9 3V4° 1%
R> - m(R =
( )(2.43;(2.43 c?

R3
8
erflllt sein, also s

8_ 8
M(R) < -R< —
(R)<gR<3

CZ
3%
und somit nach @.4):
4c
of 3
Fiv grdvsere Gesamtmasse kann also kein noch so gro¥er Gegendruck eirereweit

Kontraktion aufgrund der Gravitation verhindern. Man vermutet, da¥% auf diese
Weise tatsdchlich schwarze Bcher entstehen Bnnen Gravitationskollaps ).

M max <

Version vom 26. M Arz 2009

32Man kann zeigen, da¥. diese Divergen#f beliebiges¥r) > 0 mit ¥4(r) - 0 gilt (Wald, 1984,
S. 130/131). Das ist wichtig, weil die Zustandsgleichungp = p(¥3 im Sterninneren weitgehend
unbekannt ist.
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Kapitel 3

Homogene und Isotrope Modelle

3.1 Kosmologisches Prinzip und  Robertson-
Walker -Metriken

3.1.1 Grunds Atzliches

Es ist damit zu rechnen, da¥s wir bestimmte Teile der Raum-Zeitundsatzlich nicht
beobachten Bnnen! Es sind also geeignete, nichiberpnifbare Hypothesen notwen-
dig, um mégliche Modelle #v das Universum auszudhlen. Hierzu dient vor allem
das sog.Kosmologische Prinzip

Es existiert ein Vektorfeld @@t, das jeweils mit der Vierer-Geschwindigkeit
eines fundamentalen Beobachters am entsprechenden Weltpunkt
Bbereinstimmt.? Durch evtl. Addition geeigneter Konstanten lassen sich
die Eigenzeiten der fundamentalen Beobachter so zur sé@smischen
Zeit t einrichten, da¥ die (i.a. zeitlich nicht homogene) “kosmiscBtruk-
tur' des Universums unterschiedlichen fundamentalen Beobaeln zu
gleichen kosmischen Zeitpunkten stets gleich erscheingumliche Ho-
mogenit At).3

Weiterhin* fordert man gewdhnlich r Aumliche Isotropie
Zu jedem Weltpunkt g und zu je zwei VektorfeldernA; B , die an dieser

Version vom 26. M Arz 2009 -

lvgl. 3.1.2.

2Die fundamentalen Beobachter sollen ‘relativ zur Mehrheit der sie umgebenden Galaxierus
hen'. lhre durch ihre Eigenzeit parametrisierten Weltlinien sind Integralkurven von @@t.

3Mathematische De nition der r Aumlichen Homogenitt:
Zu je zwei Weltpunkten q; d mit t(g) = t(q®) existiert eine Isometrie ¥amit ¥{q) = oC.

Diese Bedingung ist fir die Schwarzschild -L&sung o®ensichtlich nicht enfilt.
40Oft wird die r Aumliche Isotropie schon in die Formulierung des kosmologischen Prinzips ein-

bezogen.

59



60 KAPITEL 3. HOMOGENE UND ISOTROPE MODELLE

Stelle orthogonal zu@@tsind, existiert eine Isometrie/amit> (%PA),-q = Bj, -

Indem man die Weltlinien der fundamentalen Beobachter pamaetrisiert, erhdlt man
eine einheitliche Koordinatisierung der Untermannigfaltigeiten 8, aller Weltpunkte
gleicher kosmischer Zeit . Aufgrund der geforderten Symmetrieeigenschaften sind
die Komponenten bzgl. der einheitlichen Koordinatisierunfgy alle EinschiAnkungen
der Metrik g des UniversumsM auf §; bis auf einent-abhdngigen Faktor gleich.

Man kann zeigen, da%: zu jedasotropen dreidimensionalenRiemann schen
Mannigfaltigkeit mit der Metrik h in der Umgebung jeden Punktes lokale Koordi-
naten

existieren, bzgl. derer

R 0

3 , A A Iy, 1 0 0

hic (r#" ) = — @or2 o0 A
1+gr 0 0 r2sin’#

mit geeigneten KonstantenA und
k2§ 1;09
gilt. Mit solchen Koordinaten fiéx die 8, erganzt durch
o = ct;

gilt also

~
A

A L

R(1)

k2
1+ 5r

_ i ¢
O~ dg®dg = Adt?j 'dr2 + r2gu2 + r2sin#d 2 (3.1)

mit einer geeigneten FunktionR(t) > 0, die die zeitliche Inhomogenit des Univer-
sums (Expansion, Kontraktion) beschreibt.

Eine Metrik der Form (3.1) bezeichnet man aldRobertson-Walker -Metrik

Warnung: Die lokale Angabe der Metrik bestimmt noch nicht die globale
Struktur der Mannigfaltigkeit !

Version vom 26. M Arz 2009
Die Tangentialabbildung 34 einer Abbildung ¥der Raum-Zeit in sich ist durch

Mg Tt e
£%4 d—(_/q(g,) def & %q(¢)  fir hinreichend gutartige Kurven q(¢)

de niert, bildet i.a. also Tangentenvektoren zu g auf Tangentenvektoren zu¥{q) ab.
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3.1.2 Kosmologische Rotverschiebung und Horizonte

Seienq(t); §(t) Weltlinien zweier fundamentaler Beobachter und &4t) ihre §;-Ent-
fernung. Dann folgt aus 8.1)

sy~ RO .
¢ It) = mct Y{to)
und somit d
3¢ Y(t) = H(t)¢ ¥t); (3.2)
wobei 4R(1)
def gt
H(t) = dR(t) (3.3)

die sog.Hubble -‘Konstante' ist. Bezieht man die Koordinatenr;#;' von genava
(1.47 parametrisierten Null-Geoditen (Weltlinien von Lichtsignalen) auf einund-
dieselbe Untermannigfaltigkeit §,, so ergeben sich Gedillen dieser Untermannig-
faltigkeit, wie man aus dem entsprechenden Variationsprinzierkennt. Da Isome-
trien Geodaten auf Geoditen Abbilden, méssen sich deshalb Licht-Wellemige, nun
jeweils auf § betrachtet, entsprechend ausdehnerkg¢smologische Rotverschie-
bung) oder zusammenziehenkpsmologische Blauverschiebung ). Wenn also
ein fundamentaler Beobachter Licht der Wellednge , auss Zum kosmischen Zeit-
punkt ta.ss aussendet, das zum kosmischen Zeitpunkkn,r empfangen wird, so
stellt der empfangende fundamentale Beobachter die Welld@nige

- R(tEmpf)
E 7 R(tee) o4
fest.
Fiv die weiteren Untersuchungen wird die Koordinate
r
4=
=1 Kr2
statt r benutzt, mit der gemavs 8.1)
. 2 2 H dl/g [ 2 ia 2 12(1:ﬂ
ge- dg®dq = Adt?| R?(t) T k1/£+1/3 d#? + sin®#d (3.5)
|
gilt.
Fiv ‘radiale’ (d.h. #.= '_=0) Lichtsignale mit % <0 gilt dann
R dve= i cdt

1i k¥4
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und somit Z. 7

& dve T2 cdt

Yo 1 ] kl/z) ty R(t)

fiv je zwei Punkte 1,2 der entspr. Weltlinie. Ein zur kosmischenett t; “radial' von

%4 ausgesandtes Lichtsignal kann also den Punkt= 0 nur dann noch erreichen,
wenn ein entspr. kosmischer Zeitpunkt >t ; existiert, filv den genAYs 8.6)

8 )
Ztht_Zl/a 4% _<1S/in.11/z ;gizé
YA — ., . 72 =
uw RO 0 7L KB gy v, fivk=j1

(3.6)

gilt. Im Falle
cdt
——< 1 k2f0;1
ot, R 9
oder
cdt Yy
— < = =+1
>t 1 R(t) 2

existiert also immer ein maximaler Wert% = %/(t,) (Ereignis-Horizont des
Weltpunktes mit ¥2= 0), von dem aus (zu einem kosmischen Zeitpunkt > t ;
ausgesandte) Lichtsignalés= 0 noch erreichen @dnnen®

Umgekehrt existiert im Falle
cdt

——< 1 k2f0j1
., RO 9
bzw.
z cdt Y
—— < - k=41
t<t1R(t) 2

zu jedem kosmischen Zeitpunkt; ein minimaler Wert ¥4 = % (t1) (Teilchen--
Horizont ), charakterisiert durch
Za dy B 2 et

0 1j k¥s - <t , R(1)

den kein von¥%2= 0 zu irgendeinem kosmischen Zeitpunkt < t ; ausgesandtes Signal
bis zum kosmischen Zeitpunkt, erreichen kann.

Ob tatsAchlich ein Ereignis-Horizont oder ein Teilchen-Horizont odéeides exi-
stiert, hAngt von der Dynamik R(t) des kosmologischen Modells ab, die aus den
Einstein schen Feldgleichungen zu bestimmen ist.

Version vom 26. M Arz 2009

6Bei entsprechend starker Expansion des Universumsicken fundamentale Beobachter schlie¥s-
lich stets hinter ihre gegenseitigen Ereignis-Horizonte (der Koordinaten-Ursprung¥z= 0 kann
geméls kosmologischem Prinz willérlich gewahlt werden). Die “rAumliche’ Ausdehnung physikali-
scher Experimente ist dann prinzipiell begrenzt !
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3.1.3 Auswertung der Feldgleichungen

Fiv den zur Robertson-Walker  -Metrik ( 3.1) gehdrigen Einstein -Tensor (2.39
gilt

2 3R 3k
E == = fik ®="=0
(ot g et R2c?2 " R?
Ge (ct;r; #;" ) h
ctrE) 3 ROR ki (3.7)
% 1 1y 71Ty E | @I WI @ m®— 1, ,39
0 sonst

(Beweis als lAbungsaufgabe E16 ). Der Energie-Spannungs-Tensov ® des kos-
mologischen Modells wird konsistenterweise ebenfalls aumlich homogen und

isotrop vorausgesetzt und mu¥% daher von der Form

M® (ctin#' ) = (%t)+ c?p) u®(ctn#’ Ju (ctin#")
i p(t)g® (ctir#'); u= gt;
; (3.8)
sein (Beweis als Bbungsaufgabe E17 ). Es handelt sich also wieder um den
Energie-Spannungstensor einer perfekten@dsigkeit, wobei nun aber im Gegensatz
zu (2.33 Dichte Y2und Druck’ p von der kosmischen Zeit (und nicht von der Ko-
ordinate r) abhAngen. Gernd £.42 sind die Einstein schen Feldgleichungenl(55
damit Aquivalent zu den beiden Di®erentialgleichungen

R2R a def 8Y4°
+kRj =R®=D = R .
c? I3 3¢? 2 (3-9)
und .
2R R?2 k. 8We

(3.10)

i —j =—=—=j =—+to=

' R2! RZ@' R? ct
Fiv R.> 0 ist (3.10 { unter Voraussetzung der sogFriedmann schen Di®eren-
tialgleichung (3.9) { Aquivalent z#

_8Ws°

D= = PRR2. (3.11)

Abungsaufgabe E18: Man diskutiere, inwieweit sich 38.11) physikalisch als
Energie-Erhaltungssatz interpretieren 4vat.

Unter der physikalisch motivierten Voraussetzung

%), 0; pt), O
Version vom 26. M Arz 2009
"Die Berécksichtigung des Druckesp ist wichtig im Hinblick auf die kosmologische Hintergrund-
strahlung; vgl. 3.2.3
8Die Ableitung der linken Seite von (3.9) stimmt n Amlich mit dem (j RR?)-fachen der linken
Seite von (3.10) kberein.
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kann man sich O.B.d.A. bzgl. 8.1) auf LAsungen von 8.9)/( 3.11) mit

R(t) > 0 (3.12)

beschénken (Beweis als Bbungsaufgabe E19 ).

Wenn D (t); R(t) LAsung von B.9)/( 3.11) zu %t); p(t) ist, dannist B (t) = D(j t);R(t) =
R(i t) LAsung von @.9)/( 3.11) zu %%t) = % t);p(t) = p(j t). Zu jedem kontrahie-
renden Universum existiert also ein entsprechend expandieresd@nd umgekehrt);

d.h. es gengt, den Fall

R(t), O (3.13)
Zu untersuchen.
SchlieVlich sei noch auf
R
39 0 G————=c¢
g+t 3R%i Kk
Z R() dr )
0 g i & =c(trj ty) flrp=0 (3.14)
Rt)  1'2+0R?2j k

hingewiesery.

3.2 Spezielle L dsungen

3.2.1 Masselose kosmologische Modelle
Im Falle T® =0; d.h. { nach (3.8) { fir
Y=0; p=0
sind (3.9)/( 3.11) Aquivalent zuD =0 und
£Re) R
g———==c(t2i t1)

Rt 1aR2j k

(vgl. (3.14). Die Lésungen lassen sich dann also wie folgt klassi zieren:

Version vom 26. M Arz 2009
9(3.14) setzt natgvlich voraus, da¥s die Wurzel nicht ausgerechnet verschwindet.
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Nr. | @ k R(t + to) Anmerkung
1.| O 0 bel. Konst. statisch, °ach
2.1 0 |j1 ct ) Milne -Modell, °ach

] — p— .

3./>0| O 5 3=mexp ©=3ct de Sitter
. .

4.|>0| 1 P 3=t cosh P o=3ct de Sitter
. ,

51>0]i1 P 3= sinh P o=3ct de Sitter
A ,

6./<0]j1 P i 3=0 sin P j @=3ct de Sitter

Fiv die Borigen Vorzeichenkombinationen des Paares k wird die Wurzel imagindr,
so da¥% dazu keine kosmologischen Modelle existieren.

Bbungsaufgabe E20: Man zeige, da¥a sictB(5) fiv dasMilne -Modell (k = j 1)
mit ¢ statt t ergibt, wenn man imMinkowski -Raum zurAchst rAumliche Polarko-
ordinatenr; #;' zusétzlich zur Minkowski -Zeit t (bzgl. eines willkvlich gewdhlten
Inertialsystems) wéhlt und dann die lokalen Koordinaten

3 - A TR P
‘= _|t_¢ 1= L° L °(u)d:Ef 1i E |
oL ct ct c
statt t;r einfidhrt. ° Man diskutiere, inwieweit das Modell mit dem kosmologischen
Prinzip im Einklang steht, wenn man die Galaxien formal als m&selos ansieht (vgl.
(Rindler, 1969 x84)).

Auch fily 126 0 kann man D in (3.9) vernachlassigen wenrR hinreichend groVa
wird. Daher geht ein expandierendes Universum (= 0 nach o.a. Klassi kation)
asymptotisch stets (lokal) in eines der Modelle 3.{5Aber, die ihrerseits v R ! 1
ineinander Ybergehen. Solche Modelle haben daher stets einen Ereignisittmt.

Man kann zeigen Robertson, 1933Note D), da¥ dievierdimensionale (lokale)
pseudoRiemann sche Struktur, die den Modellen 3.{5. unterliegt, & alle drei Mo-
delle { trotz unterschiedlicher k-Werte (vgl. Milne -Modell) { einunddieselbe ist!*

Version vom 26. M Arz 2009
10Man beachte dazu die Herleitung von @.3).
1Es handelt sich um Beschankungen auf das Hyperboloid K %)?j (X1)?i (X2)2; (X3)?
(X%?2 i (X%? = 2 des 5-dimensionalenMinkowski -Raumes. Nur fir das 4. Modell wird das
gesamte Hyperboloid ausgeiilt. F & die Modelle 3. und 5. existieren also auf jeden Fall Teilchen-
Horizonte.
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3.2.2 Kosmologische Modelle zu staubf @rmiger Materie

Staubf drmige Materie  meint, da¥ 8.8) mit p = 0 gilt. Hier ist ( 3.11) Aquivalent
zu

D = konst:

und die LAdsungen von 8.9) zu & = 0 lassen sich damit wie folgt klassi zieren:

Nr. | @ Kk ti to=t(R)j to Anmerkung
ro
2 RS
7.1 0 0 — — Einstein -de Sitter
0 3 DO 1
r— p 2
8./0|+1 | = @sjnt R ROTRA Friedmann -Einstein
c D' D' D
0s 1
9.1 0| -1 D R+ R 2'sinhil RA
' c D D ' D

Modell 8 Ia¥at sich auch durch
D ~ . D - .~
= 7(1' CosA) fir t= Z_C(A' SinA)
(Zykloide) und Modell 9 durch
D ~ . D, .~ =
R = E(coshA| 1) v t= Z:(smhAl A)

charakterisieren (Beweis aIs@bungsaufgabe E21 ).

Fi&r R! 0 dominiert auch im Falle @6 0 die Konstante D in (3.9), so da¥% sich

alle Modell mit p =0 in diesem Grenzfall wie Modell 7 verhalten und folglich stet
einen Teilchen-Horizont haben.

Fiv o 6 0 lassen sich die Modelle explizit angeben, wern= 0 ist:

Nr. a |k ti to=t(R)j to Anmerkung
S '
10.{{ >0/ 0| — cosh 3oct j 1
20 3 3
3D —
1. <0 | 0| — 1; cospi3nct
j 20

Im @brigen diskutiert man die Ldsungen qualitativ zweckmvsig anhand der Linien
zu konstantem De? @
C o
R? = —+ -R?j k¢
R 3 !

(3.9)
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in der (a; R)-Ebene’? d.h. anhand der Schar von Graphen der Funktionen

3 R?+ KC?j D—Cz_
DR'Z(R):g = R :

3.2.3 Kosmologische Modelle zu thermischer Strahlung

Fi elektromagnetische Strahlung im thermischen Gleichgewicgilt die Zustands-
gleichung

1 L
= éEnergledlchte;

(vgl. Gleichung (4.45) von (Liicke, tds), d.h. aufgrund der Aquivalenz von Masse
und Energie

_wé.
=5
Damit wird (3.11) Aquivalent zu
YR+ 4YR =0
d.h.:
Y% R = konst: (3.15)
Mit e
DRV 1
3z " (3.16)
nimmt (3.9) dann die Form
R?R? a
+ kR?j —R*= D =konst: 3.17
i 3 (3.17)
an. Die Lésungen zu & = 0 sind:
Nr. || o k R(ti to)
Y T 3 P— 2
12./0|+1| D 1; 1jct= D
1P —
13./ 0| 0O (4D)s " ct
p _ s P— 2

14.l0| 21| D 1+ct=D 1

Version vom 26. M Arz 2009 -

2Sjehe Rindler, 1969, S. 32 ®).
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Anhang A

Isotrope 3-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeiten

A.1 Spezielle Form des Riemann -Tensors

Seienh;, die kovarianten Komponenten einer isotropen 3-dimensional&iemann -
schen Mannigfaltigkeit bzgl. der lokalen Koordinatert'; o; ¢* . Die Komponenten
des zugeBrigen Riemann -Tensors seien mitH},,, bezeichnet. Dann de niert

def
Lic 70 (HD )i S Hp'™ Ui

eine lineare Abbildung des Raumes der (di®erentiellen) 2-Roen in sich, die an
jeder Stelleqg der Mannigfaltigkeit hinsichtlich des inneren Produktes

Q.

Hojri €01y, nik
aufgrund der Symmetrieeigenschalft
Hikim = Himjk

selbstadjungiert ist:
PH! jri=h jHPM

Folglich existiert an jeder Stelle ein vollsindiger Satz von Eigenvektoren. Auf-
?rund &er Isotropie nmissen alle Eigenwerte gleich sefng.h. die Abbildungsmatrix
Hijk im :; mu¥4 ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein:

H@ik ™ = K(@4 ' flrj<k;l<m: (A1)
Version vom 26. M Arz 2009

!Siehe Eigenschaften 1., 3. und 4. auf Seitd3.

2Da die 2-Formen einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit eineindeutig Vektorfeldern zugeanet
sind und im isotropen Falle keine Richtung vor der anderen ausgezeichnet ist.

69
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Das ist Aquivalent zu
1 .
H(Djum = EK(q)(hjl hkm i himba) A ki Iim 211,239 :

Aus den entsprechenden Bianchi-ldentétenfolgt daraus mit hjx. =0

X
0= hjk h|ml' nK
n;j;k zykl: vert:
und somit X
0= Kot 4"
n;j;k zykl: vert:
Indem manj = k 6 n 6 | = m 6 j setzt, erkennt man darausK., = 0 fir
n2fl;2;3g, d.h.:
K = const:

Riemann sche Mannigfaltigkeiten, dererRiemann -Tensor die Form A.1) mit
konstantem K (q) hat, bezeichnet man als solch&onstanter Kr Ammung . Die
Kr AmmungskonstanteK solcher Mannigfaltigkeiten gedgt der Bedingung

3 2UliiC ]

Yl 0 |3 (A-2)

fiv jede geschlossene Kun@ , die aus der Menge aller Punkte eingBeod Aten ° Ache
besteht, die den metrischen Abstand von einem festen Aufpunkt der Fiche haben
(Beweis als Bbungsaufgabe E22 ).

A.2 Prototypen

Eine isotropeRiemann sche Mannigfaltigkeitpositiv er KrdmmungK = Ri 2 ergibt
sich somit durch EinschAnkung deseuklidisch enR* auf die 3-dimensionale Spdve
S3 aller x(A; #;" ) mit:

x® = R cosA

x! = R cosA cost#

x2 = R sinA sin# cos
x3 = R sinA sin# sin'

(Beweis als lAbungsaufgabe E23 ). Das zugel#irige in nitesimale LAngenquadrat
st 3 . ¢
~ ~ ¢
diz= R? dA2+sin?A ' d#? +sin2#d 2
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bzw. . q

H 1 . ¢II
diz = R? 1.(1/5% + 18 d#? +sin2#d 2 (A.3)
|

mit k = 1, wenn man die Koordinates= sin A statt A einfihrt.

Entsprechend ergibt sich eine isotropRiemann sche Mannigfaltigkeitnegativ er
Kridinmung K = j R 2 durch EinschiAnkung des mit der negativerMinkowski -
Metrik versehenenR* auf das 3-dimensionale Rotationshyperboloi ; %2V, aller
X(A;#;' ) mit:

x® = RcoshA

x! = RsinhAcos#
x2 = RsinhAsin#cos
x3 = RsinhAsin#sin'

(Beweis als @bungsaufgabe E24 ). Das zugel#irige in nitesimale LAngenquadrat
ist 3 . ¢
~ ~ ¢
diz = R? dA?+sinh?A ' d#? +sin2#d' 2

und nimmt f@r Y%= sinh A statt A wiederum die Form @.3) an; nun allerdings mit
k=i 1.

Fiv k = 0 charakterisiert (A.3) o®ensichtlich (lokal) eineRiemann sche Mannig-
faltigkeit konstanter Kr Ammung K = 0 (lokal der euklidische R3).

Da man zeigen kann, da'Riemann sche Mannigfaltigkeiten gleicher konstanter
Krédmmung und Dimensionlokal stets isomorph sind existieren also zu jeder iso-
tropen 3-dimensionalerRiemann schen Mannigfaltigkeit lokale Koordinateriz; #; ",
fir die (A.3) mit

k2f8 1,09
gilt, wobei K = kRi 2 der Wert der konstanten KiAmmung ist. Durch Abergang zu
der Koordinate 3 g
r= 2 1+ g 1i k¥
T ki '
statt Y2geht (A.3) schlie¥lich in
2 _ R [ 2 2 2 2 oin? 1 2¢
dIf = ——— dr o+ rod# + r° sin“#d (A.4)
1+ %r2

4
Boer (Beweis als lAbungsaufgabe E25 ).
b%ungsaufgabe E26: Man zeige, da%A.2) Aquivalent zu
_ 12 im YVabijF ij
Yall 0 14

ist, wenn F| das geodtische FAchensiick mit dem Rand @, = G bezeichnet.

Version vom 26. M Arz 2009

3Siehe z.B. (Noonan und Robertson, 1968$ 8.10).

(A.5)




12 ANHANG A. ISOTROPE 3-DIMENSIONALE MANNIGFALTIGKEITEN



Anhang B

Moderner Formalismus

B.1 AuYere Ableitung

(Tangenten-) VektorfelderA lassen sich durch die zugenigenLie -Ableitungen L 5f
von Skalarfeldernf charakterisieren. In lokalen Koordinaten:

(Laf)(q) = A (q)@ f(q) fallsAbfA®g:

b

Daher identi ziert man lokal Jewells fAr festes® mit dem Feld der Tangentenvek-

toren an die®-Koordinatenlinien.! Bzgl der Koordinatenf g’ g hat also v festes®
das VektorfeldA(q) = @—@é die konstanten KomponentemA® (q) = =, . Es ist klar, da¥

die % an jeder Stelleq eine Basis des zugdhigen Tangentenvektorraumed,(M )
bilden.

Unter einer (AuYseren di®erentiellen)  p-Form versteht man ein total an-
tisymmetrisches , kovariantes Tensorfeldp-ter Stufe bzw. die zugeBrige Scharp-
linearer Abbildungen

o - TqM)ET,(M)E ::0 | R
(A;B;:iz) 7@ i (AB; i) = ey o, (DA B® ::

Wenn f (g) eine 0-Form (also ein Skalarfeld) ist, dann lassen sich d@f (g) als
Komponenten einer 1-Form au®assen, die man mit dhezeichnet. B hinr. gutartige
Kurven C= fq(t)g, gilt also

H 1
o d
df ; t)) = f t)y= —f(q(t)): B.1
w0 @D= gef @ dO= G ) (B.1)
GemaY. der verallgemeinerten Kettenregel mu¥s somit stets

@f
df = =—dq B.2
@t ®2)

Version vom 26. M Arz 2009

YIn 1.1.2wurde dieses Vektorfeld mitt bezeichnet. Vgl. Fu¥znoteb.
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n o
gelten. Die &’ entsprechen der zu @—% reziproken Basis:
H 1
@ ®
d — = *; B.3
q° @7 (B.3)
d.h. fir festes® hat p= d d® jeweils die Komponenterps = +2.
Wenn ;2 ;P 1-Formen sind, dann legt jeweils

i ¢ w /(1 .
Ipl":::"pp jq(Al;:::;Ap)d:Ef sgn{) p].:‘( )(Al) fln Ayl A2 Tg(M)

YRS, 121

(B.4)
einep-Form it~ ;A P fest. Esist klar, da¥s sich jede-Form ! nach den” -Produkten
der dg® entwickeln IAY4t?

=1 ®1::@p dq®1 R dq®p
) é! ®1::®p dq®l AL dcf@p : (B.5)
Die ! gemdld
d “ 5! ®p::@®p ;! dql A dq®l Aunh dq®p (B'6)

zugeordnete p + 1)-Form d! bezeichnet man als dicduYere Ableitung von!.
AuYsere Ableitungen sind besonders wichtig im Hinblick auf den véigemeinerten

R R
Satz von Stokes : % 4! = ,d
Hieraus folgf
|dd! =0 fir jede AuVsere Di®erentialforrh . (B.7)

Version vom 26. M Arz 2009

2Die dg® ~ :::~ dg® sind aber i.a.nicht linear unabhéngig voneinander. DasTensorprodukt
der 1-Formen ist durch (dog® - :::- dg®)(Aq;::i;Ap) e [=1 dd® (A}) deniert.

3Man beachte die Konsistenz mit B8.2).

“Beweis als Bbungsaufgabe E27 . Hier bedeutet U eine hinr. gutart. orientierte Unterman-
nigfaltigkeit beliebiger Dimension. Das Integral einerp-Form ! @ber eine hinr. gutart., orientierte,
p-dimensionale Untermannigfaltigkeit G ist de niert durch

Z def z 12 Z ép2 3 ® ®
b= ¢cee Pa(eas:itép) @@, dléas i iiiép) tiiid(énsiiiiép) P dég Cedep;
G é11 ép1
wobeiG= fq(éi;:itiép) ¢ 2 [¢1; ¢ 2] eine beliebige, aber hinr. gutart., Parametrisierung von
G ist, die der Orientierung von G entspricht. R R R
SMan wende den Satz vonStokes 2-fach an: aav) L= gd = ,dd.
(B.7) |A¥4t sich aber auch direkt aus®.6) ablesen:
1
dd! = =1 gm0 a0 dq A dg A dg® A A dg®
ol | Sy fl4 709 " A )

symm : in 1,° antisymm :in 1°
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B.2 Konnexionsform

E bezeichne das ‘Bndel' aller Paare @;fhy;:::ksg) von jeweils einem Punktq der
Raum-Zeit M und einer Basi$ f by; : : : bsg des zugeBrigen Tangentenvektorraumes
Tq(M ). Man macht E zu einer di®erenzierbaren Mannigfaltigkeit, indem man die
lokalen Koordinatensystemef q'g von M zu lokalen Koordinatenfq ; Q@c’g von E
erweitert, wobei die b@°) regul Are Matrizen sind, die jeweils durch

o @
= b’ = B.8
by = by’ o 88)
eine Basis vonTy(M ) kennzeichnen. B jedesq2 M ist damit also die zugelvi-
ge Faser (Menge aller Basen voril4(M )) durch Elemente der Gruppe GL(4R)
koordinatisiert. Nativlich ist aber keine dieser Koordinatisierungen “kanonisch'.
Bei Koordinatenwechselndert sich die entsprechende Zuordnung

fhy:iikg- (B') 2 GL(4;R)
hinsichtlich der Gruppenmultiplikation’
(g¢h)e-= ¢—hg"

gemAYs einelinken Gruppenwirkung?®
3 n o 3 . H oo T
1 1 o o @ 1
fagi d° =9 &)1 b= Gt o (B9
Damit ist E ein Prizipalb #Andel mit der Basis M und der Strukturgruppe °
GL(4;R) und die rechte Wirkung
uo % Y1 s 0

Re(a:fheg) € i b"go = = q; b ge (B.10)

dieser Gruppe in den Fasern ist von der Wahl der lokalen Koorditen fq’ g un-
abhangig.

Die Rolle der Christoffel  -Symbole stellt sich nun wie folgt dar: Jedenp =
(q;feg) 2 E wird ein linearer Isomorphismus

% 0 TqM) ypln/zTg(E)

0 )
a7t @b ; =i (@ 1 @8 (B.11)
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5Die unterstrichenen Indizes sollen also die Basisvektoren { nicht Komponenten { duch-
numerieren.

"Hier wird also der untere Index als Spaltenindex aufgefa¥it (reine Konventionssache), rsi
entsprache der Koordinatenwechsel giner rechten Gruppenwirkung.

8Denn: be = b’ -@. = b @ = [l @ _@

Denn:be = by v = Mo @5 = Bo @5 ggv

%In den sog.Eichtheorien sind auch andere Strukturgruppen von Interesse.
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im Sinne von (.42 zugeordnet, wobei die Bedingungeff

Yy (A = RE¥,(A) (B.12)
erfllt sind, die die Erhaltung linearer Beziehungen zwischen W&oren bei Parallel-
verschiebung ausdicken. ;3 1 o 0

Die Elemente vonV, & Q; ks 2Ty(E): 9=0 nennt manvertikal (zur

BasisM ), die von H, entsprechendhorizontal . Wahrend dieV, lediglich von E
abhangen, charakterisieren di¢1, die Parallelverschiebung:
3 KU jedemp = (q;fhg)) 2 E und zu jedemqg 2 To(M ) existiert genau ein

a; be 2 Hy(E), nAmlich das in B.11) angegebene. Diese Eindeutigkeit sowie
die lineare Abhangigkeit derhs von g folgt bereits aus

To(E) = H,0OV, (B.13)
und der De nition von V,. Die Bedingung B.12) ist dabei Aquivalent zu
Hrgp = RoHp: (B.14)

Den Zerlegungen B.13) entspricht eine eindeutige Schar linearer Abbildungen

iy i T(E) DV
mit den Eigenschaften
(Vo) = Vp 8Vp 2 Vy; (B.15)
ip(Vp) =00  vp2Hyp; (B.16)
und
Diego (RoVp) = Rl (Vp) 8V 2 Ty(E): (B.17)

Zu jedem Elementv, 2 T,(E) existiert o®enbar ein eindeutiges Element, der
Lie -Algebra gl(4 R) von GL(4; R) mit*?

di ¢
Vp = a Rexp(top)p . . (818)

Jt=0
Version vom 26. M Arz 2009
10RY bezeichnet die Tangentialabbildung zuRy; d.h. wennv Tangente der Kurve €= fp(t)g %2 E

an der Stellet = 0 ist, so ist Ryv die entspr. Tangente der Bildkurve RgC. Fir v, 2 T,(E) und
f 2 C! (E) bedeutet das:

(lR{ng? N(Rgf) = vp(f):  (Rgf)(P) €' f (Ry 1p%) 8p°2 E:
2T, (E)
'Fiv jede lineare Abbildung !, : T,(E) I V,, die der Bedingung B.15) genégt, gilt ( B.13),

wenn manH, gemaY B.16) de niert. ( B.17) garantiert dabei (B.14).
2Einen Vektor der Form (B.18) bezeichnet man alsKilling -Vektor .
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Wenn wir also die! entsprechende Schalinearer Abbildungen in gl(4; R) mit
I bezeichnen, so erhalten wir schlie¥lich die der Parallelvelistiung entsprechende
Konnexionsform , die den B.15), (B.16) und (B.17) entsprechenden Bedingungen

Po(Vp) =% 8vp 2V, (B.19)
Po(Vp)=0 0 Vv, 2Hp (B.20)
und
Piego (RGVp) = Ad( g D1, (Vp) 8V, 2 Ty(E) (B.21)
genigt.'3

Umgekehrt bestimmt die Konnexionsform den Paralleltranspor@ngs einer Kur-
ve C= fq(t)g 2 M nach folgendem Schema:

Fo(M) = GL(4;R)

Die fhg(t)g sind genau dann &ngs C “konstant', wenn die Tangenten an die
Kurve € = f(q(t);fhe(t)g)g ¥ E alle horizontal, d.h. Elemente vonH, gemaYs

Version vom 26. M Arz 2009 -
13Dje adjungierte Darstellung  Ad ist durch

d i ¢
g 9exe(tn g~

gegeben. B.21) folgt somit aus (B.17) und (B.18) gemévs

odi ¢ di ¢ di
Rga Rexp(wp)p o a RgRexp(top)Rg; 1 Rgp o a Rgi 1 exp(t0p)g Rgp

d
Ad(g)a exp(te);,, =

jt=o °
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(B.20) sind. Aufgrund der Linearitat von 1 garantiert (B.19), da% zu jedem Tripel
(q(t); fbe(t)g; a(t)) genau ein horizontaler Vektor
3 n o

PO= a0 ) 2 Tqufucng)(E)

gehdrt und somit zu gegebenen Anfangswerteite(t1)g genau einhorizontaler Lift
€ von C existiert. (B.21) garantiert, da¥sp(t) linear von f by(t)g abhéngt.

Allgemein versteht man unter eineiKonnexionsform  Bber E eine di®erenzier-
bar von p abhangige Schar linearer Abbildungen ®: To(E) i gl(4;R) (9l(4;R)-
wertige 1-Form), die den BedingungenR.19) und (B.21) gendgt. Unterschiedlichen
Konnexionsformen entsprechen natlich unterschiedliche {2 -Koe+zienten im Sin-
ne von (1.42. Obwohl dann (1.43i.a. nicht mehr gilt, garantiert der Formalismus
dennoch, da¥s der entspr. “Paralleltransport' #hgsC = fq(t) : t 2 [t1;t,]g) Basen
(von Tyq,)) in Basen (vonTy,)) Bberfidhrt, also lineare UnablAngigkeit erhalt.

B.3 Kr Ammungsform

Seif Hpg die zur Konnexionsform! “ber E gehrige Schar horizontaler Vektoraume
und seif g; g eine Basis vorgl(4; R). Sei ferner

IA:Ijej

eine beliebigegl(4; R)-wertige p-Form'* Bber E. Dann bezeichnet man alkovari-
ante Auvsere Ableitung von ' die durch

: cyge e def
D, (U v; i) S

q’ }p(lqpu; Rov;ii)e  filr upv;iii2 To(E); (B.22)
M, €' Projektion auf H ;

de nierte’® gl(4: R)-wertige (p+ 1)-Form D™ . Speziell® £'D4 bezeichnet man als
g ge (p p

die zu " gehdrige Kr Ammungsform

Version vom 26. M Arz 2009
14Die Entwicklungskoezzienten ' | sind also gewshnliche p-Formen lber E (nicht M).
15Die Unabhangigkeit dieser De nition von der speziellen Wahl der Basisf g g ist o®ensichtlich.
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