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Vorwort
Heutemu¼ die Spezielle RelativitÄatstheorie in der Praxis bereits vielfach berÄucksich-
tigt werden (Beschleuniger, Raumfahrt, Astronomie, Kerntechnik usw.), gehÄort also
mittlerweile gewisserma¼en zum `alltÄaglichen' Erfahrungsbereich des Physikers.

Trotzdem scheint ihr VerstÄandnis immer noch vielfach gro¼e Schwierigkeiten zu be-
reiten. Das liegt vermutlich an psychologischen Barrieren, die daher rÄuhren, da¼ die
Spezielle RelativitÄatstheorie oft alsprinzipiell unvereinbar mit der Newton schen
Raum-Zeit-Vorstellung deklariert und anhand scheinbar sensationeller Sachverhalte
(Zwillingsparadoxon,m = ° v m0 ; E = m c2 usw.) `erlÄautert' wird.

Daher soll in dieser Vorlesung auf vielleicht etwas provozierende Weise vorgegangen
werden:

ZunÄachst werden die Transformationsgesetze der Speziellen Relativit Äatstheorie auf
Grundlage der naiven ÄAther-Theorie aus der Erfahrungstatsache abgeleitet
werden, da¼ mit bisher verfÄugbaren Me¼methoden keine AbhÄangigkeit der Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit vom Bezugssystem nachweisbar ist. Damit soll klar werden,
da¼ dieNewton sche Raum-Zeit-Vorstellungim Hinblick auf Bezugssystem-
wechsel zwar praktisch wertlos, aber keineswegs unvereinbar mit der Speziellen Re-
lativit Äatstheorie ist.1 Erst danach wird das RelativitÄatsprinzip, von demEinstein
sich leiten lie¼, diskutiert.

Literaturempfehlungen: (Born, 2001), (Einstein, 1956), (French, 1971),
(Rindler, 1969)

Version vom 26. M Äarz 2009

1Der wesentliche Punkt ist nur der, da¼ sich dierelativistische Kinematik { im Gegensatz zur
Newton schen Theorie nicht auf ideale, sondern aufreale Ma¼stÄabe und Uhren bezieht.
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Kapitel 1

Ableitung der speziellen
Lorentz -Transformation

1.1 Grunds Äatzliches zur Raum-Zeit-Vorstellung

1.1.1 Idealisierungen in der Klassischen Mechanik

Jede physikalische Theorie ist auf vereinfachende Annahmen (Idealisierungen) an-
gewiesen. Idealisierungen schrÄanken aber andererseits den GÄultigkeitsbereich einer
Theorie grundsÄatzlich ein und kÄonnen sich somit unter UmstÄanden als hemmend fÄur
die Weiterentwicklung einer Theorie erweisen. Man sollte alsPhysiker daher stets
bereit sein, gewohnte nÄutzliche Idealisierungen durch realistischere Annahmen zu
ersetzen. Einige typische Idealisierungen der Klassischen Mechanik:

absolut starrer Ma¼stab
Massenpunkt
absolut gleichfÄormige Bewegung
absolut periodischer Vorgang
Zeitpunkt
absoluter Raumpunkt
absolute Raumrichtung
absolute Gleichzeitigkeit
Euklidische Geometrie des physikalischen Raumes

Keinem dieser Begri®e lÄa¼t sich ohne Voraussetzung mindestens eines derÄubrigen
einekonkrete Bedeutung beimessen!

Da uns jedoch der kritiklose Umgang mit diesem (o®enbar in sich widerspruchs-
freien!) Begri®ssystem allzu vertraut ist, wollen wirÄuber dessen Problematikzu-
nÄachst hinwegsehen1 und von den zugehÄorigen `Vorstellungen' ausgehend versuchen,

Version vom 26. M Äarz 2009

1Zumal die meisten der obigen Idealisierungennotwendiger Bestandteil auch der Speziellen
Relativit Äatstheorie sind.
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10 KAPITEL 1. ABLEITUNG DER LORENTZ-TRANSFORMATION

das Geschehen bei praktischen Raum-Zeit-Messungen zu `verstehen'.

1.1.2 Naive ÄAther-Theorie

Mit dem Siegeszug der Wellen-Theorie des Lichtes im 19. Jahrhundert Äuber die
Korpuskulartheorie verfestigte sich die Vorstellung von einemalle Materialien durch-
dringenden, homogenen, isotropen, elastischen Medium, dem sog. ÄAther , in dem
sich dieTransversal -Schwingungen des Lichtes ausbreiten.

Nach dieser Vorstellung mÄu¼te das Licht im (nur vomÄAther ausgefÄullten) lee-
ren Raum (Vakuum ) eine konstante, vom Bewegungszustand der Lichtquelle un-
abhÄangige Geschwindigkeitc relativ zum ÄAther haben.2

Die ÄAther-Vorstellung hat gleichzeitig denscheinbaren Vorzug, den in 1.1.1
aufgefÄuhrten Begri®en eine konkretere Bedeutung zu verleihen.3 Die Schwierigkeit ist
nur die, da¼ es vermutlichprinzipiell kein reales Verfahren gibt, die Geschwindigkeit
z.B. der Erde relativ zum ÄAther zu bestimmen (vgl.2.2.1).

Auf den ersten Blick mag diese Aussage unsinnig erscheinen, wenn man z.B.
folgender bekanntenÄUberlegung vonMichelson (1981) nachgeht, die den Vorzug
hinreichend genauer experimentellerÄUberprÄufbarkeit besitzt:

Man betrachte folgende nachÄublichen Ma¼stÄaben starre Anordnung, die sich
mit der Geschwindigkeitv »

¡!
QS2 relativ zum ÄAther bewege:
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Man berechnet die Zeitt(®), die ein Lichtsignal benÄotigt, um von Q nach S und
wieder zurÄuck nachQ zu gelangen, leicht zu4

t(®) = 2
j
¡!
QSj
c

° 2
v

r

1 ¡
³ v

c
sin®

´ 2
; (1.1)

wobei:

° v
def=

1
q

1 ¡ (v=c)2
: (1.2)

Version vom 26. M Äarz 2009

2In neuerer Zeit durch Beschleunigerexperimente sehr genau bestÄatigt; vgl. ( French, 1971,
Abschn. 3.6.3).

3Z.B.: absoluter Raumpunkt =̂ feste Stelle im ÄAther.
4Siehe ÄUbungsaufgabe 7 zurEinfÄuhrung in die Theoretische Physik I, WS 1994/95. Mit

v bezeichnen wir stets den Betrag der Geschwindigkeitv , mit c den Betrag der Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit.



1.1. GRUNDSÄATZLICHES ZUR RAUM-ZEIT-VORSTELLUNG 11

Die lÄangste resp. kÄurzeste Laufzeit ergibt sich somit fÄur ® = 0 resp. ® = ¼=2 :

t(0) =
2
c
° 2

v j
¡!
QSj ; t

³ ¼
2

´
=

2
c
° v j

¡!
QSj (1.3)

Zur ÄUberprÄufung dieses Laufzeitunterschiedes diente das berÄuhmte Experiment von
Michelson und Morley , das vom Prinzip her folgenderma¼en aufgebaut war:5
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Glasplatte

halbdurchlÄassiger

Lichtquelle

Fernrohr

Spiegel

beliebig bewegte

(im Ruhesystem der Apparatur betrachtet).

Experimentelles Ergebnis:

Die bei Drehung der Apparatur entspr. (1.1) zu erwartende Verschiebung
der Interferenzstreifen stellt sichnicht ein!

Anmerkung: c wurde bereits 1676 von OlafRÄomer durch Beachtung
desDoppler -E®ekts bei Beobachtung der Jupitermonde nÄaherungswei-
se bestimmt (vgl. (Born, 2001, S. 78/79)): c ¼ 3¢1010 cm

s . Die Erde sollte
sich mindestens einmal im Jahr relativ zumÄAther mit einer Geschwin-
digkeit bewegen, deren Betrag nicht unter demjenigen ihrerRelativge-
schwindigkeit zur Sonne, etwa 30km

s , liegt. Dann ist v
c ¼ 10¡ 4. Trotz

dieses extrem kleinen Wertes mÄu¼te dann beimMichelson -Versuch
eine Interferenzverschiebung nachweisbar sein, wie sich durchentspr.
AbschÄatzungen zeigen lÄa¼t.

1.1.3 Kontraktionshypothese

Zum negativen Ausgang desMichelson -Morley -Experiments gab es mehrereEr-
kl Äarungsversuche:

(i) Erde im ÄAther ruhend (Ptolem Äaus, 150 n. Chr.)
| ÄAu¼erst unwahrscheinlich und im Widerspruch zu der vonBradley (1727)
beobachteten Aberration des Sternenlichtes (vgl.2.4.2).

Version vom 26. M Äarz 2009

5Vgl. (French, 1971, Abschnitte 2.6 und 2.7).
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(ii) Totale ÄAther-Mitf Äuhrung (Michelson )
| Dagegen sprechen die Resultate hinsichtlichnur partieller Lichtmitf Äuhrung
in bewegten optischen Medien.6

(iii) Lorentz -Kontraktion ( Fizgerald , Lorentz , 1892)
Danach erfahrenalle GegenstÄande, dieÄublicherweise als starr betrachtet wer-
den, in Wirklichkeit eine VerkÄurzung um den Faktor 1

° v
in Richtung ihrer

Relativgeschwindigkeitv zu ÄAther.
| Daf Äur sprechen elektrodynamische Gleichgewichtsbetrachtungen, die
Lorentz anstellte (Lorentz, 1904).
| Dagegen spricht h Äochstens unsere vorgefa¼te Meinung!

Da¼ die Kontraktionshypothese den negativen Ausgang desMichelson -Morley -
Experiments vollstÄandig (also fÄur jede Stellung der Apparatur relativ zum ÄAther-
wind) erklÄart,7 erkennt man aus (1.1) zusammen mit der Tatsache, da¼ sich die
kontrahierte LÄangej

¡!
QSj aus der RuhelÄangej

¡!
QSj0 gemÄa¼

j
¡!
QSj =

j
¡!
QSj0

° v

q
1 ¡

¡
v
c sin®

¢2
(1.4)

berechnet.8

Eine solche Kontraktion ist (leider nur) im Prinzip tatsÄachlich experimentell
nachweisbar, wie das folgende Gedankenexperiment vonEinstein (Einstein, 1956,
S. 39) (vgl. auch (T. E. Phipps, 1980)) zeigt:
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rotierende Scheibe

verschiebbare, mitbewegte
lÄangs des Randes frei

Standard-Ma¼stÄabe

Die Zahl der Standard-Ma¼stÄabe, die sich in einer geschlossenen Kette um den Rand
legen lassen, hÄangt bei festem RadiusR von der Drehgeschwindigkeit der Scheibe

Version vom 26. M Äarz 2009

6Z.B. von Airy und Fizeau ; vgl. (Born, 2001, S. 115{122) bzw. { hier mit Vorsicht {
(French, 1971, Abschnitte 2.4 und 2.5).

7Eine zusÄatzliche ÄAhnlichkeitstransformation w Äurde daran nichts Äandern, jedoch dem noch zu
besprechenden RelativitÄatsprinzip (siehe 2.2.1) widersprechen.

8(1.4) folgt aus

j
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QSj20 =

³
j
¡!
QSj sin®

´ 2
+

³
° v j
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QSj cos®

´ 2
=

³
° v j

¡!
QSj

´ 2
+

³
j
¡!
QSj sin®

´ 2 ¡
1 ¡ ° 2

v

¢

mit
¡
1 ¡ ° 2

v

¢
= ¡

¡
v
c

¢2
° 2

v .
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ab (Versagen der Euklidischen Geometrie in beschleunigten Bezugssystemen!).

Verabredung: Im Folgenden sei stets angenommen, da¼ sowohl die naive
ÄAther-Theorie als auch dieLorentz 'sche Kontraktionshypothese richtig
sei.9

Die Lorentz -Kontraktion liefert den ersten Hinweis darauf, da¼ die (aus gutem
Grunde!) Äublicherweise benutzten Verfahren der Raum-Zeit-Messungprinzipiell
nicht ideal im Sinne vonNewton sind!

1.2 Problematik der Uhren-Synchronisation

1.2.1 Zeitdilatation

Prinzip der nÄaherungsweisenBestimmung der Lichtgeschwindigkeit n. Fizeau
(1849; vgl. (Gerthsen, 1963, VI x17)):
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QS2
period.
Verschlu¼

Lichtquelle

ÄAtherwind

halbdurchl.
Spiegel

Leuchtschirm

(im Ruhesystem der Apparatur betrachtet)
Die Laufzeit t entnimmt man den Verschlu¼frequenzenº = N

t , fÄur die der Leucht-
schirm erhellt wird.

Formel (1.1) gilt nat Äurlich auch hier unter der Voraussetzung, da¼t, v und jQSj
mit Uhren und Ma¼stÄaben gemessen werden, die relativ zumÄAther ruhen. Mit der
De¯nition

k
¡!
QSkL

def=
½

Zahl der im Labor ruhenden MeterstÄabe, die
in eine Reihe zwischenQ und S passen

und (1.4), also unter Voraussetzung derLorentz -Kontraktion , folgt daraus:

T =
2
c
° vk

¡!
QSkL ¢Meter (1.5)

Version vom 26. M Äarz 2009

9QuantenphÄanomene, die der Wellentheorie widersprechen, seien bewu¼t au¼er Acht gelassen.
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Somit gibt es fÄur den ÄAther nur eine Chance, sichprinzipiell auch der Beobachtung
durch konkrete Laufzeitmessungen zu entziehen, nÄamlich die sog.

Zeitdilatation: 10 Alle Uhren, die Äublicherweise als gleichlaufstabil angesehen
werden,11 zeigen in Wirklichkeit um den Faktor 1

° v
zu kleine Zeitintervalle an (laufen

also langsamer), wenn sie sich mit der Geschwindigkeitv relativ zum ÄAther bewegen.

FÄur die Zeitdilatation spricht heutzutage z.B. die entsprechende Geschwindig-
keitsabhÄangigkeit der Zerfallszeiten instabiler Elementarteilchen(siehe (French, 1971,
Abschn. 4.6)).

Verabredung: Im Folgenden sei stets auch die Zeitdilatation als physika-
lische RealitÄat angenommen.

1.2.2 F Äur absolute Synchronisation ungeeignete Verfahren

Trotz Zeitdilatation und Lorentz -Kontraktion w Äare das ÄAther-Ruhesystem be-
stimmbar, wenn man rÄaumlich getrennte Uhren absolut synchronisieren kÄonnte:
Ein `starrer' KÄorper wÄurde sich genau dann relativ zumÄAther in Ruhe be¯nden,
wenn seine in einem festen Bezugssystem gemessene LÄange maximal wÄare.Einstein
schlo¼ daraus | indem er die Nichtnachweisbarkeit desÄAthers zum Prinzip erhob
| da¼ es grunds Äatzlich kein reales Verfahren zur absoluten Synchronisation rÄaum-
lich getrennter Uhren gibt, das nicht auf ein anderes solches zurÄuckgreift (womit der
Begri® der absoluten Gleichzeitigkeit dann auch absolut inhaltslos ist).

Nun werden aber LÄangen bewegter KÄorper i.w. so bestimmt, da¼ man Anfangs-
und Endpunkt zur vermeintlich gleichen Zeit im Labor markiert und dann die Ent-
fernung der Markierungen im Labor mit darin ruhenden Ma¼stÄaben ausmi¼t. Es
leuchtet daher sofort ein, da¼ die ermittelte LÄange je nach Synchronisation von der
Geschwindigkeit des bewegten KÄorpers abhÄangt. Damit wird der quantitative Begri®
des rÄaumlichen Abstandes relativiert.

Die also o®ensichtlich folgenschwere Problematik der Uhrensynchronisation sei
zunÄachst an einigen Beispielen verdeutlicht:

(i) Uhren-Transport:

VerrÄuckt man von zwei ursprÄunglich am gleichen Ort absolut synchronisiert
im Labor ruhenden Standard-Uhren z.B. nur die eine um die Streckes in Rich-
tung von v, dann wird danach die verrÄuckte Uhr gegenÄuber der unverrÄuckten

Version vom 26. M Äarz 2009

10Die Zeitdilatation erkl Äart auch den negativen Ausgang des Experiments vonKennedy und
Thorndike (Kennedy und Thorndike, 1932) (siehe (French, 1971, Abschn. 3.6.2)).

11Man beachte, da¼ sich auch dieFizeau -Apparatur als eine solche (Licht-) Uhr verwenden lÄa¼t!
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| im Ruhesystem des ÄAthers gemessen | aufgrund der Zeitdilatation min-
destens um das Zeitintervalls v

c2 ° v nachgehen.12

Um die Fehlanzeige zu korrigieren, mÄu¼te man also die Relativgeschwindigkeit
zum ÄAther kennen!

Entsprechend den AusfÄuhrungen von1.2.1 lie¼e sich das hÄochstens durchab-
solute Laufzeitmessungen anEin weg-Lichtsignalen feststellen. Dazu mÄu¼te
jedoch das Synchronisationsproblem bereits gelÄost sein.

(ii) Zeitsignale endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit (z.B.Lichtsignale):

Hier mÄu¼te man die endliche (i.a. richtungsabhÄangige) Laufzeit berÄucksichtigen
und dazu die Signalgeschwindigkeit relativ zumÄAther bestimmen | was aber
wieder vorherige LÄosung des Synchronisationsproblems voraussetzt.

(iii) Signalgebung mit `starren' KÄorpern:
Man kÄonnte auf den ersten Blick meinen, mithilfe nachÄublichen Kriterien als
starr angesehener KÄorper Signale beliebig kleiner Laufzeit erzeugen und damit
das Synchronisationsproblem lÄosen zu kÄonnen, z.B. mithilfe sto¼ender Stangen.

Bei genauerer Betrachtung wird sich das jedoch stets als Irrtum herausstellen.
Z.B. breitet sich ein Sto¼Äuber eine Stange stets wellenfÄormig mit Unterlicht-
geschwindigkeit aus.

1.2.3 Scheinbare Auswege

Einige besonders kluge Lehrbuchautoren haben erkannt, da¼ die Synchronisati-
onsverfahren des in1.2.2 beschriebenen Typs an der universellen BeschrÄankung
der Signalgeschwindigkeiten scheitern und mit Hinweis daraufihre Verwunderung
darÄuber geÄau¼ert, da¼ nicht schon vorEinstein jemand die UnmÄoglichkeit absolu-
ter Synchronisation bemerkt habe. Deshalb soll hier gezeigt werden, da¼ durchaus
Verfahren denkbar sind, die keine Signale verwenden und deren Scheitern nur durch
Äau¼erst eigenartige E®ekte erklÄart werden kann:

Version vom 26. M Äarz 2009

12Der Nachweis reicht o®ensichtlich fÄur gleichf Äormige VerrÄuckungsgeschwindigkeitv 0 relativ
zum ÄAther. Dann ergibt sich fÄur die Di®erenz ¢t der Zeitanzeige beider Uhren:

¢ t =

0

@

s

1 ¡
µ

v0

c

¶ 2

¡

r

1 ¡
³ v

c

´ 2

1

A s
v0 ¡ v

=
Mittelwerts :

¡
s v̂
c2 ° v̂ fÄur geeignetes ^v 2 [v; v0] :
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(iv) Man betrachte folgende Apparatur (vgl. etwa (Marinov, 1980)):
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Die Punkte P1, P2 ruhen im Laborsystem. HÄalt der Motor in einer bestimmten
Stellung an, so zeigen die Markierungen der Endscheiben aufP1 bzw. P2.

Man sollte meinen. da¼ dannim Prinzip auch bei gleichfÄormig drehendem
Motor die Markierungen stetsabsolut gleichzeitig aufP1 bzw. P2 zeigen.

Das prinzipielle Versagen dieser Methode lÄa¼t sich nur dadurch erklÄaren, da¼
nach Äublichen Kriterien als starr angesehene Zylinder eine von ihrer Relativ-
geschwindigkeit zumÄAther abhÄangige Verdrillung erfahren, wenn man sie in
gleichfÄormige Rotation versetzt!

(v) Man verwende einen Propeller, dessen Drehachse genau zwischen P1 und P2

liegt und dessen FlÄugelenden in der Ausgangsruhelage diese Punkte berÄuhren:
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Nach einer festgelegten Zahl von Umdrehungen werde die RÄuckkehr der Pro-
pellerspitzen zu ihren Ausgangspositionen als gleichzeitig festgelegt.

Das prinzipielle Versagen dieser Methode lÄa¼t sich nur dadurch erklÄaren, da¼
ein nachÄublichen Kriterien als starr anzusehende Propeller eine von der Rela-
tivgeschwindigkeit seines Schwerpunktes zumÄAther abhÄangige Deformation13

erfÄahrt, wenn man sie in gleichfÄormige Rotation versetzt!

(vi) Ein vom Labor aus `gesehen' stets zu
¡¡!
P1P2 paralleler Schieber lÄose die bei

P1 resp.P ¡ 2 be¯ndlichen StartknÄopfe der zu synchronisierenden Uhren aus:
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13Man denke sich den Propeller zu einer Scheibe ergÄanzt und studiere die Auswirkungen der
Lorentz {Kontraktion.
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Das prinzipielle Versagen dieser Methode lÄa¼t sich nur dadurch erklÄaren, da¼
der Schieber in Wirklichkeit (also vomÄAthersystem aus beurteilt) eine von sei-
ner Relativgeschwindigkeit zumÄAther abhÄangige Neigung erfÄahrt, wenn man
ihn in gleichfÄormige Bewegung relativ zum Labor versetzt | weshalb er einen
der Punkte tatsÄachlich frÄuher als den anderen berÄuhrt.

(vii) Man verwende anstelle eines Signals einen mit hinreichend hoher Geschwindig-
keit14 wandernden Licht°eck zur beliebig genauen Synchronisation:

pppppppppppppppp
pppppppppppppppp
pppppppppppppppp
pppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
pppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppp
ppppppppppppppp
ppppppppppppppp
pppppp..........

.....................
.........................................

.........................................................
...........

...

u

u

.............................................

.................. ....................................................................................
....................................................................................

....................................................................................
....................................................................................

....................................................................................
......................
................................

........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

........................................
.....................

........................................................................
................

.........................................................................
...............

..........................
.........................

.......................................
......................

.....................
........................................

P1

hinr. weit entf.
Leuchtschirm

P2

Licht°eck

Laser

Diese Methode versagt ausÄahnlichen GrÄunden wie die in (vi) vorgestellte (vgl.
(de A. Martins, 1982)).

1.3 Die speziellen Lorentz - Transformationen

1.3.1 Me¼vorschriften der Speziellen Relativit Äatstheorie

Wenn man nicht feststellen kann, mit welcher Geschwindigkeit sich ein Labor relativ
zum ÄAther bewegt, hat es angesichts derLorentz -Kontraktion auch wenig Sinn,
nachabsoluten LÄangen zu fragen. Stattdessen ist es natÄurlich, den Abstand zweier
fester Punkte P1, P2 im Labor mit der LÄange eines ebenfalls im Labor ruhenden
Meterstabs zu vergleichen. Man bezeichnet dann die GrÄo¼e15

j
¡¡!
P1P2jL

def= k
¡¡!
P1P2kL ¢Meter

als denAbstand der Punkte P1, P2 im Laborsystem .
Entsprechendes gilt angesichts der Zeitdilatation fÄur ZeitabstÄande, solange man

sich auf Ereignisse beschrÄankt, die an einundderselben Laborstelle statt¯nden.

Version vom 26. M Äarz 2009

14Die Geschwindigkeit eines solchen Licht°ecks lÄa¼t sich in vollem Einklang mit der RelativitÄats-
theorie beliebig hoch einrichten!

15Man beachte die De¯nition Äuber (1.5).
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Somit lÄa¼t sich dermittlere GeschwindigkeitsbetragvL fÄur ein von P1 nach P2

ausgesandtes und vonP2 nachP1 re°ektiertes Signal aufÄubliche Weise | vom Labor
abhÄangig! | de¯nieren:

vL
def=

2j
¡¡!
P1P2j

Labor-Zeitabst. zw. Signal-Aussendung und -RÄuckkehr

..............
.............................
............... ..............................

..................................................
P2P1

(P1, P2 im Labor ruhend)
Speziell fÄur Lichtsignale mu¼ sich aufgrund vonLorentz -Kontraktion und Zeit-

dilatation f Äur jedes Laborsystem der gleiche WertvL = c ergeben.16

Die entsprechend einzufÄuhrende mittlere Geschwindigkeit des Signals auf nur
einem Wege vonP1 nachP2 hÄangt dagegen davon ab, wie man den Laborzeitabstand
fÄur rÄaumlich getrennte Ereignissede¯niert | eine Bestimmung des `absoluten'
Zeitabstands ist ja o®enbar nicht mÄoglich! Will man nun nicht vÄollig willk Äurlich
durch eine solche De¯nition eine Anisotropie der Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Lichtes im Labor einfÄuhren, so gibt es allerdings nur eine MÄoglichkeit, nÄamlich die
von Einstein (1905) vorgeschlagene17

Verabredung: Zwei Ereignisse an den festen LaborpunktenP1 resp. P2

sollen genau dann alsgleichzeitig im Labor angesehen werden, wenn sie
mit der Ankunft eines auf halber Strecke zwischenP1 und P2 ausgesandten
Lichtblitzes bei P1 resp.P2 zusammenfallen.

FÄur die Endpunkte P1, P2 eines Meterstabs lie¼e sich das Synchronisationsverfahren
im Ruhesystem des Ä̀Athers' folgenderma¼en graphisch darstellen,wenn man die
(in x-Richtung angenommene) Geschwindigkeitv des Labors relativ zum ÄAther

Version vom 26. M Äarz 2009

16Vgl. 1.2.1.
17Man kann zeigen, da¼ die1.2.2 und 1.2.3 besprochenen Synchronisationsverfahren alle dazu

Äaquivalent sind.
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bestimmen kÄonnte:
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2°

x
Meter

im Labor
gleichzeitig

Nun ist klar, wie Zeitabst Äande im Labor fÄur rÄaumlich getrennte Ereignisse
zu de¯nieren sind: Man identi¯ziert sie mit den entsprechenden ZeitabstÄanden zu
ihnen `gleichzeitiger' Ereignisse an einundderselben Laborstelle.

Man sieht sofort, da¼ sich als Folge dieser Me¼vorschriften auch fÄur die Labor-
bezogeneEin weg-Geschwindigkeit des Lichtes (im Vakuum) unabhÄangig von der
Ausbreitungsrichtung der Wert c ergibt.18

Klar ist nun auch, wie man denAbstand im Labor zu einem festen Labor-
Zeitpunkt fÄur zwei beliebig bewegte MassenpunkteP0

1, P0
2 de¯niert, nÄamlich so

wie bereits zu Beginn von1.2.2 beschrieben: Man identi¯ziert ihn mit dem Labor-
Abstand der beiden festen LaborstellenP1, P2 an denen sichP0

1, P0
2 zum betre®enden

Labor-Zeitpunkt be¯nden.

1.3.2 Zweidimensionale Koordinatentransformationen

Es liegt nun die Frage nahe, wie die in1.3.1de¯nierten Labor-GrÄo¼enrÄaumlicher
und zeitlicher Abstand, Geschwindigkeit usw. vom (stets absolut gleichfÄormig
angenommenen19) Bewegungszustand des Labors abhÄangen.

Seien alsoL und L0 zwei Laborsysteme, von denen das erste (alsoL) relativ
zum ÄAther ruhe, das zweite sich relativ zumÄAther mit der Geschwindigkeit v be-

Version vom 26. M Äarz 2009

18Sei in der Mitte zwischenP1 und P2 ein halbdurchlÄassiger Spiegel aufgestellt. Dann erreicht der
durchgehende Anteil eines vonP1 ausgesandten LichtblitzesP2 de¯nitionsgemÄa¼ zur gleichen Zeit,
zu der der re°ektierte Anteil zu P1 zurÄuckkehrt. Folglich stimmt die Einweg-Lichtgeschwindigkeit
mit der mittleren Zweiweg-Lichtgeschwindigkeit c Äuberein.

19Man Äuberlege sich, wie der Begri® `gleichfÄormige Bewegung' von der Gleichzeitigkeitsde¯nition
abhÄangt.



20 KAPITEL 1. ABLEITUNG DER LORENTZ-TRANSFORMATION

wege.20 Sowohl diex-Achse vonL als auch diex0-Achse vonL0 sei parallel zuv. Die
Nullpunkte beider raumzeitlicher Koordinatensysteme mÄogenÄubereinstimmen:
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t0 = 0

1 2 x=Meter

x0=Meter10 2 3

t0 < 0

¡ 2 ¡ 1

t0 > 0

t = 0 t = 0t = 0

¡ 1¡ 2L :

L0 :

Den Zusammenhang zwischen denL-Koordinaten t; x und den L0-Koordinaten
t0; x0 fÄur beliebige Ereignisse auf derx-Achse (= x0-Achse) entnimmt man dann
mÄuhelos dem folgenden 2-dim. Raum-Zeit-Diagramm:
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20Dann wÄurden die rÄaumlichen und zeitlichen Labor-AbstÄande in L mit den absoluten LÄangen
und Zeitintervallen Äubereinstimmen!
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Er ist gegeben durch diespezielle Lorentz -Transformation 21

x0 = ° v(x ¡
v
c

ct)

ct0 = ° v(ct ¡
v
c

x)
(1.6)

und die (gleichstrukturierte!) Umkehrformel

x = ° v(x0 +
v
c

ct0)

ct = ° v(ct0 +
v
c

x0)
(1.7)

1.3.3 Vierdimensionale Koordinatentransformationen

SeienL und L0 die bereits in 1.3.2 betrachteten Laborsysteme. Dabei sollen zum
Zeitpunkt t = 0 in L auch die y-Achse mit der y0-Achse und diez-Achse mit der
z0-AchseÄubereinstimmen.

Es soll der Zusammenhang zwischen denL0-Koordinaten (t0; x0; y0; z0) und den
L-Koordinaten (t; x; y; z) fÄur ein Ereignis bestimmt werden, das nicht notwendig auf
der x-Achse statt¯ndet.

Man macht sich leicht klar, da¼ man die (durchLorentz -Kontraktion bedingte)
AbhÄangigkeit der Gestalt einesÄublicherweise als starr angesehenen KÄorpers von
dessen (gleichfÄormig angenommenen) Bewegungszustand nicht dadurch feststellen
kann, da¼ man ihn mit relativ zu ihm ruhenden ruhenden Standard-Ma¼stÄaben
vermi¼t. Folglich stellt auch der Labor-Abstand inL0 eine euklidische Norm dar:

Momentanposition von L 0 in L :
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Dabei ist der zugehÄorige OrthogonalitÄatsbegri® natÄurlich Labor-abhÄangig. So `er-
scheint' (beachte in diesem Zusammenhang jedoch2.4.2) z.B. ein in L0 ruhender
WÄurfel von L aus beurteilt i.a. nicht mehr rechtwinklig:
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21Man beachte die DualitÄat beider Gleichungen: die eine geht jeweils aus der anderen hervor,
wenn man x mit ct und gleichzeitig x0 mit ct0 vertauscht.
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Die x0-, y0- und z0-Achse erscheinen aber auch inL0 paarweise orthogonal (aufgrund
der speziellen Ausrichtung). Da au¼erdemL0-Synchronisation vonL0-Uhren mit glei-
cher x0-Koordinate mit der L-Synchronisation (entspr. bewegter Uhren)Äuberein-
stimmt, fÄallt das Ereignis 22 mit den L0-Koordinaten (t0; x0; 0; 0) mit dem durch die
L-Koordinaten (t; x; 0; 0) charakterisierten Ereignis zusammen:23
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Daher gelten die Formeln (1.6), (1.7) auch fÄur Ereignisse, die nicht auf derx-
Achse statt¯nden!

Da Einheitsma¼stÄabe senkrecht zur Bewegungsrichtung keine LÄangenÄanderung
erfahren, gilt im Äubrigen

y0 = y ; z0 = z . (1.8)
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22Wir identi¯zieren i.a. Ereignisse mit den Raum-Zeitpunkten, an denen sie statt¯nden.
23Obwohl wir nur vorausgesetzt haben, da¼ dieL 0-Koordinaten ( t0; x0; y0; z0) und die L-

Koordinaten ( t; x; y; z ) einunddemselben Ereignis zukommen.



Kapitel 2

Grundph Äanomene relativistischer
Kinematik

2.1 Folgerungen aus Gruppeneigenschaften der Lorentz -
Transformationen

2.1.1 Gruppeneigenschaften

In Matrix-Form l Äa¼t sich die spezielleLorentz -Transformation folgenderma¼en
darstellen:1

0

B
B
@

ct
x
y
z

1

C
C
A

spez: LT
¡!

0

B
B
@

ct0

x0

y0

z0

1

C
C
A

def= ¤ spez:
vx

0

B
B
@

ct
x
y
z

1

C
C
A =

0

B
B
B
@

° v

³
ct ¡

vx

c
x

´

° v(x ¡
vx

c
ct)

y
z

1

C
C
C
A

(2.1)

wobei:

¤ spez:
vx

def=

0

B
B
B
@

° v ¡ ° v
vx

c
0 0

¡ ° v
vx

c
° v 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
C
A

(2.2)

Aus (2.2) und der De¯nition von ° v in (1.2) ergibt sich2

¤ spez:
ux

¤ spez:
vx

= ¤ spez:
vx +̂ ux

(2.3)
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1Vgl. ( 1.6){( 1.8). vx bezeichnet jetzt die (als einzige von 0 verschiedene) Komponente vonv in
Richtung der positiven x-Achse. Dann gelten (2.1) und (2.2) auch fÄur den Fall vx < 0 (v = jvx j).

2Wegen
¡
1 + vx u x

c2

¢
° v ° u =

(1.2)
° j vx +̂ u x j .

23
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mit 3

vx +̂ ux
def=

vx + ux

1 +
vxux

c2

(2.4)

Die Menge aller speziellenLorentz -Transformationen zufest vorgegebener
x-Richtung L x

def=
©

¤ spez:
vx

ª
bildet daher hinsichtlich der gewÄohnlichen Matrix-

Multiplikation eine Gruppe; d.h.:

1. ¤spez:
ux

¡
¤ spez:

vx
¤ spez:

wx

¢
=

¡
¤ spez:

ux
¤ spez:

vx

¢
¤ spez:

wx
2 L x (Assoziativit Äat )

2. ¤spez:
0 ¤ spez:

vx
= ¤ spez:

vx
¤ spez:

0 = ¤ spez:
vx

(Existenz desneutralen Elements ¤spez:
0 )

3. ¤spez:
¡ vx

¤ spez:
vx

= ¤ spez:
vx

¤ spez:
¡ vx

= ¤ spez:
vx

(Existenz des zu ¤spez:
vx

inversen Elements
¤ spez:

¡ vx
)

Mit der Zeitspiegelung soperation

T

0

B
B
@

ct
x
y
z

1

C
C
A

def=

0

B
B
@

¡ ct
x
y
z

1

C
C
A ; (2.5)

der Raumspiegelung soperation

P

0

B
B
@

ct
x
y
z

1

C
C
A

def=

0

B
B
@

ct
¡ x
¡ y
¡ z

1

C
C
A (2.6)

und der 180±-Drehung um diez-Achse

P3

0

B
B
@

ct
x
y
z

1

C
C
A

def=

0

B
B
@

ct
¡ x
¡ y
z

1

C
C
A (2.7)

ergibt sich folgende nÄutzliche Darstellung der Umkehrtransformation:

¤ spez:
¡ vx

= M
¡
¤ spez:

vx
M

¢
fÄur M 2 f T; P; P3g (2.8)

Im Äubrigen beachte man die Symmetrie4 der Matrix ¤ spez:
vx

.
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3Eine systematische Bestimmung der allgemeinenÄUberlagerung relativistischer Geschwindig-
keiten erfolgt in 2.4.1.

4Die Matrizen von Drehungen im 3-dim. euklidischen Raum sind dagegen antisymmetrisch!
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2.1.2 Physikalische Interpretation

Gegeben seien folgende vier Laborsysteme, deren Koordinatenachsen zumL-Zeit-
punkt 0 zusammenfallen:

Laborsystem x-Komp. der Koordinaten

Geschw. rel. z.ÄAther einunddess. Ereignisses

L 0 (ct; x; y; z)

L0 vx (ct0; x0; y0; z0)

L̂ ux (ct̂; x̂; ŷ; ẑ)

L̂0 wx = ux +̂ vx (ct̂0; x̂0; ŷ0; ẑ0)

Dann besagt (2.3), da¼ sich diêL0-Koordinaten aus denL0-Koordinaten nach den
gleichen Regeln ergeben, wie diêL-Koordinaten aus denL-Koordinaten. Somit er-
scheint ein Meterstab, der inL̂0 ruht, in L̂ mit der gleichfÄormigen Geschwindigkeitvx

in x-Richtung bewegt5 und um den Faktor 1=°v verkÄurzt. Entsprechend zeigt eine
Standard-Uhr, die in L̂ mit gleichfÄormiger Geschwindigkeitvx in x-Richtung be-
wegt erscheint, Zeitintervalle an, die nur das 1=°v-fache der entspr.L̂ -Zeitintervalle
betragen. Da, wie in2.1.3 gezeigt wird, zu gegebenenux ; wx 2 (¡ c;+ c) stets ein
vx 2 (¡ c;+ c) mit wx = Ux +̂ vx existiert, folgern wir:

Lorentz -Kontraktion und Zeitdilatation treten also als Scheine®ekte in
jedem Inertialsystem (`absolut' gleichfÄormig bewegtes Labor mit den
entsprechenden Labor-eigenen Me¼vorschriften) auf.6

Das ist natÄurlich nur aufgrund der Labor-AbhÄangigkeit der Uhren-Synchronisation
mÄoglich!7

Solange man freilich nicht die Geschwindigkeit eines Intertialsystems relativ
zum ÄAther feststellen kann, lÄa¼t sich auch nicht konkret entscheiden, obLorentz -
Kontraktion und Zeit-Dilatation bzgl. dieses Systems `wirklich' oder nur vorgetÄauscht
sind!
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5Da L̂ seinerseits inL mit der Geschwindigkeit ux in x-Richtung bewegt erscheint, bezeichnet
man (2.4) als relativistisches Gesetz derGeschwindigkeitsaddition .

6Diese Aussage erscheint nur dann widersinnig, wenn man z.B. in der Formulierung

L-LÄange vonM 0 < L -LÄange vonM ; L 0-LÄange vonM < L 0-LÄange vonM 0

(M (0) : in L (0) ruhender Meterstab) die genaue LÄangenspezi¯zierung unterschlÄagt!
7FÄur den Spezialfall vx = ¡ ux lÄa¼t sich das sehr gut an dem Diagramm auf Seite?? ablesen.
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2.1.3 Vakuum-Lichtgeschwindigkeit als obere Schranke

Aus (2.4) folgt unmittelbar

¯
¯ux +̂ v2

x

¯
¯ = c2

³
1 ¡

(c2 ¡ (ux )2) (c2 ¡ (vx )2)

(c2 + uxvx )2

| {z }
> 0

´
fÄur jux j ; jvx j < c

und somit:8

Vux

def=
©

ux +̂ vx : vx 2 (¡ c;+ c)
ª

= ( ¡ c;+ c)

Zwei Unterlichtgeschwindigkeiten (gleicher Richtung) kÄonnen sich alsophysika-
lisch , d.h. im Sinne von (2.4) nie zu einer ÄUberlichtgeschwindigkeit aufaddieren!9

Mithilfe einer genaueren Auswertung dieses Sachverhaltes lÄa¼t sich leicht der
zu Beginn von1.1.3 angesprochene E®ekt scheinbarer partiellerÄAther-Mitf Äuhrung
erklÄaren.

2.1.4 Partielle Gleichwertigkeit aller Inertialsysteme

Aus der Tatsache, da¼ die GeschwindigkeitsabhÄangigkeit der LÄange gleichfÄormig
bewegter Ma¼stÄabe sowie der Laufgeschwindigkeit gleichfÄormig bewegter Uhren in
jedem Inertialsystem gleich erscheint,10 folgt noch nicht, da¼ das fÄur alle physikali-
schen Gesetze gilt. Jedoch folgt unter Voraussetzung der Kontinuumstheorie:

Satz 2.1.1 Ein raumzeitlich homogenes physikalisches Gesetz, das sichin jedem
Inertialsystem rÄaumlich isotrop formulieren lÄa¼t, lÄa¼t sich in jedem Inertialsystem
auf einunddieselbe Weise formulieren.

Beweis: SeienL und L 0 Inertialsysteme, deren Koordinaten entspr. (2.1) korreliert
sind. Nach (2.3) und (2.4) existieren dann ein ux 2 (¡ c;+ c) und Inertialsysteme
L 1; L 2; L 3 mit

L = L 1 ; L 0 = L 3

und
0

B
@

ctj +1 (E )
...

zj +1 (E )

1

C
A = ¤ spez

u x

0

B
@

ctj (E )
...

zj (E )

1

C
A fÄur j = 1 ; 2 und beliebige EreignisseE ;

wobei:
(ctk (E ); : : : ; zk (E )) def= L k -Koordinaten von E fÄur k = 1 ; 2; 3:

Version vom 26. M Äarz 2009

8Man betrachte die GrenzfÄalle v ! § c und v ! ¡ u .
9Freilich kann die mathematische Relativgeschwindigkeit zweier KÄorper zueinander in ein-

unddemselben Laborsystem die Lichtgeschwindigkeit durchausÄuberschreiten.
10In 2.4.4 werden wir sehen, da¼ dies fÄur beliebige Bewegungsrichtungen gilt.
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L = L 1 L 0 = L 3
-

¤ spez
vx

= ¤ spez
u x

¤ spez
u x

L 2

¤ spez
u x

¡
¡

¡
¡¡µ

¤ spez
u x

@
@

@
@@R

BezeichneP j
3 (E ) jeweils dasjenige mÄogliche Ereignis, das sich vonE nur auf folgende

Weise durch die Koordinaten unterscheidet:
0

B
B
@

ctj
³

P j
3 (E )

´

...
zj

³
P j

3 (E )
´

1

C
C
A

def= P3

0

B
@

ctj (E )
...

zj

1

C
A :

Dann folgt aus obigen Annahmen mit (2.1):
0

B
@

ct3
¡
P3

3

¡
P2

3 (E )
¢¢

...
z3

¡
P3

3

¡
P2

3 (E )
¢¢

1

C
A = P3¤ spez

u x
P3¤ spez

u x

0

B
@

ct1(E )
...

z1(E )

1

C
A =

(2.8)

0

B
@

ct1(E )
...

z1(E )

1

C
A (2.9)

Seien nun G ein gegebenen Gesetz und V ein nach G erlaubter Vorgang. Wenn G

isotrop ist, dann sind auch V̂ def=
©

P2
3 (E ) : E 2 V

ª
und V0 def=

n
P3

3 (E ) : E 2 V̂
o

nach G erlaubte VorgÄange. Nach (2.9) ist aber V0 def=
©

P3
3

¡
P2

3 (E )
¢

: E 2 V
ª

bzgl.
L 0 = L 3 genau so beschreibbar, wie V bzgl.L = L 1.

Wenn G homogen und isotrop ist, ist die fÄur L; L 0 benutzte Voraussetzung in (2.1)
unerheblich.11

Anmerkung: Die Gesetze, denen die schwache Wechselwirkung (¯ -Zerfall) genÄugt,
sind nicht P-invariant (siehe etwa (Ford, 1966, Kapitel VIII, Parit Äat)). Auch scheinen
physikalische GesetzmÄa¼igkeiten zu existieren, die nichtT-invariant sind ( Fitch, 1981)
(Cronin, 1981). Dagegen hat es bis zum heutigen Tage noch keinen ernsthaften Hin-
weis auf raumzeitlich inhomogene oder rÄaumlich anisotrope GesetzmÄa¼igkeiten ge-
geben! Nach Satz2.1.1 bedeutet das: Bzgl. der Beschreibung sÄamtlicher bislang von
Physikern untersuchter GesetzmÄa¼igkeiten scheinen alle Inertialsysteme gleichberech-
tigt zu sein.12

2.2 Einstein 's Interpretation

2.2.1 Spezielles Relativit Äatsprinzip

Die Erfolglosigkeit aller Versuche, denÄAther nachzuweisen, konnteEinstein sich
nur durch Nichtexistenz desselben erklÄaren. FÄur ihn war das Raum-Zeit-Kontinuum
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11Die speziellen Voraussetzungen fÄur (2.1) an die Koordinatensysteme werden zu Beginn von
2.3.2 noch einmal ausfÄuhrlich beschrieben.

12Daraus lÄa¼t sich z.B. die in1.2.3 erwÄahnte Verdrillung rotierender Zylinder aufgrund ihrer
Translationsbewegung ableiten.
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`an sich' kein Gegenstand der Betrachtung, sondern seiner Ansichtnach waren einzig
und allein die Relationen der materiellen Dinge zueinanderfÄur den Ablauf der phy-
sikalischen VorgÄange von Bedeutung. Das fÄuhrte ihn als Vorstufe zur Allgemeinen
Relativit Äatstheoriedirekt auf folgende Hypothese:13

Spezielles Relativit Äatsprinzip:
Naturgesetze lassen sich in allenInertialsystemen 14 auf einunddieselbe
Weise raumzeitlich homogen und rÄaumlich isotrop formulieren.

Bei GÄultigkeit des speziellen RelativitÄatsprinzips | woran entspr. 2.1.4 kaum
noch zu zweifeln ist | w Äare der Ä̀Ather' prinzipiell unnachweisbar! DieÄAtherhy-
pothese reduzierte sichdann auf eine absolut gegenstandslose `ErklÄarung' fÄur das

Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: 15

Es existiert mindestens ein Inertialsystem, in dem die Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit unabhÄangig sowohl von der Ausbreitungsrichtung als
auch vom Erzeugungsvorgang stets den Betrag c hat.

Einstein zog es vor, dieses Prinzip direkt als physikalische RealitÄat zu akzep-
tieren | etwa als Folge der Maxwell 'schen Gleichungen.

Nach den AusfÄuhrungen von1 sollte klar sein, da¼ sich allein aus denbeiden
hier genannten PrinzipienLorentz -Kontraktion und Zeitdilatation ableiten lassen.
Mit den Einstein schen Synchronisationsverfahren ergeben sich dann dieLorentz -
Transformationen wie in1.3 (und fÄur gedrehte Koordinatensysteme in2.3.3).16

Will man die Existenz des ÄAthers nicht voraussetzen, mu¼ man sich nun aber
davon Äuberzeugen, da¼ dieses Synchronisationsverfahren | aufgrundder Konstanz
des mittleren Betrags der LichtgeschwindigkeitÄuber beliebigegeschlossene Wege
| wirklich in sich konsistent ist, d.h. da¼ die damit vollst Äandig de¯nierte Gleichzei-
tigkeit eine ÄAquivalenzrelation darstellt:17

1. ZunÄachst Äuberzeugt man sich davon, da¼ vonP1 und P2 ausgesandte Signale
genau dann gleichzeitig am Mittelpunkt der Verbindungsstrecke ankommen,

Version vom 26. M Äarz 2009

13Man beachte allerdings, da¼ auch die klassischeNewton 'sche Theorie dem RelativitÄatsprinzip
genÄugt, wenn man anstelle desEinstein 'schen Synchronisationsverfahrensabsolute Zeitsynchro-
nisation (fÄur die dann die in 1.2.2und 1.2.3angesprochenen Verfahren als geeignet anzusehen sind)
verwendet!

14Man beachte, da¼ der Begri® `Inertialsystem' verabredungsgemÄa¼ neben verschiedenen Ideali-
sierungen (`absolut' gleichfÄormige Bewegung, Euklidische Geometrie usw.) die Verwendung der in
1.3.1 beschriebenen Me¼vorschriften einschlie¼t!

15Erst dieses Prinzip zusammen mit dem speziellen RelativitÄatsprinzip macht eine Abweichung
von der Newton 'schen Theorie fÄur realisierbare Experimente notwendig.

16Vgl. (Einstein, 1905) und (Cook, 1979). Siehe auch AnhangA und (Peres, 1987).
17Wir nehmen hier natÄurlich an, da¼ der mit `starren' Ma¼stÄaben vermessene physikalische Raum

euklidisch ist.
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wenn sie im Sinne derEinstein schen De¯nition gleichzeitig vonP1 und P2

ausgesandt werden.

2. Daraus erkennt man, da¼ ein LichtblitzP1 und P2 gleichzeitig erreicht, wenn
er von irgendeinem PunktQ derjenigen Ebene ausgesandt wird, die senkrecht
zur Verbindungsstrecke zwischenP1 und P2 steht und den Mittelpunkt dieser
Strecke enthÄalt:
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3. Damit lÄa¼t sich schlie¼lich zeigen, da¼ dieEinstein sche Gleichzeitigkeitsde¯-
nition transitiv ist:
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2.2.2 Kausalit Äatsprinzip

SeienE1 und E2 Ereignisse mit den karthesischenL-Koordinaten (ct1; x1; y1; z1) und
(ct2; x2; y2; z2). Dann schreiben wir (ct1; x1; y1; z1)£ (ct2; x2; y2; z2) bzw. E1£ E2,
falls die Ereignisseraumartig zueinander sind; d.h. falls sie in einem geeigneten
Laborsystem gleichzeitig an verschiedenen Orten statt¯nden:18

(ct1; x1; y1; z1)£ (ct2; x2; y2; z2)

() 0 > (ct1 ¡ ct2)2 ¡ (x1 ¡ x2)2 ¡ (y1 ¡ y2)2 ¡ (z1 ¡ z2)2

| {z }
unabhÄangig von L

(2.10)

Man beweist nun leicht den folgenden

Satz 2.2.1 Jede der folgenden Bedingungen istÄaquivalent zuE1£ E2:
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18Die Invarianz des Ausdruckes auf der rechten Seite von (2.10) unter r Äaumlichen Drehungen
und raumzeitlichen Translationen ist evident, diejenige unter speziellerLorentz -Transformation
(1.6) folgt aus (A.6) (oder direkte elementare Rechnung). Daraus folgt die UnabhÄangigkeit von L
und der darin gewÄahlten karthesischen Basis.
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(i) Es existieren ein InertialsystemL0, in dem E1 fr Äuher als E2 und ein Inerti-
alsystemL̂0, in dem E1 spÄater als E2 statt¯ndet: t0

1 < t 0
2 ; t̂0

1 > t̂0
2.

(ii) Es existiert ein Inertialsystem, in dem man sich mit ÄUberlichtgeschwindig-
keit bewegen mÄu¼te, um an beiden Ereignissen teilzunehmen.

(iii) In jedem Inertialsystem mÄu¼te man sich mitÄUberlichtgeschwindigkeit bewe-
gen, um an beiden Ereignissen teilzunehmen.
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E2

x0=Meter

E1

xt 0=Meterct=Meter

x=Meter

v=c
1

O.B.d.A. kann E0 im Koordinatenursprung undz2 = 0 vorausgesetzt werden.

Nach Satz2.2.1stÄunde eine Wirkungsausbreitung mitÄUberlichtgeschwindigkeit
aufgrund des speziellen Relativit Äatsprinzips im Widerspruch zum

Kausalit Äatsprinzip:
Es existiert ein Inertialsystem, in dem jede Ursache ihrer Wirkung zeitlich
vorausgeht.

Da wir natÄurlich auch das KausalitÄatsprinzip als gÄultig ansehen wollen, mÄussen wir
folgern:

Signale mit ÄUberlichtgeschwindigkeit lassen sich prinzipiell nicht her-
stellen!

Aufgrund von (2.4) (sowie der entspr. Verallgemeinerung auf Geschwindigkeiten
unterschiedlicher Richtung) widerspricht das nicht dem speziellen RelativitÄatsprinzip
und es genÄugt somit, die Transformationsformeln (1.6) fÄur v < c zu haben.
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Warnung: Trotzdem kÄonnen sich gewisse lokalisierte E®ekte, wie z.B.
der in 1.2.3 betrachtete Licht°eck, mit ÄUberlichtgeschwindigkeit `fort-
planzen' !

2.2.3 Zwillingsparadoxon

Obwohl man identi¯zierbare Objekte (zu denen z.B. der in1.2.3erwÄahnte Licht°eck
nicht zÄahlt) nicht mit ÄUberlichtgeschwindigkeit bewegen kann, lÄa¼t sichim Prinzip
doch jede (Labor-feste) Stelle im Universum zu Lebzeiten erreichen:

Man mu¼ sich ja `nur' in ein hinreichend schnelles Raumfahrzeug begeben, um
die LebensablÄaufe wÄahrend der Reise | vom ursprÄunglichen Bezugssystem aus be-
trachtet | entsprechend zu verk Äurzen, d.h. die Lebenserwartung entsprechend zu
verlÄangern.19

Diese ÄUberlegung fÄuhrt auf das sog.Zwillingsparadoxon:

Wenn von einem Zwillingspaar im Kindesalter der eine | nennen wir ihn
A | auf der Erde weiterlebt, der andere | nennen wir ihn B dagegen
durch den Weltraum reist und erst nach Vergreisung vonA zurÄuckkehrt,
so kannB bei hinreichend gro¼er Reisegeschwindigkeit durchaus als Kind
zurÄuckkehren.

Diese Situation erscheintnur beim sehr ober° Äachlicher Betrachtung als pa-
radox , wenn man etwa wie folgt argumentiert:

Im Ruhesystem20 von B erscheinen die LebensablÄaufe vonA langsamer als die
von B. Daher kÄonnte B mit gleichem Recht erwarten, da¼ ihmA bei der RÄuckkehr
als Kind entgegentritt.

Der Fehler dieser Betrachtung liegt natÄurlich | wie bei allen scheinbaren Pa-
radoxa der Speziellen RelativitÄatstheorie | in der stillschweigenden Identi¯zierung

Version vom 26. M Äarz 2009

19Andere Betrachtungsweise: Im RuhesystemL 0 des Reisenden erscheinen dessen LebensablÄaufe
wie gewohnt, aber die Entfernung des relativ zuL ruhenden Reiseziels hinreichend verkÄurzt.

20Die Reisegeschwindigkeit sei mit Ausnahme einer relativ kurzen Umkehrphase als konstant
angenommen.
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objektiv unterschiedlicher Gleichzeitigkeitsbegri®e:
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Erreichen des Reiseziels

ct=Meter

x=Meter

ct0=Meter

rÄuck-gleichzeitig

hin-gleichzeitig

unbeachtet

2.3 Passive und Aktive Transformationen

2.3.1 Dreier- und Vierervektoren

Vereinbarung: Statt ( x; y; z) werde jetzt stets (x1; x2; x3) geschrieben.
Die den rÄaumlichen Translationenej in L entsprechenden Translationen
im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum seien mitej bezeichnet:

ej Meter def=
½

L-instantane Verschiebung um ein
L-Meter in Richtung der x j -Achse vonL

Unter einem (physikalischen)Dreier-Vektor in L versteht man eine Linearkom-
bination

x = x1e1 + x2e2 + x3e3

der e1; : : : ; e3 (mit Koe±zienten x1; : : : ; x3 beliebiger | jedoch gleicher | physika-
lischer Dimension).
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x x3e3

x2e2

x1e1

NatÄurlich kÄonnen die karthesischenx j -Achsen (gemeinsam) beliebig gedreht werden.
Die Komponenten vonx sind dann entsprechend zuÄandern.
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Analog zu den reinL-rÄaumlichen Verschiebungen lassen sich reinL-zeitliche Ver-
schiebungen de¯nieren:

e0Meter def=
½

L-ortsfeste Verschiebung auf den
um Meter

c spÄateren L-Zeitpunkt
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.........
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e0

x1=Meter

ct=Meter

Unter einem Vierer-Vektor versteht man eine beliebige Translation im vierdi-
mensionalen Raum-Zeit-Kontinuum. Es ist klar, da¼ fÄur jedes InertialsystemL die
zugeordnetene0; : : : ; e3 eine Basis des linearen RaumesTM aller Vierer-Vektoren
bilden. Jeder Vierer-Vektorx lÄa¼t sich also als entspr. Linearkombination schreiben:

x = x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3

Die den InertialsystemenL zugeordneten karthesischen Basenf e0; : : : ; e3g wollen
wir als Lorentz -Basen bezeichnen. Mit ihrer Hilfe fÄuhrt man Äublicherweise das
inde¯nite Minkowski -Skalarprodukt 21

x ¢y def= x0y0 ¡ x1y1 ¡ x2y2 ¡ x3y3 (2.11)

ein, fÄur das o®ensichtlich22

x ¢y = y ¢x (2.12)

sowie
x ¢(®y+ ¯z ) = ®(x ¢y) + ¯ (x ¢z) (2.13)

und somit die Polarisations-Identit Äat

x ¢y =
1
2

¡
x ¢x + y ¢y ¡ (x ¡ y) ¢(x ¡ y)

¢
(2.14)

gilt. Au¼erdem beachte man23

f e0; : : : ; e3g Lorentz -Basis =) e¹ ¢eº = ´ ¹º
def=

8
<

:

+1 f Äur ¹ = º = 0
¡ 1 fÄur ¹ = º 2 f 1; 2; 3g
0 sonst

(2.15)
Version vom 26. M Äarz 2009

21Die xº resp. yº bezeichnen natÄurlich die Entwicklungskoe±zienten von x resp. y bzgl. ein-
undderselbenLorentz -Basis f e0; : : : ; e3g. Da¼ die De¯nition nicht von der speziellen Wahl der
Lorentz -Basis abhÄangt, folgt gemÄa¼ (2.14) aus der in (2.10) angemerkten Invarianz.

22Unter einem Skalarprodukt versteht man allgemein eine symmetrische Bilinearform. (2.12)
beschreibt die Symmetrie und (2.13) die Bilinearit Äat.

23Die umgekehrte Implikation gilt nur bei entsprechender Orientierung der Basisf e0; : : : ; e3g,
da wir von einer Lorentz -Basis (stillschweigend) verlangen, da¼f e1; e2; e3g rechtshÄandig ist.
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Nach (beliebiger) Auswahl eines festen Raum-ZeitpunktesE0 lassen sich dieÄubrigen
Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse , Weltpunkte ) E gemÄa¼

E = E0 + x def=
½

Raum-Zeit-Punkt, der durch
x ausE0 hervorgeht

durch entsprechende Vierer-Vektorenx charakterisieren. FallsE0 die L-Koordinaten
(0; 0; 0; 0) hat, so stimmen dieL-Koordinaten von E0 + x mit den L-Komponenten
von x Äuberein:
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x

x1

x0

E0

Vereinbarung: Wenn E0 festgelegt ist, so schreiben wir oft einfachx
statt E0 + x.

Entsprechend (2.10) nennt man

x raumartig , falls x ¢x < 0

und schreibt
x £ y falls x ¡ y raumartig.

Weiterhin nennt man24

x zeitartig , falls x ¢x > 0

x lichtartig , falls x ¢x = 0

2.3.2 Lorentz -Boosts

SeienL und L0 wieder zwei Inertialsysteme, derenx j -Achsen zum Zeitpunkt Null
zusammenfallen. DieL-Geschwindigkeit vonL0 sei v = v e1. Die entspr. Lorentz -
Basen seien mitf e0; : : : ; e3g resp. f e0

0; : : : ; e0
3g bezeichnet.

Unter diesen Umst Äanden bezeichnet man dieaktive lineare Transformation

x =
3X

¹ =0

x¹ e¹ ¡! ¤ akt
v x def=

3X

¹ =0

x¹ e0
¹

alsLorentz -Boost zur L-Geschwindigkeitv . O®ensichtlich lassenLorentz -Boosts
das inde¯nite Skalarprodukt (2.11) invariant und deshalb gilt allgemein:

v def= L-Geschwindigkeit vonL0 ; f e0; : : : ; e3g Lorentz -Basis vonL

=)
©

¤ akt
v e0 ; : : : ; ¤ akt

v e3

ª
Lorentz -Basis vonL0:

(2.16)

Version vom 26. M Äarz 2009

24FÄur eine Lorentz Basis f e0; : : : ; e3g sind alsoe0 lichtartig und die e1; e2; e3 raumartig.
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Es sei daran erinnert, da¼ die Schreibweisex (bzw. v) nur dann benutzt wird,
wenn klar ist, auf welchen Raum von Dreier-Vektoren (d.h. aufwelches Laborsy-
stem) man sich bezieht.25 Dann ist auch klar, da¼e0 in (2.16) eindeutig als derje-
nige Vierer-Vektor festgelegt ist, dessenMinkowski -Skalarprodukt mit sÄamtlichen
Dreier-Vektoren verschwindet. In diesem Sinne ist auch die vereinfachende Schreib-
weise

L0(x) def= ¤ akt
v x ; (2.17)

wobei: v def= L-Geschwindigkeit vonL0;

gemeint, die fÄur Mehrfachboosts (siehe2.4.1und 2.4.3) zweckmÄa¼ig ist.
Aus (2.1) folgt unmittelbar 26

x =
3X

¹ =0

x¹ e¹ ; x̂ def= ¤ akt
v e1

x =
3X

¹ =0

x̂¹ e¹

=)

0

@
x̂0

...
x̂3

1

A = (¤ spez
v )¡ 1

0

@
x0

...
x3

1

A = ¤ spez
¡ v

0

@
x0

...
x3

1

A

(2.18)

Die entsprechende De¯nition desLorentz -Boosts von Raum-Zeit-Punkten

¤ akt
v E def= E0 + ¤ akt

v x fÄur E = E0 + x

hÄangt natÄurlich zusÄatzlich von der Wahl des BezugspunktesE0 ab. WÄahlt man
fÄur E0 den Raum-Zeitpunkt mit den L-Koordinaten (0; 0; 0; 0) und verlegt man
sÄamtliche Ereignisse eines physikalischen Vorganges V auf die entsprechend `geboo-
steten' Raum-Zeit-Punkte, so erhÄalt man einen physikalischen VorgangV0, des-
sen L0-Beschreibung (bei der oben beschriebenen Koordinatenwahl)mit der L-
Beschreibung von VÄubereinstimmt.

2.3.3 Vektorielle Darstellung der speziellen Lorentz -Trans-
formationen

Im Gegensatz zu den aktivenLorentz -Boosts x ! ¤ akt
ve1

x bezeichnet man die
Transformationen, durch die sich dieL0-Komponenten aus denL-Komponentenein-
unddesselben Vierer-Vektors x ergeben, alspassive Lorentz -Transformationen.

Version vom 26. M Äarz 2009

25Das kÄonnte deshalb zu Verwechslungen fÄuhren, weil es stets verschiedeneL gibt, bzgl. derer
einundderselbe Vierer-Vektor rein raumartig ist.

26Die L 0-Koordinaten von x̂ stimmen gemÄa¼ De¯nition der Lorentz -Boosts mit den L-
Koordinaten von x Äuberein.
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GemÄa¼ (2.1) gilt daf Äur:27

v = ve1; x =
3X

¹ =0

x¹ e¹ =
3X

¹ =0

x0¹ ¤ akt
v e¹| {z }

def
= e0

¹

=)

0

@
x00

...
x03

1

A = ¤ spez
v

0

@
x0

...
x3

1

A ;

0

@
x0

...
x3

1

A = ¤ spez
¡ v

0

@
x00

...
x03

1

A

(2.19)

Nach (2.2) lÄa¼t sich das mithilfe von Dreier-Vektoren folgenderma¼en schreiben:

x0 = L0
¡
° v(xk ¡ v t) + x?

¢

ct0 = ° v

³
ct ¡ x ¢

v
c

´ (2.20)

x = L
¡
° v0(x0

k ¡ v0t0) + x0
?

¢

ct = ° v0

µ
ct0¡ x0¢

v0

c

¶

v = ¡ L(v0) ; v0 = ¡ L0(v) (2.21)

wobei:
xk =

³
x ¢

v
v

´ v
v

; x? = x ¡ xk (und entspr. fÄur x0) : (2.22)

Warnungen:

(i) x ¢y meint das euklidische Skalarprodukt von L-Dreier-Vektoren,
nicht dasMinkowski -Skalarprodukt (2.11); d.h.:

x ¢y = ¡
¡
x1e1 + x2e2 + x3e3; y1e1 + y2e2 + y3e3

¢

(ii) In der Literatur wird f Äur L0(u) i.a. einfachu geschrieben, in der still-
schweigenden Annahme, da¼ stets aus dem Zusammenhang hervor-
geht, ob wirklich u oder stattdessenL0(u) gemeint ist.

Erinnerung: Falls f e0; : : : ; e3g Lorentz -Basis vonL und v die L-Geschwindigkeit
von L0 ist, dann ist

n
e0

¹
def= ¤ akt

v e¹

o
Lorentz -Basis vonL0

und folgende drei Aussagen sindÄaquivalent:

(i) x = L(x0)

Version vom 26. M Äarz 2009

27Man beachte das gegenÄuber (2.10) geÄanderte Vorzeichen vonvx .
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(ii) x0 = L0(x)

(iii) Die Komponenten von x bzgl. f e0; : : : ; e3g stimmen mit den Komponenten von
x0 bzgl. f e0

0; : : : ; e0
3g Äuberein.

2.4 Weitere kinematische E®ekte

2.4.1 Allgemeinere ÄUberlagerung von Geschwindigkeiten

SeienL; L 0 Inertialsysteme undE eine mit konstanter Geschwindigkeit wandernde
Folge punktfÄormiger Ereignisse28 (z.B. wandernder Licht°eck oder Massenpunkt)
mit

v def= L-Geschwindigkeit vonL0

v0 def= L0-Geschwindigkeit vonL = ¡ L0(v)

x(t) def= L-Ortsvektorfunktion von E

x0(t0) def= L0-Ortsvektorfunktion von E

t(t0) def=
½

L-Zeitpunkt desjenigen ErgeignissesE 2 E;
das zumL0-Zeitpunkt t0 statt¯ndet

Problem: 29

Man bestimme
d
dt

x(t) j t = t ( t 0)
in AbhÄangigkeit vonv und u def= L

µ
d

dt0
x0(t0)

¶
.

LÄosung:
Nach (2.20) gilt

x (t(t0)) = L
µ

° v

µ
x0(t0) ¢

v0

v02
¡ t0

¶
v0+ x0(t0) ¡

µ
x0(t0) ¢

v0

v0

¶
v0

v0

¶

ct(t0) = ° v

µ
ct0¡ x0(t0) ¢

v0

c

¶

L(v0) = ¡ v

und daher gemÄa¼ Kettenregel:30

d
dt

x(t) j t = t ( t 0)
=

µ
d

dt0
t(t0)

¶ ¡ 1 d
dt0

x (t(t0)) =
° v

¡
u ¢ v

v2 + 1
¢

v + u ¡
¡
u ¢ v

v2

¢
v

° v
¡
1 + u ¢ v

c2

¢

Version vom 26. M Äarz 2009

28Sowohl in L als auch inL 0 ¯nde zu jedem Zeitpunkt genau ein Punktereignis ausE statt und

es sei
d

dt0 t(t0) 6= 0 .

29Man beachte, da¼ auch

¯
¯
¯
¯

d
dt0x(t0)

¯
¯
¯
¯ > c zugelassen ist!

30Man beachteu ¢v = L 0(u) ¢L 0(v )
¡
= ¡

d
dt0x0(t0) ¢v 0¢.
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Folgerung:

v+̂ u def=
v + u + ( ° v ¡ 1)

¡
1 + v ¢u

v2

¢
v

° v
¡
1 + v ¢u

c2

¢ (2.23)

ist die (konstante) L-Geschwindigkeit vonE, falls die L0-Geschwindigkeit vonE
konstant L0(u) ist.

Zur Kontrolle von (ref1.2.14) seien zwei SpezialfÄalle betrachtet:

1. Fall:

v » u =)
(2.23)

v+̂ u =
v + u + ( ° v ¡ 1)(v + u)

° v
¡
1 + v ¢u

c2

¢

=
v + u
1 + v ¢u

c2

im Einklang mit ( 2.4)

2. Fall:

v ¢u = 0 =)
(2.23)

v+̂ u = v +
u
° v

im Einklang mit der Zeitdilatation

Die Zuordnungv; u ! v +̂ u ist hiernach alsonicht kommutativ!

Aus (2.23) folgt

v ¢
¡
v+̂ u

¢
=

v ¢(v + u)
1 + v ¢u

c2

(2.24)

sowie
¯
¯v £

¡
v+̂ u

¢̄̄
=

jv £ uj
° v

¯
¯1 + v ¢u

c2

¯
¯ (2.25)

und daraus wegen

¯
¯v+̂ u

¯
¯2

=
¯
¯
¯
v
v

¢
¡
v+̂ u

¢̄̄
¯
2

+
¯
¯
¯
v
v

£
¡
v+̂ u

¢̄̄
¯
2

(2.26)

schlie¼lich durch elementare Rechnung

¯
¯v+̂ u

¯
¯2

=
jv + uj2 ¡ c¡ 2jv £ uj2

¡
1 + v ¢u

c2

¢2 = c2

µ
1 ¡

(c2 ¡ v2)(c2 ¡ u2)
(c2 + v ¢u)2

¶
(2.27)

fÄur beliebigev; u mit v < c und31 v ¢u 6= ¡ c2 .

Version vom 26. M Äarz 2009

31Vgl. Fu¼note28.
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Hinweis zu ( 2.27) Man berechne° 2
v v2

¯
¯v +̂ u

¯
¯2

und beachte dabei, da¼ ausjv £ uj2 =
v 2u2 ¡ (v ¢u)2 (siehe Gl. 2.24 von (LÄucke, ein)) die Gleichung (v2 + v ¢u)2 =

v2 jv + uj2 ¡ j v £ uj2 folgt und da¼° 2
v ¡ 1 =

° 2
v v2

c2 .

Ob sich ein lokalisierter E®ekt (etwa ein Licht°eck) mit Lichtgeschwindigkeit, mit
ÄUberlichtgeschwindigkeit oder mit Unterlichtgeschwindigkeit fortplanzt, h Äangt also
nicht vom Inertialsystem ab,32 auf das sich diese Aussage bezieht! Aufgrund der
Invarianz desMinkowski -Skalarprodukts ist das allerdings ohnehin klar.

2.4.2 Aberration des Lichtes und `Superschnappsch Äusse'

Im Falle u = c folgen aus (2.24) und (2.25) mit 33

v ¢
¡
v+̂ u

¢
= cvcosµ ;

¯
¯v £

¡
v+̂ u

¢̄̄
= cvjsinµj

v ¢u = L0(v) ¢L0(u) = cvcosµ0; jv £ uj = jL0(v) £ L0(u)j = cvjsinµ0j

die Formeln fÄur die sog.Aberration (scheinbare RichtungsÄanderung bei Inertialsy-
stemwechsel) des Lichtes:

cosµ =
cosµ0+ v

c

1 + v
c cosµ0

(2.28)

sinµ =
sinµ0

° v
¡
1 + v

c cosµ0
¢ (2.29)

Die Abweichung der relativistischen GrÄo¼e

cosµ0 =
cosµ ¡ v

c

1 ¡ v
c cosµ

von der entsprechenden GrÄo¼e derNewton 'schen Theorie

cosµ00=
cosµ ¡ v

cq
1 ¡ 2v

c cosµ +
¡

v
c

¢2

Version vom 26. M Äarz 2009

32Wegen (c2 ¡ v2)(c2 ¡ u2) > 0 (resp. < 0) fÄur u < c (resp. u > c ).
33Man beachte: jvj < c ; juj = c =)

¯
¯v +̂ u

¯
¯ = c.

file:ein.pdf#ein-1.2.20
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ist ausschlie¼lich auf dieLorentz -Kontraktion zur ÄuckzufÄuhren:34
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Aberration
nichtrelativ.

scheinb. Winkel in L 0

(Lorentz-Kontr.)

v
c = v+̂ u

¢ x = ¡ ccosµ

x

ct

Satz 2.4.1

Gegeben: (i) InertialsystemeL; L 0

(ii) L-Ortsvektorfunktionenx j (t), j 2 f 1; 2g, mit:

x j (t) = c t + ±1j x0 ; x0 ? c ; jcj = c

Behauptung: Auch die entsprechendenL0-Ortsvektorfunktionenx0
j (t0) sind von

der Form
x0

j (t0) = c0t0+ ±1j x0
0 ; x0

0 ? c0 ; jc0j = c ;

wobei au¼erdemjx0
0j = jx0j gilt.35
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x0

x1(t)

x2(t)1

2

Version vom 26. M Äarz 2009

34Denn: ¡ cosµ00=
v ¡ c cosµ

q
c2 sin2 µ + ( v ¡ c cosµ)2

; ¡ cosµ0 =
° v (v ¡ c cosµ)

q
c2 sin2 µ + ( ° v (v ¡ cosµ))2

35Die Norm j:j hÄangt natÄurlich jeweils vom Intertialsystem ab, auf das sich der 3-er Vektor
bezieht.
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Beweis: NatÄurlich existieren c0; x0
0 mit

x0
j (t0) = c0t0+ ±1j x0

0 ;

wobei nach (2.27) auch c0 den Betrag c hat. Damit gilt f Äur beliebige t0
1; t0

2:

jx0
0j2 + 2 ( t0

1 ¡ t0
2) x0

0 ¢c0 = jx0
1 (t0

1) ¡ x0
2 (t0

2)j2 ¡ (ct01 ¡ ct02)2

=
(2.10)

jx1 (t1) ¡ x2 (t2)j2 ¡ (ct1 ¡ ct2)2

= jx0j2 + 2 ( t1 ¡ t2) x0 ¢c = jx0j2 :

FÄur t0
1 = t0

2 folgt daraus zunÄachst jx0
0j = jx0j und damit f Äur t0

1 6= t0
2 schlie¼lich auch

x0
0 ? c0.

Nach diesem Satz ist die Gesamtheit aller sog.Superschnappsch Äusse 36 einund-
desselben `starren' Objekts hinsichtlich ihrer Geometrie37 vom Bewegungszustand
der `Kamera' unabhÄangig:
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2:3:

1:

µ0

Bildebene

µ

1
3

2

v

SuperschnappschÄusse sind nÄaherungsweise durch normale Photographien hinreichend
weit entfernter Objekte realisiert.

2.4.3 Thomas -Pr Äazession

Gegeben: (i) InertialsystemeL; L 0

(ii) L-Geschwindigkeitenv; u mit v = L-Geschwindigkeit vonL0

(iii) Lorentz -Basis
©

e¹

ª
von L

Version vom 26. M Äarz 2009

36Vgl. (Terrel, 1959). Bzgl. einer anderen Aufnahmetechnik siehe (Penrose, 1959)
37Farb- und Intensit Äatsverteilung der Bilder hÄangen natÄurlich vom Bewegungszustand der Ka-

mera ab.
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Gesucht: Zusammenhang zwischen denLorentz -Basen
n

e00
¹

def= ¤ akt
L 0(u )¤

akt
v e¹

o
und

n
ê¹

def= ¤ akt
v +̂ u e¹

o
:

©
e¹

ª ©
ê¹

ª
-

v+̂ u

n
e0

¹
def= ¤ akt

v e¹

o ©
e00

¹

ª
-L0(u)

6

v

?

?
6

Teill Äosung: Nach2.4.1sind
©

e00
¹

ª
und

©
ê¹

ª
Lorentz -Basen einunddesselben

InertialsystemsL00; d.h. :
ê0 = e00

0 (2.30)

L L 00-
v+̂ u

L0

v

¡
¡

¡
¡¡µ

L0(u)
@

@
@

@@R

Dementsprechend gilt

êj =
3X

k=1

D jk e00
k fÄur j = 1; 2; 3 (2.31)

mit einer geeignetenDrehmatrix (D jk ). Tats Äachlich:

êj

i:a:
6= e00

j (2.32)

Begr Äundung: (2.32) erkennt man durch Betrachtung der entsprechendenL-Momentan -
Positionen (in besonders einfachen FÄallen):
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Lorentz -Kontr.
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W 00
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Lorentz -Kontr.

Lorentz -Kontr.

Synchron.-E®ekt

b= Thomas -Dreh.

u

v +̂ u

v

Ŵ
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W : in L ruhender EinheitswÄurfel mit ej -parallelen Kanten
W 0: in L 0 ruhender EinheitswÄurfel mit e0

j -parallelen Kanten
W 00: in L 00 ruhender EinheitswÄurfel mit e00

j -parallelen Kanten
Ŵ : in L 00 ruhender EinheitswÄurfel mit êj -parallelen Kanten

Die (2.31) entsprechendeL-rÄaumliche Drehung bezeichnet man alsThomas -Drehung :

D akt
v ;u e¹

def=

8
><

>:

e0 fÄur ¹ = 0
3X

k=1

D ¹k ek fÄur ¹ = 1; 2; 3
(2.33)

Aus (2.31) folgt

LL 0

êj
z}| {
L00ej =

3X

k=1

D jk L L 0

e00
kz }| {

L00L0ek|{z}
e0

k| {z }
e0

k

=
3X

k=1

D jk ek

und somit
D akt

v ;u (ct e0 + x) = ct e0 + LL 0L00x (2.34)

fÄur beliebigeL-Zeiten t und L-Ortsvektoren x .
Wenn man ein Kreiselsystem kontinuierlich so boostet, da¼ es sich auf einer festen

Umlaufbahn bewegt, so erfÄahrt das System dadurch eine kontinuierlicheThomas -
Drehung, die man auch alsThomas -Pr Äazession bezeichnet.38

2.4.4 Die eingeschr Äankte Lorentz -Gruppe

Lemma 2.4.2

Gegeben: (i) InertialsystemeL; L 0; v def= L -Geschwindigkeit von L0

(ii) L-Geschwindigkeitu

Behauptung: ¤akt
L 0(u ) = ¤ akt

v ¤ akt
u

¡
¤ akt

v

¢¡ 1
:

Beweis: Sei f e0; : : : ; e3g eine Lorentz -Basis vonL . Dann ist de¯nitionsgemÄa¼
n

e0
¹

def= ¤ akt
v e¹

o
Lorentz -Basis vonL 0 (2.35)

und es existiert eine Matrix
¡
¤ : º

¹

¢
mit

¤ akt
u e¹ =

3X

¹ =0

¤ : º
¹ eº (2.36)

Version vom 26. M Äarz 2009

38Die zugehÄorige kinetische Energie ist fÄur die Feinstruktur der Atomspektren wesentlich.
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Entsprechend der De¯nition von L 0(u) gilt somit

¤ akt
L 0(u ) e0

¹ =
3X

¹ =0

¤ : º
¹ e0

º

=
(2.35)

3X

¹ =0

¤ : º
¹ ¤ akt

v eº

=
Linearit :

¤ akt
v

3X

¹ =0

¤ : º
¹ eº

=
(2.36)

¤ akt
v ¤ akt

u e¹ :

Mit ( 2.35) folgt daraus die Behauptung.

Da nach (2.31) und (2.33)

¤ akt
v +̂ u = ¤ akt

L 0(u ) ¤ akt
v D akt

v ;u

gilt, folgt aus Lemma 2.4.2:

¤ akt
v ¤ akt

u = ¤ akt
v +̂ u

¡
D akt

v ;u

¢¡ 1
. (2.37)

FÄur L-Dreiervektoren ' (ohne phys. Dim.) sei mit D akt
' stets die L-rÄaumliche

Drehung im Rechtsschraubensinn um die' -Achse um den Winkelj' j bezeichnet:
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.......' j' j

x

D akt
' x

. ¡
D akt

' e0 = e0

¢

Analog zu Lemma2.4.2beweist man:

D akt
L 0( ' ) = ¤ akt

v D akt
'

¡
¤ akt

v

¢¡ 1
; (2.38)

¤ akt
D akt

' u = D akt
' ¤ akt

u

¡
D akt

'
¢¡ 1

: (2.39)

Mit ( 2.39) folgt aus (2.37):

Die Menge aller Transformationen der Form D akt
' ¤ akt

v mit bel. L-
Dreiervektoren ' ; v (entspr. phys. Dim.) bildet eine Gruppe, die sog.ein-
geschr Äankte Lorentz -Gruppe L "

+ .
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Nach (2.38) und Lemma 2.4.2 ist klar, da¼ die De¯nition von L "
+ nicht von der

speziellen Wahl des InertialsystemsL abhÄangt!

Daraus folgt in Verallgemeinerung von2.1.2 die Gleichberechtigungaller In-
ertialsysteme hinsichtlich der Beschreibung gleichfÄormig bewegter Ma¼stÄabe und
Uhren!
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Teil II

Relativistische Dynamik
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Kapitel 3

Dynamik der Massenpunkte

3.1 Beschleunigung eines Massenpunkten

3.1.1 Eigenzeit

SeienC ein glattes, orientiertes KurvenstÄuck in TM und f x(t) : t1 · t · t2g eine

Parametrisierung vonC. Dann nennen wirC positiv zeitartig , falls d
dt x(t) 2 V+

def=
f x 2 TM : x ¢x > 0g fÄur alle t 2 [t1; t2]:
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E2

E1

ct2

e2Meter
e0Meter

e1MeterE0

ct1

C

Diese De¯nition ist o®ensichtlich unabhÄangig von der Wahl der Parametrisierung.
FÄur ein positiv zeitartiges KurvenstÄuck C ist seineMinkowski -L Äange

s(C) def=
Z t2

t1

s µ
d
dt

x(t);
d
dt

x(t)
¶

dt (3.1)

wohlde¯niert und von der speziellen Wahl der ParametrisierungunabhÄangig.

49



50 KAPITEL 3. DYNAMIK DER MASSENPUNKTE

Um die Bedeutung des Skalars (Tensor 0. Stufe)s(C) zu erkennen, ist es zweckmÄa¼ig,
die Kurve entsprechend obiger Skizze durch die Laborzeitt eines InertialsystemsL
zu parametrisieren, dem dieLorentz -Basis f e0; : : : ; e3g entspreche, und mit dem
Teil der Bahnkurve eines MassenpunktesM zu identi¯zieren. Dann gilt

d
dt

x(t) = c e0 + v(t) = c e0 +
3X

j =1

vj (t) ej ; (3.2)

und aus (3.1),(3.2) folgt
d
dt

s(Ct ) =
p

c2 ¡ j v (t)j2 ; (3.3)

wobei Ct jeweils das KurventeilstÄuck bezeichnet, das aus den Punktenx(t0) mit
t0 2 [t1; t] besteht:
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C1

x(t)E0

C

E2

E1

Mit
¿(Ct )

def=
1
c
s (Ct ) + ¿0 ; (3.4)

wobei ¿0 eine beliebige Normierungskonstante ist, folgt aus (3.3) und (1.2):

d
dt

¿(Ct ) =
1
° v

: (3.5)

Bei geeigneter Wahl von¿0 stimmt deshalb¿(Ct ) mit der Zeit Äuberein, die eine mit
M mitbewegte Idealuhr jeweils am Endpunkt vonCt anzeigt, und wird deshalb als
Eigenzeit von M bezeichnet. Unter einerIdealuhr ist dabei eine punktfÄormige
`Uhr' zu verstehen, deren momentane Laufgeschwindigkeit stetsmit der einer im
momentanen Ruhesystem stationierten Standard-UhrÄubereinstimmt.

3.1.2 Vierer-Geschwindigkeit und -Beschleunigung

SeiCdie Weltlinie eines MassenpunktesM , also eine positiv zeitartige, glatte Kurve,
mithilfe der Eigenzeit ¿ von M parametrisiert:

C = f x(¿) : ¿ beliebigg ; ¿ =
1
c

s (C¿ ¡ C ¿0 ) + ¿0 (3.6)
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Dann bezeichnet man den zu dieser Parametrisierung gehÄorigenTangentenvektor

_x(¿) def=
d
d¿

x(¿) (3.7)

als Vierer-Geschwindigkeit von M am Raum-Zeit-Punkt x(¿). Aus (3.2) und
(3.5) folgt1

_x(¿) = ° v(t ) (c e0 + v(t)) ; t = L-Zeitpunkt von x(¿) : (3.8)

Die

_x¹ def=
½

° vc fÄur ¹ = 0
° vv¹ fÄur ¹ = 1; 2; 3

(3.9)

transformieren sich also wie die Komponenten eines Vierer-Vektors (d.h. wie die
Raum-Zeit-Koordinaten) bzgl. f e0; : : : ; e3g !
Die Minkowski -Norm der Vierer-Geschwindigkeit ist gemÄa¼ (3.8) und (1.2) kon-
stant:

_x ¢_x = c2 (3.10)

Hieraus folgt unmittelbar die einzige generelle EinschrÄankung

_x ¢Äx = 0 (3.11)

an die sog.Vierer-Beschleunigung

Äx(¿) def=
µ

d
d¿

¶ 2

x(¿) :

Aus (3.8) und (3.5) folgt:2

Äx(¿) = ° 4
v

µµ
v(t)

c
¢a(t)

¶
e0 + ak(t)

¶
+ ° 2

v a? (t) ; a(t) def=
d
dt

v(t) : (3.12)

Beweis von ( 3.12): Aus (3.8) und (3.5) folgt nach der Kettenregel

Äx(¿) = ° v
d
dt

³
° v

¡
c e0 + v(t)

¢́

und daraus mit
d
dt

° v = ° 3
v

v(t) ¢a(t)
c2

nach der Produktregel:

Äx = ° 4
v

µ ³ v
c

¢a
´

e0 +
³ v

c

´ 2
ak

¶
+ ° 2

v a :

Mit ³ v
c

´ 2
+ ° ¡ 2

v = 1

folgt hieraus die Behauptung.

Version vom 26. M Äarz 2009

1Eine Lorentz -Basis f e0; : : : ; e3g entspricht also genau dann dem momentanen Ruhesystem
von M , wenn e0 = _x(¿)=c ist.

2Im Gegensatz zu der Aussage
"
Äx(¿) konstant\ ist die Aussage

"
a(t) konstant\ nicht vom

Bezugssystem unabhÄangig!
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Nach (3.12) ist Äx(¿) mit der sog.Eigenbeschleunigung a(0) (¿) von M , der Labor-
Beschleunigung bzgl. des momentanen Ruhesystems, zu identi¯zieren:

Äx = a(0) (¿) : (3.13)

Daraus folgt unmittelbar:

Äx ¢Äx = ¡ a(0) ¢a(0) · 0: (3.14)

FÄur den Spezialfall einer in dere0-e1-Ebene verlaufenden Weltlinie ergibt sich somit
folgendes Bild:

u

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...

qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

qqqqqqqqqqqqqqqq
q
qqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

..............................
..........................

........
........
........
................................

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

..................................................................................................................................................................................................................................................................
......................

.................
...............

..............
..............

.............
.............

.............
............

............
............

............
............

...........
..

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..
..
..
..

..
..

..
..

..
..

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq Weltl. v. M

» Äx

_x=c

E0

e1

e0

x=Meter

Die Äx¹ transformieren sich natÄurlich ebenfalls wie die Komponenten eines Vierer-
Vektors. Mit ( 3.13) und (2.20) folgt daraus

Äx = ° v(t )

µµ
L

¡
a(0) (¿)

¢
¢

v(t)
c

¶
e0 + L

¡
a(0) (¿)

¢
k

¶
+ L

¡
a(0) (¿)

¢
?

(3.15)

Durch Vergleich mit (3.12) ergibt sich hieraus

ak(t) = ° ¡ 3
v(t ) L

³
a(0) (¿)

´

k
;

a? (t) = ° ¡ 2
v(t ) L

³
a(0) (¿)

´

?

(3.16)

und somit schlie¼lich

3X

j =1

Äx j ej = L
³

° v a(0)
k + a(0)

?

´
= ° 4

v ak + ° 2
v a? : (3.17)

Der L-rÄaumliche Anteil der Vierer-Beschleunigung ist i.a. also weder zua noch zu
L

¡
a(0)

¢
parallel!
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3.2 Der relativistische Impuls von Massenpunk-
ten

3.2.1 Idealisierte Streuexperimente

Betrachtet sei der nicht notwendig elastische Streuproze¼ zweier vÄollig gleichwertiger
MassenkugelnU; V im leeren Raum.3

Beide Kugeln mÄogen einen makroskopisch kleinen Radius haben und als Punkt-
teilchen behandelt werden. In weiter Vergangenheit ebenso wie in ferner Zukunft
kann ihre Bewegung als gleichfÄormig betrachtet werden.

L : Ruhesystem vonU in weiter Vergangenheit

L0 : Ruhesystem vonV in weiter Vergangenheit

v (0)
out(in) : L (0)-Geschwindigkeit vonV in ferner Zukunft (weiter Vergangenheit)

uout(in) : L-Geschwindigkeit vonU in ferner Zukunft (weiter Vergangenheit)

Aus SymmetriegrÄunden mu¼

j(uout )? j = j(v0
out )? j

gelten, wenn wir die Orthogonalkomponenten wieder wie in2.3.3bzgl. der Relativ-
bewegung vonL und L0 de¯nieren. Da nach (2.25)

j(vout )? j =
j(v0

out )? j

° vin

³
1 + L 0(v in )¢v 0

out
c2

´

gilt, ergibt sich daraus

j(uout )? j = ° vin

µ
1 +

L0(v in ) ¢v0
out

c2

¶
j(vout )? j (3.18)

und somit

(uout + vout )?

i:a:
6= ( u in + v in )? = 0 : (3.19)

Die Erfahrung zeigt, da¼ sich einem Punktteilchen eine trÄage (Labor-) Masse bzgl.
seines momentanen Ruhesystems, auchRuhemasse genannt, in der speziellen Re-
lativit Äatstheorie genau so zuordnen lÄa¼t, wie in derNewton 'schen Mechanik (siehe
Abschn. 3.3.4 von (LÄucke, ein)). Der relativistische (Labor-) Impuls wird eben-
falls als Produkt von trÄager (Labor-) Masse und (Labor-) Geschwindigkeit de¯niert.
Aus (3.19) erkennt man aber, da¼ bei obigem Streuexperiment der Gesamtimpuls

Version vom 26. M Äarz 2009

3Vgl. z.B. (Rindler, 1969, Abschnitt 50).

file:ein.pdf#ein-S2.1.3.d
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in weiter Vergangenheit nur dann mit dem Gesamtimpuls in ferner Zukunft Äuber-
einstimmen kann, wenn man

m(uout )
m(vout )

¾
def= tr Äage Masse von

½
U
V

¾
bzgl. L in ferner Zukunft

geeignetgeschwindigkeitsabh Äangig de¯niert. Und zwar mu¼ man nach (3.18)
dafÄur sorgen, da¼

m(vout ) = ° vin

µ
1 +

L0(v in ) ¢v0
out

c2

¶
m(uout )

gilt. 4 Im Grenzfall verschwindender Wechselwirkung (streifender Sto¼), d.h. fÄur

uout ! u in = 0 ; vout ! v in ; v0
out ! v0

in = 0

erkennt man daraus, da¼ allgemein

m(v) def= ° v m0 ; m0 : Ruhemasse (3.20)

(v = v in ) zu de¯nieren ist.

Aufgrund zahlloser Beschleunigerexperimente kannheutzutage 5 kein Zweifel
mehr daran bestehen, da¼ mit dieser De¯nition tatsÄachlich die Erhaltung des Ge-
samtimpulses bei Streuprozessen garantiert ist.

Warnung: 6 Die Impulserhaltung (ohne BerÄucksichtigung der Impulse
der Felder) gilt i.a. nur f Äur Anfangs- und Endkon¯guration in jedem
Inertialsystem.

Auch aufgrund der Labor-AbhÄangigkeit der Uhrensynchronisation kann der ge-
samte Dreier-Impuls nicht in allen Inertialsystemen wÄahrend eines nichttrivialen
Streuprozesses erhalten bleiben. Diese Schwierigkeit lÄa¼t sich nur in einerNahe-
wirkungstheorie Äuberwinden, in der die KraftÄubertragung durch Felder vermittelt
wird, denen ebenfalls eine Impulsverteilung zuzuordnen ist.

Version vom 26. M Äarz 2009

4Man multipliziere beide Seiten mit j(vout )? j und verwende auf der rechten Seite (3.18).
5Vor Entdeckung des Neutrinos sah die Situation beim Beta-Zerfall ganz anders aus.
6Da¼ die Gesamtmasse beim frontalen Zusammensto¼ im Umkehrpunkt kleiner ist als im asym-

ptotischen Bereich, ist evident. Nach Satz3.2.1 des folgenden Abschnitts kann dann auch der
gesamte Dreier-Impuls im Umkehrpunkt nicht bzgl. aller Inertialsysteme mit dem gesamten Dreier-
Impuls im asymptotischen Bereich Äubereinstimmen.
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3.2.2 Vierer-Impuls

Nach (3.20) und (3.8) lÄa¼t sich der relativistische (Labor-) Dreier-Impuls auch in
der Form7

p def= m(v) v = m0

3X

j =1

_x j ej ; (3.21)

also alsL-rÄaumlicher Anteil des sog.Vierer-Impuls es

p def= m0 _x (3.22)

schreiben | womit das Transformationsverhalten bereits geklÄart ist.

Aus (3.21), (3.22) und (3.8) folgt

v =
cp
p0

; (3.23)

wobei
p0 def= e0 ¢p = m(v) c : (3.24)

Aus (3.22), (3.10) und (3.24) folgt

m(v)2 c2 ¡ p ¢p = p ¢p = ( m0 c)2 : (3.25)

Satz 3.2.1

Gegeben: p
1
; p

2
2 TM

Behauptung: Folgende Aussagen sindÄaquivalent:

1. p1 = p2 fÄur jede Lorentz -Basis f e0; : : : ; e3g

2. p0
1 = p0

2 fÄur jede Lorentz -Basis f e0; : : : ; e3g

Beweis: ÄUbungsvorschlag.

Nach Satz3.2.1ist die Erhaltung der gesamten trÄagen Masse ebensowenig anzu-
zweifeln, wie die Erhaltung des Gesamtimpulses!

Version vom 26. M Äarz 2009

7Man beachte, da¼ der Punkt die Ableitung nach derEigen zeit bezeichnet!
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3.2.3 Relativistische Massenpunkt-Modelle

Vom umstrittenen Fall gewisser `Elementarteilchen' abgesehen, dient das Punkt-
teilchenmodell in aller Regel dazu,zusammengesetzte Systeme makroskopisch
vernachlÄassigbarer Ausdehnung idealisiert zu beschreiben. Es erhebt sich sofort die
Frage, wie sich Masse, Geschwindigkeit und Impuls aus den entsprechenden GrÄo¼en
der Einzelteile ergeben.

Die Betrachtungen von3.2.1 fÄuhren uns diesbezÄuglich auf folgende

Vermutung: Der Vierer-Impuls eines physikalischen KÄorpersM makrosko-
pisch vernachlÄassigbarer Ausdehnung ist die Vektorsumme (inTM ¢entspr.
phys. Einheit) der Feldimpulse und der (Vierer-)Impulse der `nackten' Ein-
zelteilchen, aus denen sich der KÄorper zusammensetzt.

Anmerkungen:

(i) Wenn die Vermutung in einem Inertialsystem richtig ist, so auf-
grund des linearen Transformationsverhaltens der Vierer-Impulse
in jedem Inertialsystem.

(ii) Da Ruhemasse und Geschwindigkeit vonM makroskopisch wohlde-
¯niert sind, gilt dasselbe nach (3.7) und (3.22) auch fÄur den Vierer-
Impuls von M .

(iii) Prinzipiell sind die Impulse der `nackten' Einzelteilchen nicht fest-
stellbar, da sie auch isoliert stets entsprechende Wechselwirkungs-
felder mit sich fÄuhren, mit denen zusammen sie die sog. `physikali-
schen' Teilchen entsprechend `renormierter' Masse bilden.

In den meisten FÄallen wird die VerÄanderung der Feldimpulse durch die Bindung
der EinzelteilchenM º in M vernachlÄassigbar sein.8 In einem solchen Falle wollen wir
M als schwach zusammengesetzt bezeichnen. FÄur schwach zusammengesetzte
Massenpunkte kann man also den Vierer-Impuls mit der Summe der (renormierten)
Vierer-Impulse der Einzelteile gleichsetzen. Daraus lÄa¼t sich folgendes schlie¼en:

1. Die GeschwindigkeitsabhÄangigkeit der Massen ist genau so de¯niert, da¼ die
tr Äage Masse eines schwach zusammengesetzten MassenpunktesM mit der
Summe der (renormierten) trÄagen Massen seiner EinzelteileÄubereinstimmt.

2. Die Ruhemasse, nach demÄAquivalenzprinzip also auch das Gewicht,9 eines
schwach zusammengesetzten MassenpunktesM wÄachst bereits bei ErhÄohung
der Relativgeschwindigkeiten derM º (`ErwÄarmung' von M ) und ist dadurch
grÄo¼er als die Summe der (renormierten) Ruhemassen derM º .

Version vom 26. M Äarz 2009

8Gegenbeispiel: Atomkerne!
9Bzgl. der Gravitation bei relativistischen Geschwindigkeiten vgl. (Melissinos, 1980).
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3. Die Ruhemasse eines schwach zusammengesetzten Massenpunktes lÄa¼t sich
mindestens teilweise in Energie umwandeln (`AbkÄuhlung' von M ).

3.2.4 Schwerpunktsystem

Gegeben sei eine Gesamtheit von MassenpunktenM º , die zwar untereinander kolli-
dieren kÄonnen, sich aber zwischen den Kollisionenfrei bewegen:
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M 1

M 2 M 3

M 4

M 4

Es seien ein InertialsystemL und einL-Zeitpunkt t gewÄahlt, zu dem sich alleM º frei
bewegen. Die SummePges der Vierer-Impulse allerM º ist dann (von der phys. Dim.
abgesehen) ein Vektor ausV+ , der entspr.3.1.1/ 3.1.2nicht von der speziellen Wahl
von L und t abhÄangt. Das InertialsystemL s, in dem derL s-rÄaumliche Anteil vonPges

verschwindet, ist somit eindeutig und wird gewÄohnlich als Schwerpunktsystem
der Gesamtheitf M º g bezeichnet.

Warnung: Die Weltlinie eines `Schwerpunktes' vonf M º g lÄa¼t sichnicht
unabhÄangig von der Wahl eines Inertialsystems de¯nieren!10

In ÄUbereinstimmung mit der Vermutung von3.2.3gilt

d
dt

X

º

mº (v º (t)) x º (t)

X

º

mº (v º (t))
=

X

º

mº (v º (t)) v º (t)

X

º

mº (v º (t))
(3.26)

abschnittsweise. Aufgrund der Erhaltung des Gesamtimpulses ist deshalb die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes, dessen Ortsvektor

xs(t)
def=

X

º

mº (v º (t)) x º (t)

X

º

mº (v º (t))

Version vom 26. M Äarz 2009

10Man betrachte die Bahnkurve des Schwerpunktes zweier gleich schwerer Massenpunkte mit
parallelen Bahkurven und entgegengesetzter Geschwindigkeit. Bzgl. der Schwerpunktsbewegung
ausgedehnter KÄorper vgl. (Schattner, 1978).
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ist, zeitlich konstant.

3.3 Kraft und Leistung

Vorbemerkung: Wir werden Massenpunkte nur in solchen Situationen betrach-
ten, in denen sich Ihre Ruhemasse nichtÄandert.11 FÄur schwach zusammengesetzte
Massenpunkte setzen wir also stets

d
dt

X

º

mº

³
v º (t)

´
= 0 im momentanen Ruhesystem vonM (3.27)

voraus.

3.3.1 Additivit Äat der Dreier-Kraft

Die Labor-Kraft auf einen ruhenden Massenpunkt ist (in Verbindung mit der Ru-
hemasse) in natÄurlicher Weise genau so de¯niert wie in derNewton schen Mechanik.
Damit die De¯nition der Kraft auf einen bewegten Massenpunkt ebenfalls physi-
kalisch sinnvoll ist, verlangen wir

Additivit Äat der Kraft: Die Labor-Kraft F auf einen schwach zusammen-
gesetzten MassenpunktM stimmt mit der Vektorsumme der KrÄafte F º auf
seine EinzelteileM º Äuberein.

Aufgrund der Additivit Äat der trÄagen Masse bedeutet die AdditivitÄat der Kraft f Äur
das momentaneRuhesystem von M :12

X

º

F º (t) =

Ã
X

º

mº (v º (t))

! µ
d
dt

¶ 2

xs(t)

=
(3.26)

X

º

mº (v º (t))
d
dt

P
º mº (v º (t)) v º (t)
P

º mº (v º (t))

=
(3.27)

d
dt

X

º

mº (v º (t)) v º (t) :

Daher mu¼ man die GeschwindigkeitsabhÄangigkeit der Kraft sicherlich so de¯nieren,
da¼ injedem Inertialsystem die relativistischeBewegungsgleichung

F(t) =
d
dt

(m (v(t)) v(t)) (3.28)

Version vom 26. M Äarz 2009

11In der Quantentheorie ist die MassenÄanderung nur sprunghaft mÄoglich: aus einem Elementar-
teilchen entsteht ein neues, das als Anregungszustand des ursprÄunglichen angesehen werden kann.

12Beachte (3.27) und ps = mges(vs)v s .
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gilt, 13 die sich aufgrund der angenommenenKonstanz der Ruhemassen nach
(3.20), (3.8) und (3.5) auch in der Form

° vF = m0

3X

j =1

Äx j ej (3.29)

schreiben lÄa¼t.

ÄUbungsvorschlag: Man zeige, da¼ zu jeder stetigenL-Dreier-Vektor-Funktion F(t) und
jeder Anfangsbedingung genau eine LÄosung von (3.28) existiert und da¼ fÄur diese LÄosung
jv (t)j < c gilt.

Um die Additivit Äat zu erhalten, mu¼ man also entsprechend (3.17) in Kauf nehmen,
da¼ der relativistische (Labor-) Kraftvektor, auchDreier-Kraft genannt, i.a.nicht
in Richtung des (Labor-) Beschleunigungsvektors zeigt!

FrÄuher hatte man (3.29) entspr. (3.17) in der Form

Fk = ° 3
v m0 ak ; F? = ° v m0 a? (3.30)

geschrieben und dementsprechend° 3
v m0 alslongitudinale , ° v m0 dagegen alstrans-

versale Masse bezeichnet.

Aus (3.29) und (3.17) folgt sofort der Zusammenhang vonF mit der sogenannten
Eigenkraft F (0) :

Fk
def= L

¡
F (0)

¢
k

; F?
def=

1
° v

L
¡
F (0)

¢
?

(3.31)

Eine triviale Folgerung aus (3.31) ist, da¼ die Kraftwirkung von Feldern nicht bzgl.
jedes Inertialsystems geschwindigkeitsunabhÄangig sein kann. Daher ist zu erwarten,
da¼ elektrische und magnetische Felder in der Elektrodynamiklediglich verschiedene
Aspekte einunddesselben Feldes sind, das man dementsprechend alselektromagne-
tisches Feld bezeichnet.

ÄUbungsvorschlag: Gegeben sei ein Stromfaden inL , der nur aus negativen Ladungen
bestehe, die inL 0 ruhen. Aus dem Coulomb schen Gesetz bzgl.L 0 leite man entspr.
(3.31) die L-Kraft ab, die der Stromfaden auf eine beliebig bewegte Probeladung ausÄubt.

Version vom 26. M Äarz 2009

13(3.28) garantiert nach (3.22) und (3.28) auch die Additivit Äat der in 3.3.3noch zu besprechenden
Vierer-Kraftdichten (nicht Vierer-Kraft-Dichten)!
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3.3.2 Leistung

Die GrÄo¼e
K def= ° v

³³ v
c

¢F
´

e0 + F
´

(3.32)

bezeichnet man alsVierer-Kraft . Sie ist nur 14 deshalb interessant, weil sie nach
(3.31), (3.15) und wegenF (0) = m0 a(0) die Gleichung

m0 Äx = K (3.33)

erfÄullt, deren e0-Komponente sich (bis auf den Faktor° v=c) nach (3.32), (3.5), (3.8)
und (3.20) in der Form

d
dt

m (v(t)) c2 = v(t) ¢F(t) (3.34)

schreiben lÄa¼t.
Die Zusammenh Äange zwischen den Begri®enLeistung , Arbeit und Energie

behÄalt man in der relativistischen Theorie natÄurlich genau so bei, wie in derNew-
ton schen Mechanik. (3.34) zeigt daher, da¼ die physikalisch wohl einzig sinnvolle
De¯nition der (Labor-) Leistung, die eine Dreier-Kraft F(t) an einem Massenpunkt
M der (Labor-) Geschwindigkeitv(t) erbringt, diejenige derNewton schen Mecha-
nik | allerdings auf den neuen Kraftbegri® bezogen | ist:

Leistung: L (t) def= v(t) ¢F(t) (3.35)

Dann lÄa¼t sich (3.34) nÄamlich folgenderma¼en formulieren:

Die Leistung, die die Gesamtheit aller auf einen MassenpunktM wir-
kenden KrÄafte erbringt, ist gleich demc2-fachen der zeitlichenÄAnderung
der trÄagen (=schweren) Masse vonM .

Die Energie, die ein Medium dadurch aufnimmt,15 da¼ es einen MassenpunktM
bis zur Ruhe abbremst, ohne ihn sonst zu verÄandern, ist somit unabhÄangig vom
Abbremsvorgang! Diesen Energieanteil bezeichnet man naheliegenderweise alski-
netische Energie von M :

Ekin
def= m(v) c2 ¡ m0 c2 (3.36)

Mit den De¯nitionen der Ruheenergie

E0
def= m0 c2 (3.37)

und der Gesamtenergie
Eges

def= Ekin + E0 (3.38)

Version vom 26. M Äarz 2009

14Addition von Vierer-Kr Äaften ist i.a. physikalisch sinnlos.
15Man beachte die Massenerhaltung des Gesamtsystems.



3.3. KRAFT UND LEISTUNG 61

ergibt sich somit Einstein s berÄuhmte Formel

Eges = m(v) c2 ; (3.39)

die bekanntlich die Grundlage fÄur den Bau von Atombomben und Kernkraftwerken
darstellt.

Heutzutage ist es eine Erfahrungstatsache, da¼ sich auch die gesamte Ruhe-
energie von Elementarteilchen (in Form von Vernichtungsstrahlung) freisetzen lÄa¼t.

Nach (3.39) ist die Erhaltung der Gesamtmasse bei Streuprozessen mit der Er-
haltung der Gesamtenergie gleichbedeutend.

3.3.3 Vierer-Kraftdichte

Betrachtet man anstelle von Massenpunkten ausgedehnte KÄorper, so tritt an die
Stelle der Kraft die Kraftdichte :16

k(x) def= lim
² ! +0

F ² (x)
jU² (x)j

wobei: F ² (x) def=
½

Summe aller betr. KrÄafte zur L-Zeit x0

c
auf KÄorperteile in U² (x)

Folgende Aussage ist dann makroskopisch gÄultig:

Die L-Kraftdichte k(x) ist die L-rÄaumliche Komponente eines Vierervektor-
feldesk(x), das man dementsprechend alsVierer-Kraftdichte bezeichnet.
Die L-zeitliche Komponentek0(x) von k(x) ist das 1

c-fache derk(x) entspre-
chendenL-Leistungsdichte.

Beweisskizze: Es genÄugt, den Spezialfall einer rÄaumlich homogenenGesamtheit von
Massenpunkten einheitlicher Geschwindigkeitv , auf die alle die gleiche KraftF wirkt,
zu betrachten. Wenn n0 die Teilchenzahldichte im Ruhesystem bezeichnet, ist dann
also aufgrund derLorentz -Kontraktion

n = n0 ° v = Teilchenzahldichte in L

und somit:
k = n0 ° v F =

(3.32)
n0 K :

Mit
k def= n0 K

folgt daraus entspr. (3.32)/( 3.33) die Behauptung.

Version vom 26. M Äarz 2009

16Physikalisch ist der GrenzÄubergang ² ! +0 aufgrund der diskreten Struktur aller Makro-
materie natÄurlich sinnlos. Man mu¼ stattdessen² mikroskopisch hinreichend gro¼, makroskopisch
dagegen hinreichend klein wÄahlen.
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Kapitel 4

Elektrodynamik

4.1 Der elektromagnetische Feldtensor

4.1.1 Makroskopische Strom-Ladungs-Verteilungen

Die Strom-Ladungs-Verteilung½;| , charakterisiert durch
Z

G
½(x) dVx ¼ Gesamtladung in G zur Labor-Zeit

x0

cZ

S
| (x) ¢dSx ¼ Gesamtstron durch S zur Labor-Zeit

x0

c

sei in der Umgebung vonx zur Labor-Zeit x0=cnur aus Ladungen gleicher Geschwin-
digkeit v aufgebaut. Dann gilt1

½= ° v ½0 ; | = ½v

und somit nach (3.8)
| = ½0 _xmitt (4.1)

fÄur
| (x) def= c ½(x) e0 + | (x) ; (4.2)

wobei ½0 die Ladungsdichte im momentanen Ruhesystem der Einzelladungen be-
zeichnet. (4.2) ist also von der speziellen Wahl des Inertialsystems unabhÄangig.

Aufgrund der Additivit Äat von Strom- und Ladungsdichte gilt dann dasselbe fÄur

Version vom 26. M Äarz 2009

1Hier geht die GeschwindigkeitsunabhÄangigkeit der Einzelladungen ein, aufgrund derer auch die
Kontinuit Äatsgleichung (4.3) gilt. Daher ¯nden die folgenden ÄUberlegungen auf GravitationskrÄafte,
die ja auf die geschwindigkeitsabhÄangigen Einzelmassen wirken, keine Anwendung!

63
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jede Strom-Ladungs-Verteilung:

Die | ¹ (x), bzgl. L de¯niert durch

| 0(x) def= c ½(x) ;
3X

k=1

| k(x) ek
def= | (x) ;

sind die Komponenten bzgl.f e0; : : : ; e3g eines vonL unabhÄangigen Vierer-
Vektorfeldes| (x), das man alsVierer-Stromdichte bezeichnet.

Da erfahrungsgemÄa¼ die Gesamtladung erhalten ist, d.h.

c
d

dx0

Z

G
½(x) dVx +

Z

@G
| (x) ¢dSx = 0

gilt, m Äussen die| ¹ (x) nach demGau¼ schen Satz dieKontinuit Äatsgleichung 2

3X

¹ =0

@
@x¹

| ¹ = 0 (4.3)

erfÄullen.

4.1.2 Kraftwirkung eines Äau¼eren elektromagnetischen Fel-
des

Aufgrund der Additivit Äat von Vierer-Stromdichte und Vierer-Kraftdichte hÄangt die
Vierer-Kraftdichte k(x), die der Wirkung einesfesten Äau¼eren Feldes entspricht,
linear von der Vierer-Stromdichte der Testladungen am gleichen Raum-Zeit-Punkt
ab. Das Äau¼ere Feld lÄa¼t sich also durch einex-abhÄangige lineare Abbildung be-
schreiben; d.h. es existiert ein Tensor 2. Stufe mit den Komponenten F ¹

º (x) bzgl.
f e0; : : : ; e3g, fÄur den

f ¹ (x) =
1
2

3X

º =0

F ¹
º (x) | º (x) bzgl. f e0; : : : ; e3g (4.4)

gilt. 3

Sei nun eine spezielle Vierer-Stromdichte gleichen Typs wie zu Beginn von4.1.1
betrachtet. Unter der durch Erfahrung bestÄatigten Voraussetzung, da¼ die Wirkung

Version vom 26. M Äarz 2009

2TatsÄachlich folgt die Kontinuit Äatsgleichung fÄur physikalisch realistische (raum-zeitlich hinrei-
chend gut lokalisierte) Vierer-Stromdichten direkt aus dem Transformationsverhalten.

3Der Vorfaktor von F ¹
º (x), insbesondere das Vorzeichen davon, ist reine Konventionssache.
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desÄau¼eren Feldeskeinen direkten Ein°u¼ auf die Ruhemassen der geladenen
Einzelteilchen hat, folgt dann

0 = | (x) ¢k(x) =
3X

¹;º =0

| ¹ (x) F ¹
º (x) | º (x)

=
3X

¹;º =0

| ¹ (x) | º (x) F ¹º (x) ;

wie man im Ruhesystem der speziellen Testladungsgesamtheit sieht,wobei:

| ¹
def=

3X

¸ =0

´ ¹¸ | ¸ ; F ¹º def=
3X

¸ =0

´ º¸ F ¹
¸ ; ´ ¹º

def= ´ ¹º def=

8
<

:

+1 f Äur ¹ = º = 0
¡ 1 fÄur ¹ = º 2 f 1; 2; 3g

0 sonst

zunÄachst im Ruhesystem der Ladungen4 am Raum-Zeit-Punkt x und somit bzgl.
jedes Inertialsystems. Da selbst unter den angenommenen speziellen Voraussetzun-
gen die| ¹ (x) in einem bel. Inertialsystem fÄur gegebenesx jeden zeitartigen Vektor
approximieren kÄonnen, folgt somit

F ¹º (x) = ¡ F º¹ (x) : (4.5)

4.1.3 E- und B-Feld

Entsprechend (4.5) besitzt die Matrix der F ¹º nur sechs unabhÄangige Komponenten,
die (im Gau¼ schen Ma¼system) mitE j ; B j bezeichnet seien:

0

B
B
B
B
@

0 ¡ E 1(x) ¡ E 2(x) ¡ E 3(x)

+ E 1(x) 0 ¡ B 3(x) + B 2(x)

+ E 2(x) + B 3(x) 0 ¡ B 1(x)

+ E 3(x) ¡ B 2(x) + B 1(x) 0

1

C
C
C
C
A

def= ( F ¹º (x)) (4.6)

Mit der De¯nition

E(x) def=
3X

j =1

E j (x) ej elektrisches Feld bzgl. L ;

B (x) def=
3X

j =1

B j (x) ej magnetisches Feld bzgl. L

(4.7)
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4Im Ruhesystem gilt nÄamlich f 0 = | 1 = | 2 = | 3 = 0.
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lÄa¼t sich dann (4.4) in der Form

f 0(x) =
1
c

| (x) ¢E(x) ;

f (x) = ½(x) E(x) +
1
c

| (x) £ B(x) Lorentz -Kraftdichte
(4.8)

schreiben.
Aus (4.6), dem Tensor-Charakter5 von F und der Gestalt (2.2) der speziellen

Lorentz -Transformations-Matrizen folgt fÄur elektrisches und magnetisches Feld
bzgl. Laborsystemwechsel:

E0
k(x) = L0

¡
Ek(x)

¢
; B 0

k(x) = L0
¡
B k(x)

¢

E0
? (x) = ° v L0

³
E? (x) +

v
c

£ B(x)
´

; B 0
? (x) = ° v L0

³
B ? (x) ¡

v
c

£ E(x)
´

(4.9)
(Beweis alsÄUbungsvorschlag).
Hieraus erkennt man deutlich die am Ende von3.2.1 angesprochene wesensmÄa¼ige
Verwandtschaft vonE- und B-Feld.

4.2 Die mikroskopischen Feldgleichungen

Aus (4.6) folgt

div E = 4¼½()
@

@x¹
F ¹ 0 =

4¼
c

| 0 : (4.10)

Mit

(G¹º (x)) def=

0

B
B
B
B
@

0 ¡ B 1(x) ¡ B 2(x) ¡ B 3(x)

+ B 1(x) 0 + E 3(x) ¡ E 2(x)

+ B 2(x) ¡ E 3(x) 0 + E 1(x)

+ B 3(x) + E 2(x) ¡ E 1(x) 0

1

C
C
C
C
A

(4.11)

gilt entsprechend
div B = 0 () @¹ G¹ 0 = 0 ; (4.12)

wobei: @¹ def=
3X

¸ =0

´ ¹¸ @̧ ; @¹
def=

@
@x¹

:

Version vom 26. M Äarz 2009

5Siehe (B.3) im Anhang.
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Da sich dieaº def=
3X

¹ =0

@¹ F ¹º und wegen

G¹º =
1
2

²¹º®¯ F ®¯ ;

²¹º®¯
def=

8
<

:

+1 falls (¹; º; ®; ¯ ) gerade Permut. v. (0; 1; 2; 3)
¡ 1 falls (¹; º; ®; ¯ ) ungerade Permut. v. (0; 1; 2; 3)

0 sonst

(4.13)

auch die â def=
3X

¹ =0

@¹
3X

¸ =0

´ º¸ G¹¸ wie (kontravariante) Komponenten von Vierer-

Vektoren transformieren, ist entspr. (4.10), (4.12) und Satz 3.2.1die GÄultigkeit der
Gleichungen6

div E = 4¼½ ; div B = 0

in jedem LaborsystemÄaquivalent zur GÄultigkeit der Maxwell-Lorentz schen
Gleichungen 7

3X

¹ =0

@¹ F ¹º =
4¼
c

| º (4.14)

3X

¹ =0

@¹ G¹º = 0 (4.15)

in jedem Inertialsystem.
Zum Vergleich mit derÄublichen Darstellung sei zusÄatzlich zu (4.10)/( 4.12) darauf

hingewiesen, da¼ aus (4.6)
µ

@¹ F ¹k =
4¼
c

| k 8 k 2 f 1; 2; 3g
¶

() rot B =
1
c

µ
@
@t

E + 4¼|
¶

(4.16)

und aus (4.11)

(@¹ G¹k 8 k 2 f 1; 2; 3g) () rot E = ¡
1
c

@
@t

B (4.17)

folgt.
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6Die erste Gleichung ist im momentanen Ruhesystem der Ladungen bekanntlich aus dem
Coulomb -Gesetz ableitbar, wenn½zur felderzeugenden Strom-Ladungs-Dichte| gehÄort.

7Da¼ bereits aus (4.3) die Existenz eines antisymmetrischen TensorsF ¹º folgt, fÄur den (4.14)
gilt, ist aus der Di®erentialgeometrie hinlÄanglich bekannt. Der entscheidende Punkt ist aber
natÄurlich, da¼ (4.14) fÄur den durch (4.4) charakterisierten Feld tensor gilt.
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Anhang A

Bondi's K -Kalk Äul ( Bondi, 1977 )

Zur Ableitung der Transformationsformeln aus dem RelativitÄatsprinzip kÄonnen wir
uns o.B.d.A. auf Ereignisse folgender Art beschrÄanken:
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ct01(E)

L
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E

E0

ct1(E0)
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ct(E0)

x

ct2(E)

Nach dem speziellen RelativitÄatsprinzip und dem Prinzip von der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit (sowie aufgrund der HomogenitÄat der Raum-Zeit) mu¼ dann

K L;L 0
def=

t0(E0)
t1(E0)
| {z }
=

t 0
1 ( E )

t 1 ( E )

= K L 0;L
def=

t2(E0)
t0(E0)

=
(A.3)

t2(E)
t0
2(E)

(A.1)
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gelten.1 Daraus folgt zunÄachst

K 2
L;L 0 =

t2(E0)
t1(E0)

(A.2)

sowie
t0
1(E) = K L;L 0t1(E) ;

t0
2(E) =

1
K L;L 0

t2(E) : (A.3)

Mit
ct(

0)
1 (E) = ct(

0)(E) ¡ x(0)(E) ;
ct(

0)
2 (E) = ct(

0)(E) + x(0)(E) ;
(A.4)

(angewandt aufE = E0) ergibt sich fÄur K L;L 0 gemÄa¼ (A.2)

K L;L 0 =

s
1 + v=c
1 ¡ v=c

: (A.5)

Explizit lauten die Transformationsformeln (A.3) gemÄa¼ (A.4) somit

ct0¡ x0 = (1 + vx=c)° v| {z }
= K L;L 0

(ct ¡ x) ;

ct0+ x0 = (1 ¡ vx=c)° v| {z }
= K ¡ 1

L;L 0

(ct + x) ;

sind also o®ensichtlichÄaquivalent zu den Formeln (1.6) der speziellenLorentz -
Transformation.

Anmerkung: Aus (A.3) folgt auch unmittelbar2

t0
2t0

1 = t2t1 ;

d.h. nach (A.4):
(ct0)2 ¡ x02 = ( ct)2 ¡ x2 : (A.6)

Version vom 26. M Äarz 2009

1K L;L 0 bezeichnet denDoppler -Faktor, mit dem die L-Sendezeitintervalle einer inL ruhenden
Licht impulsquelle zu multipliziern sind, um die zugehÄorigen L 0-Empfangszeitintervalle eines in
L 0 ruhenden Beobachters zu erhalten, der sich von der Impulsquellewegbewegt. Die genannten
Prinzipien verlange daherK L;L 0 = K L 0;L .

2Entsprechend einfach lÄa¼t sich die Formel (2.4) der relativistischen Geschwindigkeitsaddition
aus der BeziehungK L; L̂ 0 = K L̂ ;L̂ 0K L; L̂ ablesen. Vgl. dazu auch (Peres, 1987).



Anhang B

Tensoren Äuber TM

Die zu einer Basisf e0; : : : ; e3g von TM duale Basis des Dualraumes T ¤
M aller

Linearformen Äuber TM ist de¯niert durch

µ¹ (eº ) = ±¹
º (B.1)

Als p-stu¯g kontravarianten und q-stu¯g kovarianten Tensor Äuber TM be-
zeichnet man eine MultilinearformT Äuber V1; : : : ; Vp + q, falls genaup StÄuck der
VektorrÄaumeV1; : : : ; Vp + q mit T ¤

M , die Äubrigen mit TM Äubereinstimmen. DieKom-
ponenten eines Tensorsbzgl. der Basis f e0; : : : ; e3g sind z.B.

T ¹ ½
º¸

def= T (µ¹ ; eº ; ȩ ; µ½) fÄur Multilinearformen T Äuber T ¤
M £ T M £ T M £ T ¤

M (B.2)

Das Transformationsverhalten der Tensorkomponenten bzgl. Basiswechsel ist von
der Form

e0
¹ =

P
º ¤ º

¹ eº ;
P

¸ ¤ ¹
¸ ¤ ¸

º = ±¹
º

=) T0¹ 1 ¹ 3
¹ 2 ¹ 4

=
P

º 1 ;:::;º 4
¤ ¹ 1

º 1
¤ º 2

¹ 2
¤ ¹ 3

º 3
¤ º 4

¹ 4
T º 1 º 3

º 2 º 4

(B.3)

Bei BeschrÄankung aufLorentz -Basenf e0; : : : ; e3g erkennt man leicht:

T ¹ 3
¹ 1 ¹ 2 ¹ 4

=
X

º 1º 3º 4

´ ¹ 1º 1 ´ ¹ 3º 3 ´ ¹ 4º 4 T º 1 º 4
¹ 2º 3

usw. (B.4)
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