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Vorwort

Heute muYsdie Spezielle Relativifitstheorie in der Praxis bereits vielfach baicksich-
tigt werden (Beschleuniger, Raumfahrt, Astronomie, Kernteahik usw.), gehrt also
mittlerweile gewisserma¥en zum “alglichen' Erfahrungsbereich des Physikers.

Trotzdem scheint inr Vers@ndnis immer noch vielfach gro¥e Schwierigkeiten zu be-
reiten. Das liegt vermutlich an psychologischen Barrieren, i@ daher phren, da¥s die
Spezielle Relativifitstheorie oft alsprinzipiell unvereinbar mit der Newton schen
Raum-Zeit-Vorstellung deklariert und anhand scheinbar sendaneller Sachverhalte
(Zwillingsparadoxon,m = °, mg; E = mc? usw.) “erfutert' wird.

Daher soll in dieser Vorlesung auf vielleicht etwas provozierge \Weise vorgegangen
werden:

Zun&chst werden die Transformationsgesetze der Speziellen Refi#istheorie auf
Grundlage der naiven Ather-Theorie aus der Erfahrungstatsache abgeleitet
werden, da¥s mit bisher vesigbaren MeYzmethoden keine Ahgigkeit der Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit vom Bezugssystem nachweisbar ist. Damit sdlar werden,
da¥s dieNewton sche Raum-Zeit-Vorstellungim Hinblick auf Bezugssystem-
wechsel zwar praktisch wertlos, aber keineswegs unvereinbar mit der &pellen Re-
lativit Atstheorie ist! Erst danach wird das Relativitdtsprinzip, von demEinstein
sich leiten lie¥s, diskutiert.

Literaturempfehlungen:  (Born, 2009, (Einstein, 195, (French, 197),
(Rindler, 1969
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IDer wesentliche Punkt ist nur der, da¥ sich dieelativistische Kinematik { im Gegensatz zur
Newton schen Theorie nicht auf ideale, sondern aufeale MaYssibe und Uhren bezieht.
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Kapitel 1

Ableitung der speziellen
Lorentz -Transformation

1.1 Grunds Atzliches zur Raum-Zeit-Vorstellung

1.1.1 Idealisierungen in der Klassischen Mechanik

Jede physikalische Theorie ist auf vereinfachende Annahmen €hlisierungen) an-
gewiesen. |dealisierungen sclimken aber andererseits den @itigkeitsbereich einer
Theorie grundgitzlich ein und kénnen sich somit unter Umsénden als hemmenddr
die Weiterentwicklung einer Theorie erweisen. Man sollte aBhysiker daher stets
bereit sein, gewohnte ézliche Idealisierungen durch realistischere Annahmen zu
ersetzen. Einige typische Idealisierungen der Klassischen Meuaika

absolut starrer MaYastab

Massenpunkt

absolut gleichfrmige Bewegung

absolut periodischer Vorgang

Zeitpunkt

absoluter Raumpunkt

absolute Raumrichtung

absolute Gleichzeitigkeit

Euklidische Geometrie des physikalischen Raumes

Keinem dieser Begri®eal/st sich ohne Voraussetzung mindestens eines derigen
einekonkrete Bedeutung beimessen!

Da uns jedoch der kritiklose Umgang mit diesem (o®enbar in sich wigpruchs-
freien!) Begri®ssystem allzu vertraut ist, wollen widber dessen Problematikzu-
nAchst hinwegsehehund von den zugeBrigen “Vorstellungen' ausgehend versuchen,
Version vom 26. M Arz 2009

1Zumal die meisten der obigen Idealisierungemotwendiger Bestandteil auch der Speziellen
Relativit Atstheorie sind.




10 KAPITEL 1. ABLEITUNG DER LORENTZ-TRANSFORMATION

das Geschehen bei praktischen Raum-Zeit-Messungen zu “verstehe

1.1.2 Naive Ather-Theorie

Mit dem Siegeszug der Wellen-Theorie des Lichtes im 19. Jahridert Bber die
Korpuskulartheorie verfestigte sich die Vorstellung von einemle Materialien durch-
dringenden, homogenen, isotropen, elastischen Medium, dem .séther , in dem
sich die Transversal -Schwingungen des Lichtes ausbreiten.

Nach dieser Vorstellung mi¥te das Licht im (nur vomAther ausgefillten) lee-
ren Raum (Vakuum ) eine konstante, vom Bewegungszustand der Lichtquelle un-
abhéngige Geschwindigkeit relativ zum Ather haben?

Die Ather-Vorstellung hat gleichzeitig denscheinbaren Vorzug, den in1.1.1
aufgefihrten Begri®en eine konkretere Bedeutung zu verleihéiie Schwierigkeit ist
nur die, da%z es vermutlicprinzipiell kein reales Verfahren gibt, die Geschwindigkeit
z.B. der Erde relativ zumAther zu bestimmen (vgl.2.2.7).

Auf den ersten Blick mag diese Aussage unsinnig erscheinen, wenn méed. z
folgender bekannterBberlegung vonMichelson (1981) nachgeht, die den Vorzug
hinreichend genauer experimentelldBberprifbarkeit besitzt:

Man betrachte folgende pachdblichen MaY.sdben starre Anordnung, die sich
mit der Geschwindigkeitv » S, relativ zum Ather bewege:

Su

Q/

Man berechnet die Zeitt(®), die ein Lichtsignal bemtigt, um von Q nach S und
wieder zuick nachQ zu gelangen, leicht zti

r " ,
- . 4 2
t(®):21bj°3 1 Ysine (1.1)
C C
wobei:
o def 1
1i (v=0°

Version vom 26. M Arz 2009

2In neuerer Zeit durch Beschleunigerexperimente sehr genau betiigt; vgl. (French, 1977,
Abschn. 3.6.3). )

37.B.: absoluter Raumpunkt 2 feste Stelle im Ather.

4Siehe Bbungsaufgabe 7 zurEinfihrung in die Theoretische Physik |, WS 1994/95. Mit
v bezeichnen wir stets den Betrag der Geschwindigkeitv, mit ¢ den Betrag der Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit.
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Die lAngste resp. Wrzeste Laufzeit ergibt sich somitdr ®=0 resp. ® = Y42
5 -
2,5 b Ya 2, ) .
10)= 2°7ibsi; t 2 = 2 iks) (13
Zur Aberprléh‘ung dieses Laufzeitunterschiedes diente das Bamte Experiment von

Michelson und Morley , das vom Prinzip her folgenderma¥en aufgebaut war:

Spiegel

Glasplatte

beliebig bewegte
Lichtquelle

halbdurchlassiger

Spiegel
Spiegel PIeg

Fernrohr

(im Ruhesystem der Apparatur betrachtet).
Experimentelles Ergebnis:

Die bei Drehung der Apparatur entspr. (L.1) zu erwartende Verschiebung
der Interferenzstreifen stellt sichnicht ein!

Anmerkung: ¢ wurde bereits 1676 von OlaRémer durch Beachtung
desDoppler -E®ekts bei Beobachtung der Jupitermondeanerungswei-
se bestimmt (vgl. Born, 2001, S. 78/79)): c ¥4 3¢10'°<™. Die Erde sollte
sich mindestens einmal im Jahr relativ zumAther mit einer Geschwin-
digkeit bewegen, deren Betrag nicht unter demjenigen ihrdRelativge-
schwindigkeit zur Sonne, etwa 3@— liegt. Dann ist ¥ ¥ 10 4. Trotz

dieses extrem kleinen Wertes #¥ste dann beimMichelson -Versuch
eine Interferenzverschiebung nachweisbar sein, wie sich durehtspr.
Abschatzungen zeigendvat.

1.1.3 Kontraktionshypothese

Zum negativen Ausgang deblichelson -Morley -Experiments gab es mehrerkEr-
kl Arungsversuche:

(i) Erde im Ather runend (Ptolem &us, 150 n. Chr.)
| AuYserst unwahrscheinlich und im Widerspruch zu der vddradley  (1727)
beobachteten Aberration des Sternenlichtes (vgk.4.2).

Version vom 26. M Arz 2009

SVgl. (French, 1971, Abschnitte 2.6 und 2.7).




12 KAPITEL 1. ABLEITUNG DER LORENTZ-TRANSFORMATION

(i) Totale Ather-Mitf ¥hrung (Michelson )
| Dagegen sprechen die Resultate hinsichtlichnur partieller Lichtmitf dhrung
in bewegten optischen Medief.

(i) Lorentz -Kontraktion (Fizgerald , Lorentz , 1892)
Danach erfahrenalle Gegenséinde, diedblicherweise als starr betrachtet wer-
den, in Wirklichkeit eine Verkidrzung um den Faktor% in Richtung ihrer

Relativgeschwindigkeitv zu Ather.

| Daf i sprechen elektrodynamische Gleichgewichtsbetrachtungerie
Lorentz anstellte (Lorentz, 1909.

| Dagegen spricht h dchstens unsere vorgefa¥te Meinung!

DaYs die Kontraktionshypothese den negativen Ausgang ddghelson -Morley -
Experiments volls#éndig (also #r jede Stellung der Apparatur relativ zum Ather-
wind) erkl&rt,” erkennt man aus (.1) zusammen mit der Tatsache, da¥% sich die
kontrahierte LAngeijj aus der Ruhdngeijjo gemaYs

¢ 0 o (1.4)
v 1j £sin®

1 s
ibsj= —g : lo
berechnet®
Eine solche Kontraktion ist (leider nur) im Prinzip tatséchlich experimentell
nachweisbar, wie das folgende Gedankenexperiment véimstein (Einstein, 1956
S. 39) (vgl. auch (. E. Phipps, 1980) zeigt:

|Angs des Randes frei
_ - verschiebbare, mitbewegte
Standard-MaYishbe

“otierende Scheibe

Die Zahl der Standard-MaYsgibe, die sich in einer geschlossenen Kette um den Rand
legen lassen, Aingt bei festem RadiusR von der Drehgeschwindigkeit der Scheibe

Version vom 26. M Arz 2009

67.B. von Airy und Fizeau; vgl. (Born, 2001, S. 115{122) bzw. { hier mit Vorsicht {
(French, 1971, Abschnitte 2.4 und 2.5).

"Eine zudAtzliche Ahnlichkeitstransformation w irde daran nichts Andern, jedoch dem noch zu
besprechenden Relativitsprinzip (siehe 2.2.1) widersprechen.

8(1.4) folgt aus

3 T, 3 T, 3 T, 3 oy ¢
ibsiz= jbsisin® “+ °,jbsjcos® = °,jbsj + jbsjsin® '1; °2

iv%,,
c v -

i ¢
mit "1 °2 =
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ab (Versagen der Euklidischen Geometrie in beschleunigten Bggsystemen!).

Verabredung: Im Folgenden sei stets angenommen, da¥s sowohl die naive
Ather-Theorie als auch dieLorentz 'sche Kontraktionshypothese richtig
sei’

Die Lorentz -Kontraktion liefert den ersten Hinweis darauf, da%s die (ausigem
Grunde!) @blicherweise benutzten Verfahren der Raum-Zeit-Messunginzipiell
nicht ideal im Sinne vonNewton sind!

1.2 Problematik der Uhren-Synchronisation

1.2.1 Zeitdilatation

Prinzip der nAherungsweiseestimmung der Lichtgeschwindigkeit n. Fizeau
(1849; vgl. (Gerthsen, 1963 VI x17)):

Lichtquelle

| Leuchtschirm

S

period. halbdurchl.
Verschluvs | Spiegel
=
Atherwind

(im Ruhesystem der Apparatur betrachtet)
Die Laufzeit t entnimmt man den Verschlu¥sfrequenzen= Y | fiy die der Leucht-
schirm erhellt wird.

Formel (1.1) gilt nat ivlich auch hier unter der Voraussetzung, da¥v und jQSj
mit Uhren und MaYsiben gemessen werden, die relativ zuAther ruhen. Mit der
De nition .

kakL def ® zahl der im Labor ruhenden Metersébe, die
in eine Reihe zwische® und S passen

und (1.4), also unter Voraussetzung detLorentz -Kontraktion , folgt daraus:

2
T= Eo"kakL CMeter (1.5)

Version vom 26. M Arz 2009
9Quantenphdnomene, die der Wellentheorie widersprechen, seien bewu¥it auvser Acht gelassen.
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Somit gibt es #r den Ather nur eine Chance, siclprinzipiell auch der Beobachtung
durch konkrete Laufzeitmessungen zu entziehenamlich die sog.

Zeitdilatation: 1 Alle Uhren, die Bblicherweise als gleichlaufstabil angesehen
werden!! zeigen in Wirklichkeit um den Faktor% zu kleine Zeitintervalle an (laufen

also langsamer), wenn sie sich mit der Geschwindigkeitelativ zum Ather bewegen.

Fiv die Zeitdilatation spricht heutzutage z.B. die entsprechende Geschwindig-
keitsabhAngigkeit der Zerfallszeiten instabiler Elementarteilche(siehe (rench, 1977
Abschn. 4.6)).

Verabredung: Im Folgenden sei stets auch die Zeitdilatation als physika
lische Realiit angenommen.

1.2.2 Fir absolute Synchronisation ungeeignete Verfahren

Trotz Zeitdilatation und Lorentz -Kontraktion w#re das Ather-Ruhesystem be-
stimmbar, wenn man @umlich getrennte Uhren absolut synchronisierendnnte:
Ein “starrer' Kérper wirde sich genau dann relativ zumAther in Ruhe be nden,
wenn seine in einem festen Bezugssystem gemesseémge maximal vére. Einstein
schlo¥ daraus | indem er die Nichtnachweisbarkeit de#thers zum Prinzip erhob
| da% es grunds Atzlich kein reales Verfahren zur absoluten Synchronisatiodum-
lich getrennter Uhren gibt, das nicht auf ein anderes solchearéckgreift (womit der
Begri® der absoluten Gleichzeitigkeit dann auch absolut inhslos ist).

Nun werden aber lAngen bewegter érper i.w. so bestimmt, da¥ man Anfangs-
und Endpunkt zur vermeintlich gleichen Zeit im Labor markiet und dann die Ent-
fernung der Markierungen im Labor mit darin ruhenden Ma¥#ben ausmi¥it. Es
leuchtet daher sofort ein, da% die ermittelte Ange je nach Synchronisation von der
Geschwindigkeit des bewegten #pers ablAngt. Damit wird der quantitative Begri®
des @umlichen Abstandes relativiert.

Die also o®ensichtlich folgenschwere Problematik der Uhrensyrmhisation sei
zunAchst an einigen Beispielen verdeutlicht:

(i) Uhren-Transport:

Verrickt man von zwei urspénglich am gleichen Ort  absolut synchronisiert
im Labor ruhenden Standard-Uhren z.B. nur die eine um die Sttkes in Rich-
tung von v, dann wird danach die verickte Uhr gegember der unveriickten

Version vom 26. M Arz 2009
0Dje Zeitdilatation erkl &t auch den negativen Ausgang des Experiments vorKennedy und
Thorndike (Kennedy und Thorndike, 1932 (siehe (French, 1971 Abschn. 3.6.2)).
IMan beachte, da¥s sich auch diEizeau -Apparatur als eine solche (Licht-) Uhr verwenden BYt!
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| im Ruhesystem des Athers gemessen | aufgrund der Zeitdilatation min-
destens um das ZeitintervalPy°, nachgehen?

Um die Fehlanzeige zu korrigieren, #/4te man also die Relativgeschwindigkeit
zum Ather kennen!

Entsprechend den Ausfhrungen von1.2.1lie¥se sich dasdthstens durchab-
solute Laufzeitmessungen arEin weg-Lichtsignalen feststellen. Dazu éate
jedoch das Synchronisationsproblem bereits gst sein.

(i) Zeitsignale endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit (z.BLichtsignale):

Hier mi/ste man die endliche (i.a. richtungsal#imgige) Laufzeit becksichtigen
und dazu die Signalgeschwindigkeit relativ zurdther bestimmen | was aber
wieder vorherige L@sung des Synchronisationsproblems voraussetzt.

(iii) Signalgebung mit “starren' Kérpern:
Man kénnte auf den ersten Blick meinen, mithilfe nacliblichen Kriterien als
starr angesehener Brper Signale beliebig kleiner Laufzeit erzeugen und damit
das Synchronisationsproblemdisen zu énnen, z.B. mithilfe sto¥sender Stangen.

Bei genauerer Betrachtung wird sich das jedoch stets als Irmu herausstellen.
Z.B. breitet sich ein Stov#ber eine Stange stets welledfmig mit Unterlicht-
geschwindigkeit aus.

1.2.3 Scheinbare Auswege

Einige besonders kluge Lehrbuchautoren haben erkannt, dai &ynchronisati-
onsverfahren des inl.2.2 beschriebenen Typs an der universellen Besdhikung
der Signalgeschwindigkeiten scheitern und mit Hinweis daraifire Verwunderung
dardber gedu¥sert, da¥ nicht schon vdtinstein jemand die Unniglichkeit absolu-
ter Synchronisation bemerkt habe. Deshalb soll hier gezeigt sen, da¥s durchaus
Verfahren denkbar sind, die keine Signale verwenden und dergcheitern nur durch
AuYserst eigenartige E®ekte egkt werden kann:

Version vom 26. M Arz 2009
2Der Nachweis reicht o®ensichtlich div gleichf drmige Verrickungsgeschwindigkeitv© relativ
zum Ather. Dann ergibt sich fir die Di®erenz ¢t der Zeitanzeige beider Uhren:
Os 1
L e v
A_S _s¢

Vv
tt=@ 1, — § 1j 5 = i
Cc V¥ V Mittelwerts : C

ol<

°y  filr geeignetesv’2 [v;VY:
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(iv) Man betrachte folgende Apparatur (vgl. etwa (Viarinov, 1980):

Die Punkte P;, P, ruhen im Laborsystem. Hilt der Motor in einer bestimmten
Stellung an, so zeigen die Markierungen der Endscheiben &jfbzw. P,.

Man sollte meinen. da¥s danim Prinzip auch bei gleichdrmig drehendem
Motor die Markierungen stetsabsolut gleichzeitig aufP; bzw. P, zeigen.

Das prinzipielle Versagen dieser Method@¥t sich nur dadurch erldren, da%
nach Bblichen Kriterien als starr angesehene Zylinder eine von ir Relativ-
geschwindigkeit zumAther abhAngige Verdrillung erfahren, wenn man sie in
gleichrmige Rotation versetzt!

(v) Man verwende einen Propeller, dessen Drehachse genau zwesch; und P,
liegt und dessen Rigelenden in der Ausgangsruhelage diese Punkte ieren:

TN

— = — - t

Py . N P2

Nach einer festgelegten Zahl von Umdrehungen werde digdRkehr der Pro-
pellerspitzen zu ihren Ausgangspositionen als gleichzeitig fgstegt.

Das prinzipielle Versagen dieser Methodé¥t sich nur dadurch erldren, dava
ein nach@blichen Kriterien als starr anzusehende Propeller eine voredRela-
tivgeschwindigkeit seines Schwerpunktes zufther abhéngige Deformation®
erfAhrt, wenn man sie in gleichdrmige Rotation versetzt!

(vi) Ein vom Labor aus ‘gesehen’ stets zu é’le paralleler Schieberdse die bei
P, resp.P j 2 be ndlichen Startkndpfe der zu synchronisierenden Uhren aus:

=

<
CHC

Version vom 26. M Arz 2009
3Man denke sich den Propeller zu einer Scheibe efgzt und studiere die Auswirkungen der
Lorentz {Kontraktion.




1.3. DIE SPEZIELLEN LORENTZ- TRANSFORMATIONEN 17

Das prinzipielle Versagen dieser Method@¥at sich nur dadurch erldren, da¥a
der Schieber in Wirklichkeit (also vomAthersystem aus beurteilt) eine von sei-
ner Relativgeschwindigkeit zumAther abhAngige Neigung edhrt, wenn man
ihn in gleichfdrmige Bewegung relativ zum Labor versetzt | weshalb er einen
der Punkte tatsAchlich frdher als den anderen beihrt.

(vii) Man verwende anstelle eines Signals einen mit hinreiehd hoher Geschwindig-
keit'* wandernden Licht°eck zur beliebig genauen Synchronisation:

Licht°eck 1

~
~
~
~
~

AN

/7
° inr. weit entf.
=~ Laser Leuchtschirm

P>

Diese Methode versagt aushnlichen Giinden wie die in (vi) vorgestellte (vgl.
(de A. Martins, 1982).

1.3 Die speziellen Lorentz - Transformationen

1.3.1 MeYavorschriften der Speziellen Relativit  Atstheorie

Wenn man nicht feststellen kann, mit welcher Geschwindigkeitah ein Labor relativ
zum Ather bewegt, hat es angesichts derorentz -Kontraktion auch wenig Sinn,
nachabsoluten LAngen zu fragen. Stattdessen ist es natich, den Abstand zweier
fester Punkte P1, P, im Labor mit der LAnge eines ebenfalls im Labor ruhenden
Meterstabs zu vergleichen. Man bezeichnet dann die &

J'thJ.L gef thsz ¢Meter

als denAbstand der Punkte P, P, im Laborsystem

Entsprechendes gilt angesichts der Zeitdilatationdif ZeitabstAnde, solange man
sich auf Ereignisse beschnkt, die an einundderselben Laborstelle statt nden.
Version vom 26. M Arz 2009
14Die Geschwindigkeit eines solchen Licht°ecksd¥at sich in vollem Einklang mit der RelativitAts-

theorie beliebig hoch einrichten!
15Man beachte die De nition @ber (1.5).
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Somit IAY4t sich demittlere  Geschwindigkeitsbetragv, fév ein von P, nach P,
ausgesandtes und voR, nachP; re°ektiertes Signal aufidbliche Weise | vom Labor
abhdangig! | de nieren:

v, o 2jl’1P2j
“ 7 Labor-Zeitabst. zw. Signal-Aussendung und 4#&kkehr

o

*P. PZ[I

(P1, P> im Labor ruhend)

Speziell fir Lichtsignale mu¥ sich aufgrund vohorentz -Kontraktion und Zeit-
dilatation fiv jedes Laborsystem der gleiche Wert7, = c ergeben®

Die entsprechend einzufhrende mittlere Geschwindigkeit des Signals auf nur
einem Wege vonP; nachP, hangt dagegen davon ab, wie man den Laborzeitabstand
fiv rAumlich getrennte Ereignissede niert | eine Bestimmung des “absoluten’
Zeitabstands ist ja o®enbar nicht mglich! Will man nun nicht véllig willk élich
durch eine solche De nition eine Anisotropie der Ausbreitungsgeseimdigkeit des
Lichtes im Labor einfdhren, so gibt es allerdings nur eine Bglichkeit, nAmlich die
von Einstein (1905) vorgeschlagen&

Verabredung: Zwei Ereignisse an den festen LaborpunkteR; resp. P,
sollen genau dann algleichzeitig im Labor  angesehen werden, wenn sie
mit der Ankunft eines auf halber Strecke zwischeR; und P, ausgesandten
Lichtblitzes bei P; resp.P, zusammenfallen.

Fiv die Endpunkte Py, P, eines Meterstabs lievse sich das Synchronisationsverfahren
im Ruhesystem desAthers' folgendermaYsen graphisch darstellewenn man die
(in x-Richtung angenommene) Geschwindigkeit des Labors relativ zumAther
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Bygl. 1.2.1
"Man kann zeigen, da¥s digl.2.2 und 1.2.3 besprochenen Synchronisationsverfahren alle dazu
Aquivalent sind.
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bestimmen ldnnte:

ct ,_ctl
Meter 2/ Meter , /
5 : /

-

- ﬁ&]LaboL
ke gleichzeltig

_X
Meter

Nun ist klar, wie Zeitabst Ande im Labor fé rAumlich getrennte Ereignisse
zu de nieren sind: Man identi ziert sie mit den entsprechenden Zi@bstAnden zu
ihnen “gleichzeitiger' Ereignisse an einundderselben Labaaiét.

Man sieht sofort, da¥ sich als Folge dieser MeYavorschriften aulhdie Labor-
bezogeneEin weg-Geschwindigkeit des Lichtes (im Vakuum) unal#ngig von der
Ausbreitungsrichtung der Wert c ergibt.*8

Klar ist nun auch, wie man denAbstand im Labor zu einem festen Labor-
Zeitpunkt  fir zwei beliebig bewegte MassenpunktB?, P2 de niert, nAmlich so
wie bereits zu Beginn vonl.2.2 beschrieben: Man identi ziert ihn mit dem Labor-
Abstand der beiden festen LaborstelleR;, P, an denen sictP?, P zum betre®enden
Labor-Zeitpunkt be nden.

1.3.2 Zweidimensionale Koordinatentransformationen

Es liegt nun die Frage nahe, wie die id.3.1de nierten Labor-Grévserr Aumlicher
und zeitlicher Abstand, Geschwindigkeit usw. vom (stets absolut gleichdérmig
angenommenel?) Bewegungszustand des Labors ahgen.

Seien alsoL und L° zwei Laborsysteme, von denen das erste (al&9 relativ
zum Ather ruhe, das zweite sich relativ zumAther mit der Geschwindigkeit v be-
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83ei in der Mitte zwischenP; und P, ein halbdurchldssiger Spiegel aufgestellt. Dann erreicht der
durchgehende Anteil eines vorP; ausgesandten LichtblitzesP, de nitionsgemaAY. zur gleichen Zeit,
zu der der re°ektierte Anteil zu P; zuréickkehrt. Folglich stimmt die Einweg-Lichtgeschwindigkeit
mit der mittleren Zweiweg-Lichtgeschwindigkeit ¢ @berein.
¥Man @berlege sich, wie der Begri® “gleicfmige Bewegung' von der Gleichzeitigkeitsde nition
abhangt.
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wege?® Sowohl diex-Achse vonL als auch diex“Achse vonL°sei parallel zuv. Die
Nullpunkte beider raumzeitlicher Koordinatensysteme mgengbereinstimmen:

: i x=Meter

L: i 2 i 1 0 |1 2
o
LO: i 1 0 "1 '3 x%Meter
- g ® D

Den Zusammenhang zwischen ddn-Koordinaten t;x und den L“Koordinaten
t% x° filr beliebige Ereignisse auf dek-Achse (= x%Achse) entnimmt man dann
mihelos dem folgenden 2-dim. Raum-Zeit-Diagramm:

ct=Meter u
-7
-7 // |
/// S
- , |
- / |
-7 / |
-7 / |
/ i
- / |
Vi -7 /
X - |
c P // |
/// / !
- / |
_/ct=Meter / |
- )/ |
e Y |
// ‘
3+ - )/ I
P / |
7 // |
e [
) 2 y |
, |
/ |
21 / |
s 7 x%=Meter ;
Zeitdil. -7 / I
00— ! /// // // !
o 1 - |
ct="°, 1% 1/~ K J/ !
2 / |
/ |
// !
|
// !
/ |
/ |
/ |
/ |
} } +
2 3 x=Meter
x%=°, %Ct
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20Dann wirden die rdumlichen und zeitlichen Labor-Abstédnde in L mit den absoluten LAngen
und Zeitintervallen @Abereinstimmen!
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Er ist gegeben durch diespezielle Lorentz -Transformation 2!

X0 = °u(x i th)
¢ (1.6)
ct® = °,(ct j !x)
c
und die (gleichstrukturierte!) Umkehrformel
X = °,(x° + !cﬂ
¢ (1.7)

ct

V
ov(Ct0 + EX()

1.3.3 Vierdimensionale Koordinatentransformationen

SeienL und L° die bereits in 1.3.2 betrachteten Laborsysteme. Dabei sollen zum
Zeitpunkt t = 0 in L auch diey-Achse mit der y>Achse und diez-Achse mit der
z%Achsebereinstimmen.

Es soll der Zusammenhang zwischen derf-Koordinaten (t%x%y%z% und den
L-Koordinaten (t; x;y; z) fik ein Ereignis bestimmt werden, das nicht notwendig auf
der x-Achse statt ndet.

Man macht sich leicht klar, da¥s man die (durchorentz -Kontraktion bedingte)
AbhAngigkeit der Gestalt einesfiblicherweise als starr angesehenendipers von
dessen (gleiclirmig angenommenen) Bewegungszustand nicht dadurch festsall
kann, da¥ man ihn mit relativ zu ihm ruhenden ruhenden StanddMaYasfiben
vermi¥st. Folglich stellt auch der Labor-Abstand irL° eine euklidische Norm dar:

. y®=Meter
B _ T4l ‘\\W/P
Momentanposition von L%in L : RO RN Vv
;7 :2)‘\ \\Z \ —'p
o7 ~ /0D
/ / / 2 A \
" L s~ \\ A\ \\
KOPKE, = kaXkEO"' kbxpkfo F L. Y\ Vi - Px
IR AN 2
T T
Lo L[ /10218/415 yoopeter
\ \ \ \ | 7~ 1

Dabei ist der zuge#rige Orthogonalitdtsbegri® nagklich Labor-abhangig. So “er-
scheint' (beachte in diesem Zusammenhang jedo@4.2 z.B. ein in L° ruhender
Wirfel von L aus beurteilt i.a. nicht mehr rechtwinklig:
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2!Man beachte die Dualitdt beider Gleichungen: die eine geht jeweils aus der anderen hervor,
wenn manx mit ct und gleichzeitig x° mit ct® vertauscht.
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Die x%, y% und z%Achse erscheinen aber auch in° paarweise orthogonal (aufgrund
der speziellen Ausrichtung). Da au¥erdeb?-Synchronisation vonL %Uhren mit glei-
cher xX>Koordinate mit der L-Synchronisation (entspr. bewegter Uhren)iberein-
stimmt, fAllt das Ereignis 22 mit den L%Koordinaten (t% x% 0; 0) mit dem durch die
L -Koordinaten (t; x; 0;0) charakterisierten Ereignis zusamme#?

Daher gelten die Formeln (.6), (1.7) auch fiv Ereignisse, die nicht auf derx-
Achse statt nden!

Da EinheitsmaYssddbe senkrecht zur Bewegungsrichtung keineAhgernderung
erfahren, gilt im Borigen

Y=y; 2=z (1.8)
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22Wir identi zieren i.a. Ereignisse mit den Raum-Zeitpunkten, an denen sie statt nden.
230bwohl wir nur vorausgesetzt haben, da¥ diel%Koordinaten (t%x%y%z% und die L-

Koordinaten (t; x;y; z) einunddemselben Ereignis zukommen.




Kapitel 2

Grundph Anomene relativistischer
Kinematik

2.1 Folgerungen aus Gruppeneigenschaftender  Lorentz -
Transformationen

2.1.1 Gruppeneigenschaften

In Matrix-Form | A%t sich die spezielléorentz -Transformation folgenderma¥en
darstellen'l

5 ,
0 1 o 1 O, v, 1
ct0 ct v et =X
% § PPz LT % § e §SGZ%§§ = % v(X i V?Xct) (2.1)
y
O
z z .
wobei: o v 1
v i%— 00
Vy ¢
Q\S/Eez def %i OVE °, 0 ?)E 2.2)
0 0 1
0 0 01
Aus (2.2) und der De nition von °, in (1.2) ergibt sich?
o = e (2.3)
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tvgl. (1.6){( 1.8). vy bezeichnet jetzt die (als einzige von 0 verschiedene) Komponente vonin

Richtung de|r posmve(p X- Achse Dann gelten @.1) und (2.2) auch fiév den Fall vy < 0 (v = jvyj).
2Wegen 1+ Yxlx o o

12) 1v4°uJ

23
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mit 3 U
def X X
vx-f-‘ux = W (24)
CZ
Die Menge aller %)eziegem.orentz -Transformationen zufest vorgegebener
x-Richtung L, €' =Sz pildet daher hinsichtlich der gewbhnlichen Matrix-

Multiplikation eine Gruppe; d.h.:
i ¢ i ¢ o
1. ofP®? ‘niPeZnihez = "pfPezniPez oiPez 2 |, (Assoziativit At)
2. o nspez = g Pz PEE = g sbez (Exjstenz desneutralen  Elements =55°%%)

3. o FnsPez = g spezg 3P — o Sbez  (Exjstenz des zu §P°* inversen Elements
spez) X X I Vx X X
o]
i Vx

Mit der Zeitspiegelung soperation

O 1 ©O 1
ct j ct
X def X
T% § - % § ; 2.5
y y (2.5)
z z
der Raumspiegelung soperation
0O 1 ©O 1
ct ct
X def i X
P% § = %' § 2.6
y iy (2.6)
z i Z

und der 18G-Drehung um diez-Achse
1 1

0 0
ct ct
X def i X

B ulixE

@y iy 2.7)
Z Z

ergibt sich folgende ®izliche Darstellung der Umkehrtransformation:
i ¢
aXfP = M oM fie M 21 T;P; P:g (2.8)

Im #brigen beachte man die Symmetrfeder Matrix @ $PeZ.
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3Eine systematische Bestimmung der allgemeineBberlagerung relativistischer Geschwindig-
keiten erfolgt in 2.4.1
“Die Matrizen von Drehungen im 3-dim. euklidischen Raum sind dagegen antisymmetsich!
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2.1.2 Physikalische Interpretation

Gegeben seien folgende vier Laborsysteme, deren Koordinatdrsen zumL-Zeit-
punkt O zusammenfallen:

Laborsystem x-Komp. der Koordinaten
Geschw. rel. zAther | einunddess. Ereignisses
L 0 (ct;x;y;2)
LO Vy (ct® x%y% 29
( Uy (cf 2;9;2)
(o W = U vy (cf% 2% 9% 29

Dann besagt £.3), da¥ sich did"®Koordinaten aus denL%Koordinaten nach den
gleichen Regeln ergeben, wie d&-Koordinaten aus denL-Koordinaten. Somit er-
scheint ein Meterstab, der in“°ruht, in C mit der gleichrmigen Geschwindigkeity

in x-Richtung bewegf und um den Faktor 1=°, verkivzt. Entsprechend zeigt eine
Standard-Uhr, die in ' mit gleichfrmiger Geschwindigkeitv, in x-Richtung be-
wegt erscheint, Zeitintervalle an, die nur das4°,-fache der entspr-Zeitintervalle

betragen. Da, wie in2.1.3 gezeigt wird, zu gegebenen, ; wy 2 (j C;+cC) stets ein
vy 2 (i c;+0) mit w, = U,$v, existiert, folgern wir:

Lorentz -Kontraktion und Zeitdilatation treten also als Scheine®eld in
jedem Inertialsystem  (‘absolut' gleichBrmig bewegtes Labor mit den
entsprechenden Labor-eigenen MeYavorschriften) &uf.

Das ist natdvlich nur aufgrund der Labor-AbhAngigkeit der Uhren-Synchronisation
m@glich!’

Solange man freilich nicht die Geschwindigkeit eines Intealsystems relativ
zum Ather feststellen kann, B4t sich auch nicht konkret entscheiden, dborentz -
Kontraktion und Zeit-Dilatation bzgl. dieses Systems “wirkth' oder nur vorgetauscht
sind!
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5Da [* seinerseits inL mit der Geschwindigkeit uy in x-Richtung bewegt erscheint, bezeichnet
man (2.4) als relativistisches Gesetz deiGeschwindigkeitsaddition
5Diese Aussage erscheint nur dann widersinnig, wenn man z.B. in der Formulierung

L-LAnge vonM % < L -LAnge vonM ; L %LAnge vonM < L %L#nge vonM °

(M in LO ruhender Meterstab) die genaue lAngenspezi zierung unterschiigt!
"Fiv den Spezialfallv, = j uy |AYat sich das sehr gut an dem Diagramm auf Seite? ablesen.
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2.1.3 Vakuum-Lichtgeschwindigkeit als obere Schranke
Aus (2.4) folgt unmittelbar

:uxﬁv)f:: 023 1 (¢ (l;;)j) (¢ 2(vx)2),
| ( {ngx) }

>0

v jusj ;v <c

und somit?® © a
def . . e . A
Vi, = UWHve w2 (jc+co) =(jc+0
Zwei Unterlichtgeschwindigkeiten (gleicher Richtung) #&nnen sich alsophysika-
lisch, d.h. im Sinne von @.4) nie zu einerBberlichtgeschwindigkeit aufaddierer!
Mithilfe einer genaueren Auswertung dieses Sachverhaltei/t sich leicht der
zu Beginn von1.1.3 angesprochene E®ekt scheinbarer partiell&ther-Mitf Bhrung

erklaren.

2.1.4 Partielle Gleichwertigkeit aller Inertialsysteme

Aus der Tatsache, da¥. die Geschwindigkeitsadigigkeit der LAnge gleichdrmig
bewegter MaYsgbe sowie der Laufgeschwindigkeit gleiainig bewegter Uhren in
jedem Inertialsystem gleich erscheint] folgt noch nicht, da¥ dasgr alle physikali-
schen Gesetze gilt. Jedoch folgt unter Voraussetzung der Konitnmstheorie:

Satz 2.1.1 Ein raumzeitlich homogenes physikalisches Gesetz, das sicledem
Inertialsystem rAumlich isotrop formulieren BYat, A%t sich in jedem Inertialsystem
auf einunddieselbe Weise formulieren.

Beweis: SeienL und L° Inertialsysteme, deren Koordinaten entspr. .1) korreliert
sind. Nach (2.3) und (2.4) existieren dann einuy 2 (j c;+c) und Inertialsysteme

Lq;Lo;Ls mit
L=1Ly; L% Ls
und
0 1 0 1
ctj+1 (E) ctj (E)
: = ﬁ’iez % : & fiv j = 1;2 und beliebige EreignisseE ;

Zj+1 (E) Z (E)

wobei:

(ct(E): i1z (E)) E' Ly-Koordinaten von E fidr k = 1;2; 3:
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8Man betrachte die Grenzéllev!§ cundv!j u.

9Freilich kann die mathematische Relativgeschwindigkeit zweier Kérper zueinander in ein-
unddemselben Laborsystem die Lichtgeschwindigkeit durchaugberschreiten.

101n 2.4.4 werden wir sehen, da¥ diegi beliebige Bewegungsrichtungen gilt.
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L
M @
nﬁgez i @ nﬁgez
i @
i @
L=1L, - 0= |,

Spez — py SPezp spez
iV a gheen P

BezeichnePé (E) jeweils dasjenige négliche Ereignis, das sich vorE nur auf folgende
Weise durch die Koordinaten3untersc,heidet:

0 ) 1 0 1
ctj P3(E) ct; (E)
s - § « Ps% :

z PJ(E) Z
Dann folgt aus obigen Annahmen mit 2.1):
0 i_gi_,, 001 0 1 0 1
cts P3 P3(E) ct1(E) ct1(E)
; =PupPet® K =B 1 K @9
i qi; ; (2. ;
z3 P§ PZ(E) z1(E) z,(E)

Seien nun G ein gegebenen Gesetz und V ein ngch G erlaubtgr Vorgang. Wergh G
isotrop ist, dann sind auch ¥ €" "P2(E): E2V und VO & P3E): E2¢
a

. : odef © i, ¢
nach G erlaubte Vorgange. Nach @.9) ist aber V' = P3 P£(E) : E 2V bzgl
L= L3 genau so beschreibbar, wie V bzglL = L.

Wenn G homogen und isotrop ist, ist die #r L;L © benutzte Voraussetzung in @.1)
unerheblich* g

Anmerkung: Die Gesetze, denen die schwache Wechselwirkung {Zerfall) genggt,
sind nicht P-invariant (siehe etwa (Ford, 1966, Kapitel VIII, Parit At)). Auch scheinen
physikalische Gesetzmvsigkeiten zu existieren, die nichT -invariant sind ( Fitch, 1981)
(Cronin, 1981). Dagegen hat es bis zum heutigen Tage noch keinen ernsthaften Hin-
weis auf raumzeitlich inhomogene oder #umlich anisotrope Gesetzndviigkeiten ge-
geben! Nach Satz2.1.1 bedeutet das: Bzgl. der Beschreibung&mtlicher bislang von
Physikern untersuchter Gesetznésigkeiten scheinen alle Inertialsysteme gleichberech-
tigt zu sein.*?

2.2 Einstein 's Interpretation

2.2.1 Spezielles Relativit Atsprinzip

Die Erfolglosigkeit aller Versuche, derfther nachzuweisen, konnteEinstein sich
nur durch Nichtexistenz desselben erfiten. R ihn war das Raum-Zeit-Kontinuum
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1Die speziellen Voraussetzungendf (2.1) an die Koordinatensysteme werden zu Beginn von
2.3.2noch einmal ausfihrlich beschrieben.
Daraus lavst sich z.B. die in1.2.3 erwdhnte Verdrillung rotierender Zylinder aufgrund ihrer
Translationsbewegung ableiten.
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"an sich' kein Gegenstand der Betrachtung, sondern seiner Ansictatich waren einzig
und allein die Relationen der materiellen Dinge zueinandéfy den Ablauf der phy-
sikalischen Vorginge von Bedeutung. Das#hrte ihn als Vorstufe zur Allgemeinen
Relativit Atstheorie direkt auf folgende Hypothesé?

Spezielles Relativit Atsprinzip:
Naturgesetze lassen sich in allemertialsystemen ** auf einunddieselbe
Weise raumzeitlich homogen und&umlich isotrop formulieren.

Bei Giltigkeit des speziellen Relativiitsprinzips | woran entspr. 2.1.4 kaum
noch zu zweifeln ist | w Are der Ather' prinzipiell unnachweisbar! DieAtherhy-
pothese reduzierte sicldann auf eine absolut gegenstandslose "E#kuing' fév das

Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: 15

Es existiert mindestens ein Inertialsystem, in dem die Vakuum
Lichtgeschwindigkeit unabkngig sowohl von der Ausbreitungsrichtung als
auch vom Erzeugungsvorgang stets den Betrag c hat.

Einstein zog es vor, dieses Prinzip direkt als physikalische Redlitzu akzep-
tieren | etwa als Folge der Maxwell 'schen Gleichungen.

Nach den Auskhrungen von1 sollte klar sein, da¥ sich allein aus ddyeiden
hier genannten PrinzipienLorentz -Kontraktion und Zeitdilatation ableiten lassen.
Mit den Einstein schen Synchronisationsverfahren ergeben sich dann degentz -
Transformationen wie in1.3 (und fif gedrehte Koordinatensysteme ir2.3.3.°

Will man die Existenz desAthers nicht voraussetzen, mu%: man sich nun aber
davon éberzeugen, da¥. dieses Synchronisationsverfahren | aufgrudeér Konstanz
des mittleren Betrags der Lichtgeschwindigkeifiber beliebigegeschlossene Wege
| wirklich in sich konsistent ist, d.h. da¥ die damit vollst Andig de nierte Gleichzei-
tigkeit eine Aquivalenzrelation darstellt’

1. ZunAchst Bberzeugt man sich davon, da¥% vdPy und P, ausgesandte Signale
genau dann gleichzeitig am Mittelpunkt der Verbindungsstrée ankommen,
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3Man beachte allerdings, da¥s auch die klassisctewton 'sche Theorie dem Relativitdtsprinzip
gendgt, wenn man anstelle desEinstein 'schen Synchronisationsverfahrensbsolute Zeitsynchro-
nisation (fév die dann die in 1.2.2und 1.2.3angesprochenen Verfahren als geeignet anzusehen sind)
verwendet!

4Man beachte, da¥s der Begri® “Inertialsystem' verabredungsgéh neben verschiedenen Ideali-
sierungen (“absolut' gleichBrmige Bewegung, Euklidische Geometrie usw.) die Verwendung der in
1.3.1 beschriebenen MeVavorschriften einschlie¥t!

1SErst dieses Prinzip zusammen mit dem speziellen Relativtsprinzip macht eine Abweichung
von der Newton 'schen Theorie iy realisierbare Experimente notwendig.

8vgl. (Einstein, 1909 und (Cook, 1979. Siehe auch AnhangA und (Peres, 198).

7Wir nehmen hier natgvlich an, da¥ der mit “starren' MaY.siben vermessene physikalische Raum
euklidisch ist.
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wenn sie im Sinne delEinstein schen De nition gleichzeitig vonP; und P,
ausgesandt werden.

2. Daraus erkennt man, da¥% ein Lichtblit®; und P, gleichzeitig erreicht, wenn
er von irgendeinem PunktQ derjenigen Ebene ausgesandt wird, die senkrecht
zur Verbindungsstrecke zwischeR; und P, steht und den Mittelpunkt dieser
Strecke enttalt:

P, ' P,

3. Damit AVt sich schlie¥ilich zeigen, da¥iHiestein sche Gleichzeitigkeitsde -
nition transitiv ist:

2.2.2 Kausalit Atsprinzip

SeienE; und E, Ereignisse mit den karthesischeh-Koordinaten (ct;; X1;y1; 1) und
(cty; X2 ¥2; 2). Dann schreiben wir (:tl;xl;yl;zl)f, (cty; X2;¥2; 20) bzw. ELL E,,
falls die Ereignisseraumartig zueinander sind; d.h. falls sie in einem geeigneten
Laborsystem gleichzeitig an verschiedenen Orten statt nde:

(cty; X1;y1; 22) E (Cto; Xa; ¥2; 22)
0 0> fCtli ct2)? i (X1 | Xz)z{i' (ii ¥2)°i (zi 22)}2 (2.10)

unabhAngig von L

Man beweist nun leicht den folgenden

Satz 2.2.1 Jede der folgenden Bedingungen idquivalent zuE, £ E,:
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8Die Invarianz des Ausdruckes auf der rechten Seite vonX10) unter r Aumlichen Drehungen
und raumzeitlichen Translationen ist evident, diejenige unter speziellerLorentz -Transformation
(1.6) folgt aus (A.6) (oder direkte elementare Rechnung). Daraus folgt die UnabBngigkeit von L
und der darin gewdhlten karthesischen Basis.
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(i) Es existieren ein InertialsystemL® in dem E fr Bher als E, und ein Inerti-
alsystem(*® in dem E; spéter als E, statt ndet: t9 <t9; 0 > 9.

(i) Es existiert ein Inertialsystem, in dem man sich mit@berlichtgeschwindig-
keit bewegen mite, um an beiden Ereignissen teilzunehmen.

(iii) In jedem Inertialsystem mlAYate man sich miﬂAberIichtgeschwindigkeit bewe-
gen, um an beiden Ereignissen teilzunehmen.

Beweisskizze:

ct=Meter Axt=Meter

x=Meter
O.B.d.A. kann E, im Koordinatenursprung undz; = 0 vorausgesetzt werden. g

Nach Satz2.2.1stédnde eine Wirkungsausbreitung miﬂAberIichtgeschWindigkeit
aufgrund des speziellen Relativit ~ Atsprinzips im Widerspruch zum

Kausalit Atsprinzip:
Es existiert ein Inertialsystem, in dem jede Ursache ihrer Wirkum zeitlich
vorausgeht.

Da wir natiérlich auch das Kausaliitsprinzip als giltig ansehen wollen, rdssen wir
folgern:

Signale mit %erlichtgeschwindigkeit lassen sich prinzipiell nicht her-
stellen!

Aufgrund von (2.4) (sowie der entspr. Verallgemeinerung auf Geschwindigkeiten
unterschiedlicher Richtung) widerspricht das nicht dem spegilen RelativitAtsprinzip
und es gedgt somit, die Transformationsformeln (.6) fiv v < ¢ zu haben.
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Warnung: Trotzdem kénnen sich gewisse lokalisierte E®ekte, wie z.B.
der in 1.2.3 betrachtete Licht°eck, mit Bberlichtgeschwindigkeit “fort-
planzen'!

2.2.3 Zwillingsparadoxon

Obwohl man identi zierbare Objekte (zu denen z.B. der iri.2.3erwéhnte Licht°eck
nicht zAhlt) nicht mit Bberlichtgeschwindigkeit bewegen kannabat sichim Prinzip
doch jede (Labor-feste) Stelle im Universum zu Lebzeiten ercben:

Man mu¥z sich ja “nur' in ein hinreichend schnelles Raumfahrzebegeben, um
die Lebensakdufe wahrend der Reise | vom urspridnglichen Bezugssystem aus be-
trachtet | entsprechend zu verk ivzen, d.h. die Lebenserwartung entsprechend zu
verlAngern?®
DieseBberlegung fihrt auf das sog.Zwillingsparadoxon:

Wenn von einem Zwillingspaar im Kindesalter der eine | nennen vir ihn

A | auf der Erde weiterlebt, der andere | nennen wir ihn B dagegen
durch den Weltraum reist und erst nach Vergreisung voA zuriéckkehrt,
so kannB bei hinreichend gro%zer Reisegeschwindigkeit durchaus alsKin
zuriickkehren.

Diese Situation erscheintnur beim sehr ober® Achlicher Betrachtung als pa-
radox , wenn man etwa wie folgt argumentiert:

Im Ruhesystent® von B erscheinen die Lebensafilife vonA langsamer als die
von B. Daher kdnnte B mit gleichem Recht erwarten, da% ihm bei der Rdckkehr
als Kind entgegentritt.

Der Fehler dieser Betrachtung liegt nadrlich | wie bei allen scheinbaren Pa-
radoxa der Speziellen Relativiétstheorie | in der stillschweigenden Identi zierung
Version vom 26. M Arz 2009

¥ Andere Betrachtungsweise: Im Ruhesysteni © des Reisenden erscheinen dessen Lebengalie
wie gewohnt, aber die Entfernung des relativ zuL ruhenden Reiseziels hinreichend venlirzt.

20pje Reisegeschwindigkeit sei mit Ausnahme einer relativ kurzen Umkehrphase als katasit
angenommen.
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objektiv unterschiedlicher Gleichzeitigkeitsbegri®e:

/r ct=Meter
A ct=Meter

/ _____.-r-""hin—gleichzeitig

unbeachtet{ 5--_:-};'-.1-'-Erreichen des Reiseziels

....,.....__._.‘rﬂck-gleichzeitig

x=Meter

2.3 Passive und Aktive Transformationen

2.3.1 Dreler- und Vierervektoren

Vereinbarung: Statt (x;y;z) werde jetzt stets (x';x?;x%) geschrieben.
Die den rAumlichen Translationene; in L entsprechenden Translationen
im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum seien mig, bezeichnet:

Ya
Meter & L-instantane Verschiebung um ein
§ ~ L-Meter in Richtung der x! -Achse vonL

Unter einem (physikalischen)Dreier-Vektor  in L versteht man eine Linearkom-
bination

x = x'e, + x%e, + x%g;

lischer Dimension).

Natévlich kdnnen die karthesischer! -Achsen (gemeinsam) beliebig gedreht werden.
Die Komponenten vonx sind dann entsprechend z@éndern.
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Analog zu den reinL-rAumlichen Verschiebungen lassen sich redinzeitliche Ver-

schiebungen de nieren:
Y%

Meter &' L -ortsfeste Verschiebung auf den
& ~ um Y spateren L-Zeitpunkt

ct=Meter

x1=Meter

Unter einem Vierer-Vektor  versteht man eine beliebige Translation im vierdi-
mensionalen Raum-Zeit-Kontinuum. Es ist klar, da¥@f jedes InertialsystemL die
bilden. Jeder Vierer-Vektorx |A%st sich also als entspr. Linearkombination schreiben:

x = x%, + x'e, + x%, + x°g,

wir als Lorentz -Basen bezeichnen. Mit ihrer Hilfe fhrt man Ablicherweise das
inde nite  Minkowski -Skalarprodukt 2*

x by € X0 i Xyt kY Xy (2.11)
ein, filv das o®ensichtlick
Xty =yex (2.12)
sowie
XE¢®y+ z)= @®x¢y)+ (x¢2) (2.13)
und somit die Polarisations-Identit At
1i ¢
x¢x=§ Xex+yeyi (Xiy)e¢Xxiy) (2.14)
gilt. Au¥serdem beachte man o
< +1flwyrt =°=0
fey: ;60 Lorentz -Basis9 e Ce = " dff_ i 1frt =°2f11,23g
0 sonst

(2.15)
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2'Die x” resp.y’ bezeichnen nafirlich die Entwicklungskoe+zienten von x resp.y bzgl. ein-

Lorentz -Basis abhéngt, folgt gemaYs 2.14) aus der in (2.10) angemerkten Invarianz.
22Unter einem Skalarprodukt versteht man allgemein eine symmetrische Bilinearform. 2.12)
beschreibt die Symmetrie und @.13 die Bilinearit At.

da wir von einer Lorentz -Basis (stillschweigend) verlangen, dalke;; e,; e;g rechtshéndig ist.
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Nach (beliebiger) Auswahl eines festen Raum-Zeitpunktés lassen sich diadorigen
Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse , Weltpunkte ) E geméVs
Y

2
E = g4y Raum-Zeit-Punkt, der durch
T 9727 xausEg hervorgeht

durch entsprechende Vierer-Vektorem charakterisieren. FallsEq die L-Koordinaten
(0; 0; 0; 0) hat, so stimmen dieL-Koordinaten von Eg + x mit den L-Komponenten
von x @berein:

|
:
Eo x1
Vereinbarung: Wenn E, festgelegt ist, so schreiben wir oft einfack
statt Eq + X.
Entsprechend .10 nennt man
X raumartig , fallsx ¢x < 0

und schreibt
1£ y fallsx j y raumartig.

Weiterhin nennt mar?*
X zeitartig , fallsx ¢x > 0

X lichtartig , fallsx ¢x =0

2.3.2 Lorentz -Boosts

SeienL und L° wieder zwei Inertialsysteme, derem! -Achsen zum Zeitpunkt Null
zusammenfallen. Diel -Geschwindigkeit vonL°seiv = v g,. Die entspr. Lorentz -

Basen seien mif g,;:::;e,g resp.fe%;:::; %9 bezeichnet.
Unter diesen Umst Anden bezeichnet man diektive lineare Transformation
X 1 kt ., def 10
x= xe f§ =8¥x= xé&
1=0 1=0

alsLorentz -Boost zurL-Geschwindigkeitv . O®ensichtlich lassehorentz -Boosts

das inde nite Skalarprodukt (2.11) invariant und deshalb gilt allgemein:
v & L-GeschwindigkeitavonLo; fey;:::;60 Lorentz -Basis vonL (2.16)
=) o3g ;:::;nde  Lorentz -Basis vonlL’: '
Version vom 26. M Arz 2009
24k eine Lorentz Basisfe,;:::;e;0 sind alsog, lichtartig und die e;;e,; e; raumartig.
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Es sei daran erinnert, da¥ die Schreibweigse(bzw. v) nur dann benutzt wird,
wenn klar ist, auf welchen Raum von Dreier-Vektoren (d.h. aufvelches Laborsy-
stem) man sich bezieht> Dann ist auch klar, da¥g, in (2.16 eindeutig als derje-
nige Vierer-Vektor festgelegt ist, desseNlinkowski -Skalarprodukt mit sAmtlichen
Dreier-Vektoren verschwindet. In diesem Sinne ist auch die \nfachende Schreib-
weise

LYx) L' akiy ; (2.17)
wobei: v %' L -Geschwindigkeit vonL?;
gemeint, die i Mehrfachboosts (siehe&.4.1und 2.4.3 zweckmAlig ist.
Aus (2.1) folgt unmittelbar 2°

>@ 1 def 1
X = xgl;X:stgtll: R e
=0 120
0 kol 0 XoI 0 Xol (2.18)
=) @:A=(@®zl@:A=o%P2@ : A
23 x3 | x3

Die entsprechende De nition ded.orentz -Boosts von Raum-Zeit-Punkten
afME € Eo+n{fx flVE = Eo+x

hAngt natévlich zusétzlich von der Wahl des Bezugspunkte&€, ab. WahIt man

fiv Eo den Raum-Zeitpunkt mit den L-Koordinaten (0;0;0;0) und verlegt man

sAmtliche Ereignisse eines physikalischen Vorganges V auf digspnechend "geboo-
steten' Raum-Zeit-Punkte, so ert man einen physikalischen Vorgangv®, des-
sen L%Beschreibung (bei der oben beschriebenen Koordinatenwatmit der L-

Beschreibung von Viébereinstimmt.

2.3.3 \Vektorielle Darstellung der speziellen Lorentz -Trans-
formationen

Im Gegensatz zu den aktivenLorentz -Boosts x ! 03‘221 bezeichnet man die
Transformationen, durch die sich die.>Komponenten aus der.-Komponentenein-
unddesselben Vierer-Vektors x ergeben, alpassive Lorentz -Transformationen.

Version vom 26. M Arz 2009
25Das kédnnte deshalb zu Verwechslungenghren, weil es stets verschiedené gibt, bzgl. derer
einundderselbe Vierer-Vektor rein raumartig ist.
26pje L%Koordinaten von & stimmen gemd¥s De nition der Lorentz -Boosts mit den L-
Koordinaten von x @berein.
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Geméls R.1) gilt dafiv:?’
x3 x3
1 XG Qakte

V=Vve; X= X e = v_E
1=0 1=0 |d-{f:z-
=4 2.19)
0 ol 0 o1 0 o1 0 ol (2.
) @: A :ugpeZ@ A @A Zp®@ ;A
x® x3 x3 | x®
Nach (2.2) |Avat sich das mithilfe von Dreier-Vektoren folgenderma¥sen sibee:
' ¢
X0 = L%°,(Xyi VE)+ Xo
ct® = °, ctj X ¢ (2.20)
- ¢
i
x = L ﬁvo(xoki VO[C;)W x%
— o 0. 0 v
ct = °p ct’j x°¢—
c
v=iLv9:vP=j LYq) (2.21)
wobei: vy
Xy = XC— —; Xo =Xij Xx (und entspr. fir x9 : (2.22)
Warnungen:
(i) x ¢y meint das euklidische Skalarprodukt von L-Dreier-Vektoren,
nicht dasMinkowski -Skalarprodukt (2.11); d.h.:
¢

Xty =i 'xle +x%,+ e yle + y2e, + yie

(i) In der Literatur wird f i LYu) i.a. einfachu geschrieben, in der still-
schweigenden Annahme, da% stets aus dem Zusammenhang hervor-

geht, ob wirklich u oder stattdesserLYu) gemeint ist.

von LYist, dann ist
0

n
def
=a e Lorentz

-Basis vonL°

I,

und folgende drei Aussagen sindquivalent:

() x = L(x9

Version vom 26. M Arz 2009

2"Man beachte das gegefiber (2.10) geAnderte Vorzeichen vonvy.
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(i) x°= Lqx)

(i) Dle Komponenten vonx bzgl fe0 """ ., €50 stimmen mit den Komponenten von

2.4 \Weitere kinematische E®ekte

2.4.1 Allgemeinere @berlagerung von Geschwindigkeiten

SeienL; L ° Inertialsysteme undE eine mit konstanter Geschwindigkeit wandernde

Folge punktfdrmiger Ereignissé (z.B. wandernder Licht°eck oder Massenpunkt)
mit

v £ L-Geschwindigkeit vonL®
vO %' | oGeschwindigkeit vonL = j LYv)
X(t) %' | -Ortsvektorfunktion von E
xqty & L-Ortsvektorfunktion von E
£(t9 def L-Zeitpunkt desjenigen Ergeignissel 2 E;
B das zumL %Zeitpunkt t° statt ndet
Problem: 2°
q Ky 1
Man bestimmeax(t)h:t(tq in AbhAngigkeit vonv und u &' L OItoxo(t‘)
L Asung:
Nach (2.20 qilt
(VR 4O 1 ‘IT O‘IT
x(tt9 = L °, xqt9 ¢V—02 i 10 vO+ xqt9 x°(t°) ¢ W’
H Al
ct(td = °, ct?% xYt9 ¢VE
L(v) = jv
und daher gendvs Kettenreget?
M 1. 1 o i ¢ i v ¢
d d : v Ut +1v+u| ucty v
Sy =t t(t ¢—
dt X0 dt® () dtOX( (t) = 1+uty

Version vom 26. M Arz 2009
28Sowohl inL als auch inL° " nde zu jedem Zeitpunkt genau ein Punktereignis ausE statt und

es se| t(tO) 60. _ _

—d
29Man beachte, da¥s aucl°r x(to) >c zugelassen ist!

£
30Man beachteu ¢v = Lo(u) ¢eLYv) xt9 ¢vO

l_
ol dt0
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Folgerung: i ¢
. v
V_{_\ud:er"'U“L(o\i/l 1) 1+ Vv

o v
v 1+

(2.23)

ist die (konstante) L-Geschwindigkeit vonE, falls die L>Geschwindigkeit vonE
konstant LYu) ist.

Zur Kontrolle von (refl.2.14) seien zwei Spezidlie betrachtet:

1. Fall:
v» u =) vfu-= v+u:r(i\,ing(¢v+u)
(223 v 1+ W
_ v+ U ) _ _
L im Einklang mit (2.4)
2
2. Fall:

veu=0 3)23 viu=v+ oi im Einklang mit der Zeitdilatation
(2.

\"

Die Zuordnungv;u ! v#u ist hiernach alsonicht kommutativ!

Aus (2.23 folgt

[ ¢ ve(v+u)
Py = 22~/
v e vFu 1+ %u (2.24)
sowie _ _
— i ¢ jvMEU] -
py = =27
vVE v+tu 1+ "C;'z“ (2.25)
und daraus wegen
vAuZ= Ye'vau—+ ~g vau - (2.26)
v v
schlie¥lich durch elementare Rechnung
- - . . . M 1
_ + 2. i 2 £ 2 C2 . 2 CZ . 2
vAy 2= WEUTE CTWE U on (i v)(ci u%) (2.27)

1+ v - ' (@ + v eu)?

fiv beliebigev;u mit v <c und® v ¢u 6 | 2.

Version vom 26. M Arz 2009 -

31vgl. Fu¥anote 28,
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Hinweis zu ( 2.27) Man berechne®2v? v4 u % und beachte dabei, davs ays £ uj? =
v2u? i (v ¢u)? (siehe Gl. 2.24 von (Licke, eir)) die Gleichung (v? + v ¢u)? =

02,2
v2jv + uj?ij v £ uj® folgt und da¥s°2 | 1= vy

2

Ob sich ein lokalisierter E®ekt (etwa ein Licht°eck) mit Lichtgschwindigkeit, mit
Bberlichtgeschwindigkeit oder mit Unterlichtgeschwindigkeifortplanzt, h &ngt also
nicht vom Inertialsystem ab?? auf das sich diese Aussage bezieht! Aufgrund der
Invarianz desMinkowski -Skalarprodukts ist das allerdings ohnehin Klar.

2.4.2 Aberration des Lichtes und “Superschnappsch  hsse'
Im Falle u = c folgen aus 2.24 und (2.25 mit >

i ¢ — ¢
vevhu = cvcosy; V£ VAU = cvjsingy
v eu = LYv) ¢LYu) = cveosl; jv £ uj = jLYVv) £ LYu)j = cvjsini

die Formeln i die sog.Aberration (scheinbare Richtunganderung bei Inertialsy-
stemwechsel) des Lichtes:

_ cosp+ ¥
cosy = m) (2.28)

sinf 4 (2.29)

sinp = i S ¢
°v 1+ Ycos

Die Abweichung der relativistischen GéYse

COSUj ¥

0 _—
cospr= ————S
H 1j Zcosp

von der entsprechenden Gi/.e deNewton 'schen Theorie

cospj
COSlJ.OO: g c ¢

i, %2
. \" Vi
1j 2;cosp+ ¢

Version vom 26. M Arz 2009
S2Wegen (@ v?)(c?i u?)> 0 (resp.< 0) flv u<c (resp.u>c).
33Man beachte:jvj <c; juj= c=) v#u = c.
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ist ausschlievilich auf dieorentz -Kontraktion zur ickzufdhren*

ct
scheinb. Winkel inL® -~ &
L -K . :
'/( orentz-Kontr.) = v&u
! R/ X:= | CCOSM
N |
----\v:- -------------------------------------------------- =
\\\(\\ X
\ nichtrelativ.
Aberration
Satz 2.4.1
Gegeben: (i) Inertialsystemel;L°

(i) L-Ortsvektorfunktionenx;(t), j 2 f 1,29, mit:
Xj(t)= ct+ H;Xo; Xpo?C; jcj=cC

Behauptung:  Auch die entsprechendeh®Ortsvektorfunktionenx? (t9 sind von
der Form
xG(tY = %+ £; x%; x%?c% jcY=c;

wobei au¥erderx%j = jx,j gilt.3®

Version vom 26. M Arz 2009

Vi Ccos °v(vi ccos
34Denn: i cosp®= g ! H v(Vi H)

; i cosi’= g 5
sinu+(vi ccosp)? esin?pu+(°y(vi cosp))

35Die Norm j:;j hangt nativlich jeweils vom Intertialsystem ab, auf das sich der 3-er Vektor
bezieht.
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Beweis: Natdvlich existieren c¢%x% mit
x5 (19 = c%A%+ #;x%;
wobei nach 2.27) auch c® den Betrag ¢ hat. Damit gilt f i beliebige t2;t9:
ix%if+2(19 0 ) x%ec® = xA)i x% (i (i ct))’
(2.:1() ix1(ta) i x2(t2)j%i (et ctp)?
= o2+ 2(t1] t2)Xo¢C = jXoj? :
Fiv t9 = t9 folgt daraus zurdchst jx%j = jxoj und damit fiv t 6 t schlievilich auch

Xoo ? ¢ I

Nach diesem Satz ist die Gesamtheit aller so§uperschnappsch Bsse ¢ einund-
desselben “starren' Objekts hinsichtlich ihrer Geometfié vom Bewegungszustand
der "Kamera' unablngig:

Bildebene

Superschnappsalisse sind @herungsweise durch normale Photographien hinreichend
weit entfernter Objekte realisiert.

2.4.3 Thomas -Pr Azession

Gegeben: () Inertialsystemel;L°
(i) L-Geschwindigkgjtenv;u mit v = L-Geschwindigkeit vonL?
(i) Lorentz -Basis e vonlL

Version vom 26. M Arz 2009
36vgl. (Terrel, 1959. Bzgl. einer anderen Aufnahmetechnik siehe enrose, 195)
$7Farb- und Intensit Atsverteilung der Bilder hangen na#vlich vom Bewegungszustand der Ka-
mera ab.
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Gesucht:  Zusammenhang zwischen delnorentz  -Basen

n def (0] n def (0]
00 de akt akt o[ akt
€r =B iquiv & und & =n7% e
0 © a
def LHu
e Todg W) - g%
6 6
v ?
©la © Pa
=) — &

viu
a a

. . © © _
Teill dsung: Nach2.4.1sind €2 und & Lorentz -Basen einunddesselben
Inertialsystems L% d.h. :

&= €% (2.30)
LO
M @@
v @Lo(u)
! -® 00
L vy L
Dementsprechend gilt
ﬁ .
&= Dye} fivj=1;23 (2.31)

k=1

mit einer geeigneterDrehmatrix (D). Tats Achlich:

ia
& 6 &% (2.32)

Begr éindung: (2.32) erkennt man durch Betrachtung der entsprechenderi. -Momentan -
Positionen (in besonders einfachen &llen):

Lorentz -Kontr.

WO

Lorentz -Kontr.

b Thomas -Dreh.

it Synchron.-E®ekt
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W: in L ruhender Einheitswiirfel mit € -parallelen Kanten
W in L° ruhender Einheitswirfel mit €% -parallelen Kanten
W in L% ruhender Einheitswirfel mit %9 -parallelen Kanten
W: in L% ruhender Einheitswirfel mit % -parallelen Kanten

Die (2.3)) entsprechendeL-rAunggliche Drehung bezeichnet man alBhomas -Drehung :

> & fivt =0
akt o def x3
Dyue = > Dy g flvt=1;23 (2:33)
k=1
Aus (2.3]) folgt
a 00
z} { X3 y A |
LLOLY® = Dj LLOL® %K
k=1 | {Z €9,
—le—
x3
= Dik &
k=1
und somit
D (ctey+ x) = ctey+ LLAL% (2.34)

fir beliebigelL-Zeitent und L-Ortsvektoren x .

Wenn man ein Kreiselsystem kontinuierlich so boostet, da¥ es sidfi@iner festen
Umlaufbahn bewegt, so edhrt das System dadurch eine kontinuierlich&homas -
Drehung, die man auch alsrfhomas -Pr Azession bezeichnet®

2.4.4 Die eingeschr Ankte Lorentz -Gruppe

Lemma 2.4.2
Gegeben: (i) InertialsystemeL:L® v 'L -Geschwindigkeit vonL°
(i) L-Geschwindigkeitu

i ¢,
. akt — akt ~ akt akt 1 .
Behauptung: © =08 pdt of :

L%u)
Beweis: Seifey;:::;e;0 einelorentz -Basis vonL. Dann ist de nitionsgemaYa
n 0
& L'nae  Lorentz -Basis vonL® (2.35)

und es existiert eine Matrix ©; mit
ki — .0
oile = oie (2.36)
120

Version vom 26. M Arz 2009
38Die zugetdrige kinetische Energie ist i die Feinstruktur der Atomspektren wesentlich.
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Entsprechend der De nition von L%u) gilt somit

Qﬁ‘f}(u)gol = ai’ e

(2.35
-0
= o akt ai e
Linearit :
— akt  akt .
el o e :

(2.36

Mit ( 2.39) folgt daraus die Behauptung. g

Da nach .31 und (2.33

akt _— akt akt akt
nv$u _QLO(u)Ov DV'U

gilt, folgt aus Lemma?2.4.2

¢
akt yakt —  akt akt !
ndkigakt =g at “pak o (2.37)

Fév L-Dreiervektoren' (ohne phys. Dim.) sei mitD#! stets die L-rAumliche
Drehung im Rechtsschraubensinn um die -Achse um den Winkelj' j bezeichnet:

Analog zu Lemma2.4.2beweist man:

¢
D) = =DM oy 17 (2.38)
adkt, = pakgek Al (2.39)

Mit ( 2.39 folgt aus (2.37):

Die Menge aller Transformationen der FormD#'o2! mit bel. L-
Dreiervektoren® ;v (entspr. phys. Dim.) bildet eine Gruppe, die sogein-
geschrankte Lorentz -Gruppe L,.
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Nach (2.39 und Lemma 2.4.2 ist klar, da¥s die De nition vonL, nicht von der
speziellen Wahl des Inertialsystemk abhangt!

Daraus folgt in Verallgemeinerung von2.1.2 die Gleichberechtigungaller In-
ertialsysteme hinsichtlich der Beschreibung gleioBfmig bewegter Ma%gbe und
Uhren!
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Tell 11

Relativistische Dynamik

a7






Kapitel 3

Dynamik der Massenpunkte

3.1 Beschleunigung eines Massenpunkten

3.1.1 Eigenzeit

SeienC ein glattes, orientiertes Kurvensfick in Ty und fx(t) : t; - t- t,g eine

Parametrisierung vonC. Dann nennen wirC positiv zeitartig , falls %1(0 2V, &

fx2Ty : x¢x > Og fik alle t 2 [ty;ts]:

ct, -

Diese De nition ist o®ensichtlich unablingig von der Wahl der Parametrisierung.
Fiv ein positiv zeitartiges Kurvenstick Cist seineMinkowski -L Ange

Z tzS 5! q d i
s(Q & XMt dt (3.2)

t1

wohlde niert und von der speziellen Wahl der Parametrisierungnabhangig.

49
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Um die Bedeutung des Skalars (Tensor 0. Stufe{C) zu erkennen, ist es zweckadaig,
die Kurve entsprechend obiger Skizze durch die Laborzeieines Inertialsystemd.
zu parametrisieren, dem did.orentz -Basisfe,; :::;e;g entspreche, und mit dem
Teil der Bahnkurve eines Massenpunktels! zu |dent| zieren. Dann gilt

d _ _ X i .
FXO=carv)=ce+ V(e; (3.2)

j=1
und aus 3.1),(3.2) folgt 0
Ss@)=" @i VR 33)

wobei G jeweils das Kurventeilséick bezeichnet, das aus den Punkter(t9 mit
t°2 [t,;t] besteht:

Mit
O s+ a; (3.4)

wobei ¢ eine beliebige Normierungskonstante ist, folgt aus @) und (1.2):

c(C() = i

(3.5)

Bei geeigneter Wahl vorgy stimmt deshalb ¢, (G) mit der Zeit Bberein, die eine mit
M mitbewegte Idealuhr jeweils am Endpunkt vonG anzeigt, und wird deshalb als
Eigenzeit von M bezeichnet. Unter einerdealuhr ist dabei eine punktBrmige

"Uhr' zu verstehen, deren momentane Laufgeschwindigkeit stetsit der einer im

momentanen Ruhesystem stationierten Standard-Uhdbereinstimmt.

3.1.2 Vierer-Geschwindigkeit und -Beschleunigung

SeiCdie Weltlinie eines Massenpunkte® , also eine positiv zeitartige, glatte Kurve,
mithilfe der Eigenzeit¢ von M parametrisiert:

C=1x(¢) : ¢ beliebigg; ¢ = —s(C iCu)t (3.6)
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Dann bezeichnet man den zu dieser Parametrisierung gelyen Tangentenvektor

x(&) & d%x(z,) (3.7)

als Vierer-Geschwindigkeit von M am Raum-Zeit-Punkt x(¢). Aus (3.2) und
(3.5 folgt*

X(¢) = °vy (cg+ v(t)) ; t= L-Zeitpunkt von x(¢): (3.8)
Die Yo i
1 gef °yC N =0
X = W filvl =1:2;3 (3:9)

transformieren sich also wie die Komponenten eines Vierer-Veks (d.h. wie die

Die Minkowski -Norm der Vierer-Geschwindigkeit ist geA% 8.8) und (1.2) kon-
stant:

X 0x = & (3.10)
Hieraus folgt unmittelbar die einzige generelle EinscAnkung
X CA=0 (3.11)
an die sog.Vierer-Beschleunigung
o d T
)= o (o)
¢
Aus (3.8) und (3.5 folgt:?
" O4HH v(t) i 02 det d
Ko=) —tat) erad +°fa®); an® pvi:  (312)

Beweis von ( 3.12): Aus (3.8) und (3.5) folgt nach der Kettenregel

oo od ¢
A(¢) = Vit vC§0+V(t)

und daraus mit
d _ o3 V(1) ¢a(t)
=3 1 7

o

dt ¥ c?
nach der Produktregel:
psv 3V'2 1
A= St et o a +°2a
Mit 3
v 2 o
< + \112:1

folgt hieraus die Behauptung. g

Version vom 26. M Arz 2009 -
1Eine Lorentz -Basis fey;:::;e;g entspricht also genau dann dem momentanen Ruhesystem
von M, wenn g, = x(¢)=cist.

’Im Gegensatz zu der Aussaged(¢) konstant\ ist die Aussage ,a(t) konstant\ nicht vom

Bezugssystem unabBngig!
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Nach (3.12) ist A(¢) mit der sog. Eigenbeschleunigung a®©(¢) von M, der Labor-
Beschleunigung bzgl. des momentanen Ruhesystems, zu identirei&

A=af(): (3.13)
Daraus folgt unmittelbar:
AtA= a® ¢a® . 0: (3.14)

Fév den Spezialfall einer in dee,-e,-Ebene verlaufenden Weltlinie ergibt sich somit
folgendes Bild:

Die & transformieren sich naiylich ebenfalls wie die Komponenten eines Vierer-
Vektors. Mit (3.13 und (2.20 folgt daraus

) Hi () ¢ ¢
A=y a(0)( ) ¢— e+L a(0)( ) +L a%(), (3.15)

Durch Vergleich mit (3.12 ergibt sich hieraus

3

ak(t) = O\I,(ts) L a(o)(C)
; (3.16)
() = °pL a(o)(c) ,
und somit schlie¥lich
x3 3 ’
Ke =L °yad+a) = fac+°2a: (3.17)
i=1

Der L-gAumliche Anteil der Vierer-Beschleunigung ist i.a. also weder aainoch zu
L'a® parallel!
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3.2 Der relativistische Impuls von Massenpunk-
ten

3.2.1 Idealisierte Streuexperimente

Betrachtet sei der nicht notwendig elastische Streuproze. mvesdllig gleichwertiger
MassenkugelnJ; V im leeren Raum?

Beide Kugeln nBgen einen makroskopisch kleinen Radius haben und als Punkt-
teilchen behandelt werden. In weiter Vergangenheit ebensadewin ferner Zukunft
kann ihre Bewegung als gleicBfmig betrachtet werden.

L . Ruhesystem vonU in weiter Vergangenheit

LO . Ruhesystem vonV in weiter Vergangenheit

vé?t(m) . LO-Geschwindigkeit vonV in ferner Zukunft (weiter Vergangenheit)
Uouwin)y - L-Geschwindigkeit vonU in ferner Zukunft (weiter Vergangenheit)

Aus Symmetriegéinden muYs

j(uout)?j = j(Vgut)?j

gelten, wenn wir die Orthogonalkomponenten wieder wie i2.3.3bzgl. der Relativ-
bewegung vorL und L°de nieren. Da nach @.25

3 j(vgut)?j

j(Vout)?j = O\ 0
ovin l + L (Vl::z)wout
gilt, ergibt sich daraus
U 1
. . LO Vi ¢VO . .
(o) = o, 1+ SOy | (3.18)
und somit ,
la.
(Uout + Vout), 6 (Uin + Vin), =0 (3.19)

Die Erfahrung zeigt, da¥s sich einem Punktteilchen eineége (Labor-) Masse bzgl.
seines momentanen Ruhesystems, auBanhemasse genannt, in der speziellen Re-
lativit Atstheorie genau so zuordne@Vat, wie in deMNewton 'schen Mechanik (siehe
Abschn. 3.3.4 von (Liécke, eir). Der relativistische (Labor-) Impuls wird eben-
falls als Produkt von trAger (Labor-) Masse und (Labor-) Geschwindigkeit de niert.
Aus (3.19 erkennt man aber, da¥% bei obigem Streuexperiment der Gesanpiuls

Version vom 26. M Arz 2009

3vgl. z.B. (Rindler, 1969, Abschnitt 50).
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in weiter Vergangenheit nur dann mit dem Gesamtimpuls in fer Zukunft @ber-
einstimmen kann, wenn man
Ya o Y

M(Uout)  gef tr Age Masse von

bzgl. L in ferner Zukunft
m(Vout)

\Y,

geeignetgeschwindigkeitsabh Angig de niert. Und zwar mu% man nach .18
dafiv sorgen, dava

1
M(Uout)

H

LO(vi,) ¢vO
MVou) = %y, 1+ (Vin) Wou

CZ
gilt.* Im Grenzfall verschwindender Wechselwirkung (streifender &), d.h. #y
Uout ! Un=0; Vou! Vini Vou! VR =0

out

erkennt man daraus, da% allgemein

m(v) gt °yMo; Mg : Ruhemasse (3.20)

14

(v = viy) zu de nieren ist.

Aufgrund zahlloser Beschleunigerexperimente kanneutzutage ° kein Zweifel
mehr daran bestehen, da% mit dieser De nition ta#ghlich die Erhaltung des Ge-
samtimpulses bei Streuprozessen garantiert ist.

Warnung: © Die Impulserhaltung (ohne Bemcksichtigung der Impulse
der Felder) gilti.a. nur f @& Anfangs- und Endkon guration in jedem
Inertialsystem.

Auch aufgrund der Labor-AbhAngigkeit der Uhrensynchronisation kann der ge-
samte Dreier-Impuls nicht in allen Inertialsystemen whrend eines nichttrivialen
Streuprozesses erhalten bleiben. Diese Schwierigkéi#zk sich nur in eineMNahe-
wirkungstheorie  Bberwinden, in der die Kraftidbertragung durch Felder vermittelt
wird, denen ebenfalls eine Impulsverteilung zuzuordnen ist.

Version vom 26. M Arz 2009

4Man multipliziere beide Seiten mit j(vou )~ j und verwende auf der rechten Seite 3.18).

SVor Entdeckung des Neutrinos sah die Situation beim Beta-Zerfall ganz anders aus.

5Dav. die Gesamtmasse beim frontalen Zusammensto¥s im Umkehrpunkt kleiner is¢ &n asym-
ptotischen Bereich, ist evident. Nach Satz3.2.1 des folgenden Abschnitts kann dann auch der
gesamte Dreier-Impuls im Umkehrpunkt nicht bzgl. aller Inertialsysteme mit dem gesamten Dreier-
Impuls im asymptotischen Bereich @bereinstimmen.
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3.2.2 Vierer-Impuls

Nach (3.20 und (3.8) |AV4t sich der relativistische (Labor-) Dreier-Impuls auch in
der Form’

def X3 ;
p=mv)v=m, Xg; (3.21)

=1

also alsL-rAumlicher Anteil des sogVierer-Impuls es

p gt Mo X (3.22)

schreiben | womit das Transformationsverhalten bereits gekért ist.

Aus (3.21), (3.22 und (3.9) folgt

_ Cp.
Ve (3.23)
wobei
P E e, ¢p=m(v)c: (3.24)
Aus (3.22, (3.10 und (3.24) folgt
m(v)2ci pep = pep=(mo0)?’: (3.25)

Satz 3.2.1
Gegeben: PP, 2Twu

Behauptung: Folgende Aussagen sindquivalent:

Beweis: Gbungsvorschlag. i

Nach Satz3.2.1ist die Erhaltung der gesamten tAgen Masse ebensowenig anzu-
zweifeln, wie die Erhaltung des Gesamtimpulses!

Version vom 26. M Arz 2009
"Man beachte, da¥ der Punkt die Ableitung nach deEigen zeit bezeichnet!
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3.2.3 Relativistische Massenpunkt-Modelle

Vom umstrittenen Fall gewisser "Elementarteilchen' abgesehedient das Punkt-

teilchenmodell in aller Regel dazuzusammengesetzte Systeme makroskopisch
vernachlassigbarer Ausdehnung idealisiert zu beschreiben. Es erhebt sicfoeodie

Frage, wie sich Masse, Geschwindigkeit und Impuls aus den entsgrenden GaYen
der Einzelteile ergeben.

Die Betrachtungen von3.2.1féhren uns diesbedglich auf folgende

Vermutung: Der Vierer-Impuls eines physikalischen BrpersM makrosko-
pisch vernachéssigbarer Ausdehnung ist die Vektorsumme (ifiy ¢entspr.
phys. Einheit) der Feldimpulse und der (Vierer-)Impulse der "rekten' Ein-
zelteilchen, aus denen sich derd¢per zusammensetzt.

Anmerkungen:

(i) Wenn die Vermutung in einem Inertialsystem richtig ist, so at

grund des linearen Transformationsverhaltens der Vierer-Inytse
in jedem Inertialsystem.

(i) Da Ruhemasse und Geschwindigkeit voM makroskopisch wohlde-

“niert sind, gilt dasselbe nach 8.7) und (3.22 auch fér den Vierer-
Impuls von M .

(i) Prinzipiell sind die Impulse der "nackten' Einzelteiltien nicht fest-
stellbar, da sie auch isoliert stets entsprechende Wechselwirlysa
felder mit sich fdhren, mit denen zusammen sie die sog. “physikali-
schen' Teilchen entsprechend ‘renormierter' Masse bilden.

In den meisten Fllen wird die VerAnderung der Feldimpulse durch die Bindung
der EinzelteilchenM. in M vernachissigbar seirf. In einem solchen Falle wollen wir
M als schwach zusammengesetzt bezeichnen. B schwach zusammengesetzte
Massenpunkte kann man also den Vierer-Impuls mit der Summe deeformierten)
Vierer-Impulse der Einzelteile gleichsetzen. Daraudiat sich folgendes schlievaen:

1. Die Geschwindigkeitsabfngigkeit der Massen ist genau so de niert, da¥ die
trAge Masse eines schwach zusammengesetzten MassenpurMtesiit der
Summe der (renormierten) tAhgen Massen seiner Einzelteildbereinstimmt.

2. Die Ruhemasse, nach derfquivalenzprinzip also auch das Gewicht, eines
schwach zusammengesetzten MassenpunkidswAchst bereits bei Erdhung
der Relativgeschwindigkeiten deiM. (‘ErwArmung' von M) und ist dadurch
grévser als die Summe der (renormierten) Ruhemassen k.

Version vom 26. M Arz 2009
8Gegenbeispiel: Atomkerne!

9Bzgl. der Gravitation bei relativistischen Geschwindigkeiten vgl. (Velissinos, 198).
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3. Die Ruhemasse eines schwach zusammengesetzten Massenpurdtés dich
mindestens teilweise in Energie umwandeln ("Aiklung' von M).

3.2.4 Schwerpunktsystem

Gegeben sei eine Gesamtheit von Massenpunkteh, die zwar untereinander kolli-
dieren kdnnen, sich aber zwischen den Kollisiondrei bewegen:

t9=konstant

t =-konstant

Es seien ein Inertialsystent. und ein L-Zeitpunkt t gewdhlt, zu dem sich alleM. frei
bewegen. Die Summe ., der Vierer-Impulse allerM. ist dann (von der phys. Dim.
abgesehen) ein Vektor au¥, , der entspr.3.1.1/ 3.1.2 nicht von der speziellen Wahl
von L undt abhangt. Das InertialsystemL s, in dem derL s-rAumliche Anteil vonP .
verschwindet, ist somit eindeutig und wird gewhnlich als Schwerpunktsystem
der Gesamtheitf M. g bezeichnet.

Warnung: Die Weltlinie eines “Schwerpunktes' voiM. g |AY4t sicicht
unabhdngig von der Wahl eines Inertialsystems de nieref?!

In Abereinstimmung )r?it der Vermutung vor;(S.Z.SgiIt
Mo (Vo (t)) Xo (t) Mo (Vo (t)) Vo (t)

— X =X (3.26)
dt Mo (Vo (1)) Mo (Vo (1))

abschnittsweise. Aufgrund der Erhaltung des Gesamtimpulses iststalb die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes, Sl(essen Ortsvektor

Mo (Vo (1)) Xo ()

x(t) £ X

Mo (Vo (t))

[o]

Version vom 26. M Arz 2009

°Man betrachte die Bahnkurve des Schwerpunktes zweier gleich schwerer Massenpunkte mit
parallelen Bahkurven und entgegengesetzter Geschwindigkeit. Bzgl. der Schwerpunktsbewegung
ausgedehnter Kdrper vgl. (Schattner, 1979,
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ist, zeitlich konstant.

3.3 Kraft und Leistung

Vorbemerkung:  Wir werden Massenpunkte nur in solchen Situationen betrach-
ten, in denen sich lhre Ruhemasse nicléndert.!* Fér schwach zusammengesetzte
Massenpunkte setzen wir also stets

x 3
% Mo Vo (t) =0 im momentanen Ruhesystem vori (3.27)

[o]

voraus.

3.3.1 Additivit At der Dreier-Kraft

Die Labor-Kraft auf einenruhenden Massenpunkt ist (in Verbindung mit der Ru-

hemasse) in navlicher Weise genau so de niert wie in deNewton schen Mechanik.
Damit die De nition der Kraft auf einen bewegten Massenpunkt ebenfalls physi-
kalisch sinnvoll ist, verlangen wir

Additivit At der Kraft: Die Labor-Kraft F auf einen schwach zusammen
gesetzten Massenpunki stimmt mit der Vektorsumme der Krafte Fo auf
seine EinzelteileM. BAberein.

Aufgrund der Additivit At der trAgen Masse bedeutet die Additiviét der Kraft f v
das momentaneRuhesystem von M :*?

X Ax !U 1,

Fo (t) = Mo (Vo (t)) a Xs(t)

P
X d oMo (Ve (1)) Vo (t)
@z L Ve ) G v (1)
(3:23 % Mo (Vo (t)) Vo (t) .

Daher mu% man die Geschwindigkeitsalihgigkeit der Kraft sicherlich so de nieren,
da¥s injedem Inertialsystem die relativistischeBewegungsgleichung

F= S () v() (3.28)

Version vom 26. M Arz 2009
n der Quantentheorie ist die Masse@nderung nur sprunghaft méglich: aus einem Elementar-
teilchen entsteht ein neues, das als Anregungszustand des urgimglichen angesehen werden kann.

12Beachte (3.27) und ps = Mges(Vs)Vs.
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gilt,® die sich aufgrund der angenommeneKonstanz der Ruhemassen nach
(3.20, (3.8) und (3.5 auch in der Form

*WF=mg Ag (3.29)
j=1

schreiben Avat.

Bbungsvorschlag:  Man zeige, da¥s zu jeder stetigeh-Dreier-Vektor-Funktion F(t) und
jeder Anfangsbedingung genau eine éisung von 3.28) existiert und da¥s fiv diese Lésung
jv(t)j <c gilt.

Um die Additivit At zu erhalten, mu% man also entsprechend.{7) in Kauf nehmen,
davs der relativistische (Labor-) Kraftvektor, auctbreier-Kraft ~ genannt, i.a.nicht
in Richtung des (Labor-) Beschleunigungsvektors zeigt!

Fridher hatte man (3.29 entspr. (3.17) in der Form
Fe="°3moax; F,=°,moa, (3.30)

geschrieben und dementsprechefig mq alslongitudinale , °, my dagegen alsrans-
versale Masse bezeichnet.

Aus (3.29 und (3.17) folgt sofort der Zusammenhang voir mit der sogenannten

Eigenkraft FO: ¢

L
T oL'FO7, (3.31)
\

Fo &L 'F<°>¢k R, &
Eine triviale Folgerung aus 8.31) ist, da¥s die Kraftwirkung von Feldern nicht bzgl.
jedes Inertialsystems geschwindigkeitsunahgig sein kann. Daher ist zu erwarten,
da¥a elektrische und magnetische Felder in der Elektrodynantédiglich verschiedene
Aspekte einunddesselben Feldes sind, das man dementsprechendlaldromagne-
tisches Feld bezeichnet.

@bungsvorschlag: Gegeben sei ein Stromfaden i, der nur aus negativen Ladungen
bestehe, die inL° ruhen. Aus dem Coulomb schen Gesetz bzglL° leite man entspr.
(3.31) die L-Kraft ab, die der Stromfaden auf eine beliebig bewegte Probeladung aut.

Version vom 26. M Arz 2009
13(3.28) garantiert nach (3.22) und (3.28) auch die Additivit At der in 3.3.3noch zu besprechenden
Vierer-Kraftdichten (nicht Vierer-Kraft-Dichten)!
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3.3.2 Leistung

Die Grél.e B g g
K=, —OF e+F (3.32)

bezeichnet man ald/ierer-Kraft . Sie istnur ** deshalb interessant, weil sie nach
(3.31), (3.19 und wegenF© = mya® die Gleichung

moA= K (3.33)

erfilllt, deren e,-Komponente sich (bis auf den Faktof,=¢) nach (3.3, (3.5), (3.9
und (3.20 in der Form

%m (V(1) & = v(t) ¢F(t) (3.34)

schreiben AYat.

Die Zusammenh Ange zwischen den Begri®ebeistung , Arbeit und Energie
behdlt man in der relativistischen Theorie nagvlich genau so bei, wie in deNew-
ton schen Mechanik. 8.34) zeigt daher, da¥ die physikalisch wohl einzig sinnvolle
De nition der (Labor-) Leistung, die eine Dreier-Kraft F(t) an einem Massenpunkt
M der (Labor-) Geschwindigkeitv(t) erbringt, diejenige derNewton schen Mecha-
nik | allerdings auf den neuen Kraftbegri® bezogen | ist:

Leistung: L (t) &' v(t) ¢F(t) (3.35)

Dann IaYat sich 8.34 nAmlich folgenderma¥en formulieren:

Die Leistung, die die Gesamtheit aller auf einen Massenpunkl wir-
kenden Kréfte erbringt, ist gleich demc-fachen der zeitlichenfAnderung
der trAgen (=schweren) Masse voM .

Die Energie, die ein Medium dadurch aufnimmt? da% es einen Massenpunki
bis zur Ruhe abbremst, ohne ihn sonst zu véndern, ist somit unabhéngig vom
Abbremsvorgang! Diesen Energieanteil bezeichnet man nahgéederweise alki-
netische Energie von M:

Evn & mv)2| moc (3.36)

Mit den De nitionen der Ruheenergie

Eo dZGf m002 (337)

und der Gesamtenergie
def
Eges = Ekin + Eo (3.38)
Version vom 26. M Arz 2009
4 Addition von Vierer-Kr Aften ist i.a. physikalisch sinnlos.
15Man beachte die Massenerhaltung des Gesamtsystems.
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ergibt sich somitEinstein s behmte Formel

Eges= M(V) ¢; (3.39)

die bekanntlich die Grundlage #v den Bau von Atombomben und Kernkraftwerken
darstellt.
Heutzutage ist es eine Erfahrungstatsache, da¥s sich auch die gesamte Ruhe-
energie von Elementarteilchen (in Form von Vernichtungssttdung) freisetzen AYat.
Nach (3.39 ist die Erhaltung der Gesamtmasse bei Streuprozessen mit der Er-
haltung der Gesamtenergie gleichbedeutend.

3.3.3 \Vierer-Kraftdichte

Betrachtet man anstelle von Massenpunkten ausgedehntediper, so tritt an die
Stelle der Kraft die Kraftdichte :°

) & fim,

¥ .. 0
: def  Summe aller betr. Kéfte zur L-Zeit *-
o Fe = . . . c
wobei (x) auf Karperteile in U:(x)

Folgende Aussage ist dann makroskopisctiNgg:

Die L-Kraftdichte k(x) ist die L-rAumliche Komponente eines Vierervektor;
feldesk(x), das man dementsprechend aMierer-Kraftdichte bezeichnet.
Die L-zeitliche Komponentek®(x) von k(x) ist das %-fache derk(x) entspre-
chendenL -Leistungsdichte.

Beweisskizze: Es genigt, den Spezialfall einer @umlich homogenenGesamtheit von
Massenpunkten einheitlicher Geschwindigkeitv, auf die alle die gleiche KraftF wirkt,
zu betrachten. Wenn ng die Teilchenzahldichte im Ruhesystem bezeichnet, ist dann
also aufgrund derLorentz -Kontraktion

n = ng°y = Teilchenzahldichte in L

und somit:
k=ng°F = ngK
0 v (3.33 0
Mit
k= noK

folgt daraus entspr. (3.32/( 3.33 die Behauptung. I

Version vom 26. M Arz 2009
6pnysikalisch ist der Grenzdbergang2 ! +0 aufgrund der diskreten Struktur aller Makro-
materie natévlich sinnlos. Man mu¥a stattdessert mikroskopisch hinreichend gro¥s, makroskopisch

dagegen hinreichend klein é@hlen.
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Kapitel 4

Elektrodynamik

4.1 Der elektromagnetische Feldtensor

4.1.1 Makroskopische Strom-Ladungs-Verteilungen

Die Strom-Ladungs-VerteilungY¥z], charakterisiert durch
Z 0
“%x)dVy ¥Ya Gesamtladung in G zur Labor-ZeitE
ZG
X0
| (X) ¢dS, ¥ Gesamtstron durch S zur Labor-ZeltF
S
sei in der Umgebung vorx zur Labor-Zeit x°=cnur aus Ladungen gleicher Geschwin-
digkeit v aufgebaut. Dann gilt

Vo= ° Y, | = YN
und somit nach 3.8)
|_: Y8 Xuitt (4.1)
flv
100 E cx) g+ | (%) ; (4.2)

wobei % die Ladungsdichte im momentanen Ruhesystem der Einzelladumgbe-
zeichnet. @.2) ist also von der speziellen Wahl des Inertialsystems unadhgig.
Aufgrund der Additivit At von Strom- und Ladungsdichte gilt dann dasselbaf
Version vom 26. M Arz 2009
IHier geht die Geschwindigkeitsunabténgigkeit der Einzelladungen ein, aufgrund derer auch die

Kontinuit Atsgleichung @.3) gilt. Daher nden die folgenden Bberlegungen auf Gravitationskrafte,
die ja auf die geschwindigkeitsablngigen Einzelmassen wirken, keine Anwendung!
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jede Strom-Ladungs-Verteilung:

Die |* (x), bzgl. L de niert durch

x3
1°) Eemx) M) e B

k=1

Vektorfeldes|(x), das man alsVierer-Stromdichte bezeichnet.

Da erfahrungsgemys die Gesamtladung erhalten ist, d.h.
q z z
Cw Gl/él) dVy + @ | (x) ¢dSx =0

gilt, missen dig|’ (x) nach demGau¥s schen Satz diegkontinuit Atsgleichung 2

X @,
. @ =0 (4.3)

erfdllen.

4.1.2 Kraftwirkung eines  AuYeren elektromagnetischen Fel-
des

Aufgrund der Additivit At von Vierer-Stromdichte und Vierer-Kraftdichte hAngt die
Vierer-Kraftdichte k(x), die der Wirkung einesfesten AuYeren Feldes entspricht,
linear von der Vierer-Stromdichte der Testladungen am gleichen Rau#eit-Punkt
ab. Das AuYsere Feld IAvat sich also durch eing-abhéngige lineare Abbildung be-
schreiben; d.h. es existiert ein Tensor 2. Stufe mit den Kompanten F', (x) bzgl.

x3
0= FuI) bagl feyiiieg (4.9

L)

gilt. 3

Sei nun eine spezielle Vierer-Stromdichte gleichen Typs wie Beginn von4.1.1
betrachtet. Unter der durch Erfahrung besétigten Voraussetzung, da¥s die Wirkung
Version vom 26. M Arz 2009
2TatsAchlich folgt die Kontinuit Atsgleichung # physikalisch realistische (raum-zeitlich hinrei-

chend gut lokalisierte) Vierer-Stromdichten direkt aus dem Transformationsverhdten.
3Der Vorfaktor von F’, (x), insbesondere das Vorzeichen davon, ist reine Konventionssache.
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desAuYseren Feldeeeinen direkten Ein°u¥ auf die Ruhemassen  der geladenen
Einzelteilchen hat, folgt dann

|1 (x) F'o (X) | (x)

= ](x) ¢k(x)
-

X3

| (X) [e(X) F™ (x);

0 —
l’ =0

wie man im Ruhesystem der speziellen Testladungsgesamtheit siefbbei:

8 ,
@ 5@ < +1 frt=°=0
LE L R E R B 1 i1 =0 21,23y
=0 =0 " 0 sonst

zunAchst im Ruhesystem der Ladungénam Raum-Zeit-Punkt x und somit bzgl.
jedes Inertialsystems. Da selbst unter den angenommenen spegreNoraussetzun-
gen die|: (x) in einem bel. Inertialsystem & gegebenex jeden zeitartigen Vektor
approximieren kdnnen, folgt somit

FPX)=iF"(x): (4.5)

4.1.3 E- und B-Feld

Entsprechend ¢.5) besitzt die Matrix der F* nur sechs unablingige Komponenten,
die (im Gauvs schen MaYisystem) miE! ; B! bezeichnet seien:

0 CENX) 1 EAX) 1 E(X)
1 . 3 2
%+ Ez(x) 2 i B3(x) .+Bl(x)§ (E* (30 46
+ E“(x) +B°(x) 0 i BY(x)
+ E3(x) j B3(x) +B*(x) 0

Mit der De nition

X
EX)E  E(x)g elektrisches Feld bzgl. L;

1 (4.7)

Bj(x)g magnetisches Feld bzgl. L
j=1

B(x) ¥

Version vom 26. M Arz 2009

4Im Ruhesystem gilt nAmlich f°= |1 = |2=|® = 0.
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|AYat sich dann 4.4) in der Form

900 = 21 ¢E(; .
f(x) = UX)E(X)+ %|(1)£ B(x) Lorentz -Kraftdichte -
schreiben.

Aus (4.6), dem Tensor-Charakte? von F und der Gestalt (2.2) der speziellen
Lorentz -Transformations-Matrizen folgt v elektrisches und magnetisches Feld
bzgl. Laborsystemwechsel:

TEL0 = LB, BYO= LBy
E% (0= VL0 B2 (0+ S£B(O  BH(0= L0 By(X)i £ E(Y)
(4.9)

(Beweis aIs@bungsvorschIag).
Hieraus erkennt man deutlich die am Ende voi3.2.1 angesprochene wesengétige
Verwandtschaft vonE- und B-Feld.

4.2 Die mikroskopischen Feldgleichungen

Aus (4.6) folgt

i = AY,1 _@ = 4_1/ 0.
divE =4y o F'0= C‘i : (4.10)
Mt O o iB'x B0 iB¥x?!
B! 0 E3 i E2
(Ge (X)) cizef%+ (x) +E%(X) i (X)E (4.11)
+ B%(x) i E3(x) 0 +E*(x)
+B3(x) +E?*(x) i E'(x) 0
gilt entsprechend
dvB=0() @G.:0=0; (4.12)
x3
Loadet © L1 o et @
wobei: = @, @= ax’

. =0

Version vom 26. M Arz 2009 -

5Siehe @.3) im Anhang.
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Da sich diea’ € @F* und wegen
1=0
1 _
G = —210®_ F® ;
2g _
< +1 falls (3;°,®; ) gerade Permut. v. (Q1;2;3) (4.13)
200 def i 1 falls (;°®; ) ungerade Permut. v. (01;2;3)
0 sonst
x3
auch die & &' @ G:. wie (kontravariante) Komponenten von Vierer-
1=0 . =0

Vektoren transformieren, ist entspr. ¢.10, (4.12 und Satz 3.2.1die Giltigkeit der
Gleichungen
divE =4v%Y%; divB =0

in jedem LaborsystemAquivalent zur GAltigkeit der Maxwell-Lorentz schen
Gleichungen '

x3 1

eF* = (4.14)
1=0 C
X3

@Ge. = 0 (4.15)
1=0

in jedem Inertialsystem.
Zum Vergleich mit der@blichen Darstellung sei zuatzlich zu (4.10/( 4.12 darauf
hingewiesen, da% aug.()

M T H T
w4 1" @
k — 774k Y - = ¥ 1
@F C‘i 8k2f1,239 ( rotB =7 ZE+4Y (4.16)
und aus @.17)
1@
(@Gy 8k2f1;2,3g) ) rotE = j E@tB (4.17)

folgt.

Version vom 26. M Arz 2009
6Die erste Gleichung ist im momentanen Ruhesystem der Ladungen bekanntlich aus dem
Coulomb -Gesetz ableitbar, wennYzzur felderzeugenden Strom-Ladungs-Dichtd gehért.
"DaY4 bereits aus4.3) die Existenz eines antisymmetrischen Tensors* folgt, fir den (4.14)
gilt, ist aus der Di®erentialgeometrie hinnglich bekannt. Der entscheidende Punkt ist aber
nativlich, davs @.14) fév den durch (4.4) charakterisierten Feld tensor gilt.
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Anhang A

Bondi's K-Kalk & ( Bondi, 1977 )

Zur Ableitung der Transformationsformeln aus dem Relativiéitsprinzip kénnen wir

uns 0.B.d.A. auf Ereignisse folgender Art besclnken:

A

ct2(E) A

Nach dem speziellen Relativitsprinzip und dem Prinzip von der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit (sowie aufgrund der Homogerét der Raum-Zeit) mu¥s dann

Ko tYEo) = Koo & t2(Eo) _ t2(E)
' fl%%o% ’ tYEo) (A.3) t3(E)

_9E)
t1(E)
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gelten! Daraus folgt zurchst

2 _ tZ(EO)
L 0= A2
LL? t1(Eo) (A-2)
sowie
t?(E) = KL;LOtl(E);
9E) = to(E) (A-3)
K|_;|_O
Mit
) (E) = ct(E)i x(E);
O - ~0O O(EY - (A.4)
ct,’(E) = ct(E)+ xV(E);
(angewandt aufE = Ey) ergibt sich filv K. o gemé¥s A.2)
1+v=c
KpLo= : A.
W= Tz (A5)

Explizit lauten die Transformationsformeln (A.3) gema¥ A.4) somit

ct®i x° = (1+ yw=09°,(ctj Xx);
— {77
=

ctf+ x% = ﬁli Yé:c)°},(ct+ X);

sind also o®ensichtlichAquivalent zu den Formeln (.6) der speziellenLorentz -
Transformation.

Anmerkung: Aus (A.3) folgt auch unmittelbar?
t9t9 = oty ;

d.h. nach (A.4):
(cth?i x®=(ct)?i x?: (A.6)

Version vom 26. M Arz 2009
1K 1L o bezeichnet denDoppler -Faktor, mit dem die L-Sendezeitintervalle einer inL ruhenden
Licht impulsquelle zu multipliziern sind, um die zugehdrigen L%Empfangszeitintervalle eines in
L ruhenden Beobachters zu erhalten, der sich von der Impulsquelleregbewegt. Die genannten
Prinzipien verlange daherK . o= Ko .
2Entsprechend einfach &Y4t sich die Formel 2.4) der relativistischen Geschwindigkeitsaddition
aus der BeziehungK . po = Kp.0oK . @blesen. Vgl. dazu auch Peres, 198,




Anhang B

Tensoren @oer Ty

Linearformen @ber Ty, ist de niert durch
H(e)=+% (B.1)

Als p-stu g kontravarianten und g-stu g kovarianten Tensor @ber Ty be-

Tlo’ = (T} ;e;e ;W) fir Multilinearformen T dber TG ETMETMET, (B.2)

Das Transformationsverhalten der Tensorkomponenten bzgl. Bawechsel ist von
der Form

P 1
0 — o . — !
€ = B, & ) o] o0 = &
_l dlo l31 __ P 1 o 1, o o, o4 (83)
) T ta 4T °121112°40 10151220 03‘31441-1"2 04
Bei Beschénkung aufLorentz -Basenfe,;:::;e,g erkennt man leicht
13 x ’ ’ ].303 ’ 01 04
T1112 1, = 1% 14°4T 1,0, USW. (B.4)
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